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LỜI NÓI ĐẦU

Hình học Affine và Euclide là một trong những nội dung trọng yếu trong

chương trình học tập của sinh viên khoa Toán ở các trường Đại học Sư phạm.

Để góp phần giúp sinh viên học tập môn này được thuận lợi, tác giả biên soạn

tài liệu giảng dạy "Hình học Affine và Euclide".

Tài liệu gồm 3 chương: chương 1 dành cho việc nhắc lại các kiến thức nền

tảng về Đại số tuyến tính để sinh viên nắm vững và tiếp thu tốt hơn các kiến

thức hình học ở các chương tiếp theo; chương 2 dành cho hình học Affine và bài

tập; chương 3 dành cho hình học Euclide và bài tập.

Tác giả hi vọng tài liệu này sẽ bổ ích đối với các bạn sinh viên theo học khoa

Toán ở các trường Đại học Sư phạm. Sinh viên các trường Cao đẳng Sư phạm

ngành Toán cũng có thể dùng giáo trình này làm tài liệu tham khảo, đặc biệt các

giáo viên Toán ở các trường trung học phổ thông có thể dùng giáo trình này để

ôn tập và củng cố các kiến thức cần thiết cho việc giảng dạy của mình.

Mặc dù đã có nhiều cố gắng trong biên soạn nhưng chắc chắn rằng tài liệu

không tránh khỏi những thiếu sót. Tác giả rất mong nhận được những ý kiến

đóng góp quý báu chân tình của quý đồng nghiệp và bạn đọc để tài liệu được

hoàn thiện hơn nữa.

Xin chân thành cảm ơn.

Long Xuyên, tháng 7 năm 2018

Tác giả

TS. Lê Ngọc Quỳnh
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CHƯƠNG 1.

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

1.1 KHÔNG GIAN VECTƠ

1.1.1 Định nghĩa không gian vectơ

Định nghĩa 1.1. Cho trường K và tập V 6= ∅ mà các phần tử của nó gọi là các

vectơ và kí hiệu là −→a ,
−→
b ,−→c , · · · . Trên V trang bị hai phép toán:

(i) Phép cộng hai vectơ là một ánh xạ V × V → V cho bởi

(−→a ,
−→
b ) 7→ −→c = −→a +

−→
b ,

(ii) Phép nhân vectơ với một số là một ánh xạ K× V → V cho bởi

(λ,−→a ) 7→
−→
b = λ−→a ,

thỏa 8 tiên đề sau:

(V1)
−→a +

−→
b =

−→
b +−→a ;

(V2)
−→a + (

−→
b +−→c ) = (−→a +

−→
b ) +−→c ;

(V3) ∃−→0 ∈ V : −→a +
−→
0 =

−→
0 +−→a = −→a ;

(V4) ∀−→a ∈ V, ∃
−→
b ∈ V : −→a +

−→
b =

−→
0 , kí hiệu

−→
b = −−→a ;

(V5) λ(µ−→a ) = (λµ)−→a ;

(V6) λ(−→a +
−→
b ) = λ−→a + λ

−→
b ;

(V7) (λ+ µ)−→a = λ−→a + µ−→a ;

(V8) 1.−→a = −→a ;

thì V được gọi là một không gian vectơ trên trường K.

Nếu K = R thì V được gọi là không gian vectơ thực. Nếu K = C thì V được

gọi là không gian vectơ phức. Trong khuôn khổ tài liệu này, nếu không nói gì

thêm, ta chỉ xét không gian vectơ thực.

Ví dụ 1.1. Ta xét các ví dụ sau:

a) Rn là không gian vectơ thực với 2 phép toán:

+ Cộng hai vectơ: (a1, · · · , an) + (b1, · · · , bn) = (a1 + b1, · · · , an + bn),

2



 

 

 

 

 

 

 

+ Nhân vectơ với một số: λ(a1, · · · , an) = (λa1, · · · , λan).

b) C[a,b] là tập hợp tất cả các hàm số thực f(x) xác định và liên tục trên đoạn

[a, b]. Trên C[a,b], trang bị 2 phép toán:

+ Cộng hai vectơ f và g: (f + g)(x) = f(x) + g(x),

+ Tích của một vectơ với một số: (λf)(x) = λf(x),

thì C[a,b] là không gian vectơ thực.

c) V 3 là tập hợp các vectơ tự do trong không gian thông thường với hai phép

toán cộng vectơ và nhân vectơ với một số theo nghĩa thông thường thì V 3 cũng

là không gian vectơ thực.

d) Kí hiệu Q[x] là tập các đa thức (một biến x) với hệ số hữu tỉ thì Q[x] cùng

với phép cộng đa thức và nhân đa thức với một số hữu tỉ tạo thành Q - không

gian vectơ.

e) Tập hợp số phức C với phép cộng số phức và nhân số phức với một số thực

là một không gian vectơ thực.

1.1.2 Hệ vectơ độc lập tuyến tính và phụ thuộc tuyến tính

Định nghĩa 1.2. Trong không gian vectơ V , cho một hệ vectơ {−→ai}i=1,m.

Nếu từ đẳng thức
m∑
i=1

λi
−→ai =

−→
0 , ta suy ra λi = 0, ∀i = 1,m thì hệ vectơ

{−→ai}i=1,m được gọi là hệ độc lập tuyến tính.

Ngược lại, hệ vectơ {−→ai}i=1,m là phụ thuộc tuyến tính nếu tồn tại ít nhất một

λi 6= 0 để
m∑
i=1

λi
−→ai =

−→
0 .

Tính chất 1.1. Từ định nghĩa trên, ta suy ra được một số tính chất sau:

(i) Hệ {−→ai}i=1,m phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi tồn tại một vectơ nào

đó là tổ hợp tuyến tính của các vectơ còn lại.

(ii) Hệ con của hệ độc lập tuyến tính là hệ độc lập tuyến tính.

(iii) Hệ con của hệ phụ thuộc tuyến tính chưa chắc phụ thuộc tuyến tính.

(iv) Một hệ vectơ bất kì chứa vectơ
−→
0 là hệ phụ thuộc tuyến tính.

1.2 CƠ SỞ VÀ SỐ CHIỀU CỦA KHÔNG GIAN VECTƠ

1.2.1 Cơ sở và số chiều của không gian vectơ

Định nghĩa 1.3. Cho không gian vectơ V , một hệ vectơ {−→ei }i=1,n được gọi là

một cơ sở của V nếu:
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(i) {−→ei }i=1,n là hệ độc lập tuyến tính.

(ii) {−→ei }i=1,n là hệ sinh, nghĩa là mọi vectơ −→x ∈ V đều được biểu thị tuyến

tính qua các vectơ −→ei (i = 1, · · · , n).

Một không gian vectơ V có thể có nhiều cơ sở khác nhau và số phần tử trong

các cơ sở là bằng nhau. Ta có định nghĩa sau:

Định nghĩa 1.4. Nếu một cơ sở của không gian vectơ V gồm có n vectơ thì mọi

cơ sở khác của V cũng gồm có n vectơ. Khi đó, ta nói V là không gian vectơ có

số chiều bằng n, kí hiệu V n hay dimV = n.

Nhận xét: Từ định nghĩa trên, ta có một số nhận xét:

(i) Hệ vectơ {−→ei }i=1,n là cơ sở của V n khi và chỉ khi hệ {−→ei }i=1,n độc lập tuyến

tính.

(ii) Trong V n, mọi hệ độc lập gồm n vectơ đều là cơ sở của V n. Mọi hệ gồm

n+ 1 vectơ trở lên đều là hệ phụ thuộc tuyến tính.

Định lý 1.1. Trong V n, cho hệ m vectơ độc lập tuyến tính {−→ai}i=1,m (m < n).

Khi đó ta có thể bổ sung vào hệ này n−m vectơ nữa để được hệ vectơ {−→ai}i=1,n

là cơ sở của V n.

1.2.2 Tọa độ vectơ và công thức đổi cơ sở

Định nghĩa 1.5. Trong V n, cho cơ sở {−→ei }i=1,n và vectơ −→x ∈ V n.

Khi đó ta có:
−→x = x1

−→e1 + · · ·+ xn
−→en.

Bộ (x1, · · · , xn) được gọi là tọa độ của vectơ −→x đối với cơ sở {−→ei }i=1,n và kí hiệu

là −→x = (x1, · · · , xn)/{−→ei}i=1,n

Trong V n, cho cơ sở {−→ei }i=1,n và hệ vectơ {−→ai = (ai1, · · · , ain)}i=1,m. Ta đặt:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 .
Định lý 1.2. Điều kiện để hệ vectơ {−→ai}i=1,m độc lập tuyến tính và phụ thuộc

tuyến tính trong V n là:

+ {−→ai}i=1,m độc lập tuyến tính ⇔ rankA = m.

+ {−→ai}i=1,m phụ thuộc tuyến tính ⇔ rankA < m.
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Đặc biệt, nếu m = n thì:

+ {−→ai}i=1,m độc lập tuyến tính ⇔ detA 6= 0.

+ {−→ai}i=1,m phụ thuộc tuyến tính ⇔ detA = 0.

Trong V n, cho hai cơ sở {−→ei }i=1,n và {
−→
e′i }i=1,n. Khi đó ma trận A∗ chuyển từ

cơ sở {−→ei }i=1,n sang cơ sở {
−→
e′i }i=1,n được xác định như sau:

−→
e′1 = a11

−→e1 + · · ·+ a1n
−→en

−→
e′2 = a21

−→e1 + · · ·+ a2n
−→en

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−→
e′n = an1

−→e1 + · · ·+ ann
−→en

⇒ A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann



Suy ra ma trận chuyển cơ sở là A∗ =


a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · ann


Lấy vectơ −→x ∈ V n. Giả sử tọa độ của −→x đối với hai cơ sở là:

−→x = (x1, · · · , xn)/{−→ei}i=1,n
và −→x = (x′1, · · · , x′n)/{

−→
e′i}i=1,n

.

Định lý 1.3. Công thức đổi cơ sở từ cơ sở {−→ei }i=1,n sang {
−→
e′i }i=1,n là:

[x] = A∗[x′] (1.1)

hoặc

[x′] = (A∗)−1[x] (1.2)

Ngược lại, mọi công thức dạng (1.1) hoặc (1.2) trong đó A∗ là ma trận vuông cấp

n không suy biến (detA∗ 6= 0) đều là công thức đổi cơ sở trong không gian vectơ

V n.

1.3 KHÔNG GIAN VECTƠ CON

1.3.1 Định nghĩa không gian vectơ con

Định nghĩa 1.6. Cho không gian vectơ V , U ⊂ V và U 6= ∅. Khi đó U được gọi

là không gian vectơ con của V nếu bản thân U lập thành một không gian vectơ

đối với hai phép toán đã xác định trong V .

Định lý 1.4. Tập hợp U 6= ∅, U ⊂ V là không gian vectơ con của không gian

vectơ V khi và chỉ khi λ−→x + µ−→y ∈ U, ∀λ, µ ∈ R, ∀−→x ,−→y ∈ U.
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1.3.2 Tổng và giao các không gian vectơ con

Định nghĩa 1.7. Cho U1, · · · , Uk là các không gian vectơ con của không gian

vectơ V . Khi đó:

U = {−→x ∈ V |−→x = −→x1 + · · ·+−→xk; −→xi ∈ Ui, 1 ≤ i ≤ k}

được gọi là không gian tổng của các không gian vectơ con U1, · · · , Uk và kí hiệu

là U =
k∑
i=1

Ui = U1 + U2 + · · ·+ Uk.

Với −→x ∈ U và −→x =
k∑
i=1

−→xi , −→xi ∈ Ui (i = 1, · · · , k) là sự phân tích duy nhất

thì U được gọi là tổng trực tiếp của các không gian vectơ con U1, · · · , Uk và kí

hiệu là U = U1 ⊕ U2 ⊕ · · ·+⊕Uk.

Giao của các không gian vectơ con
k⋂
i=1

Ui được hiểu theo nghĩa tập hợp là

−→x ∈
k⋂
i=1

Ui ⇔ −→x ∈ Ui, ∀i = 1, · · · , k.

Định lý 1.5. Tổng và giao các không gian vectơ con của không gian vectơ V

cũng là không gian vectơ con của V .

Hệ quả 1.1. Tổng các không gian vectơ con U = U1 + · · · + Uk của V là không

gian vectơ con bé nhất chứa tất cả các không gian vectơ con U1, · · · , Uk.

Giao các không gian vectơ con
k⋂
i=1

Ui của V là không gian vectơ con lớn nhất

chứa tất cả các không gian vectơ con U1, · · · , Uk.

Định lý 1.6. Tổng các không gian vectơ con
k∑
i=1

Ui là tổng trực tiếp nếu và chỉ

nếu một không gian vectơ con bất kì Ui (1 ≤ i ≤ k) giao với tổng các không gian

vectơ con còn lại đều bằng
−→
0 , tức là Ui

⋂ k∑
j=1, j 6=i

Uj = {−→0 }.

Chẳng hạn, với hai không gian vectơ con U1, U2 ⊂ V , nếu U1 +U2 là tổng trực

tiếp thì U1 ∩U2 = {−→0 }. Khi đó, ta kí hiệu tổng trực tiếp của hai không gian con

U1, U2 là U1 ⊕ U2.

Định lý 1.7. Cho U1, U2 là hai không gian vectơ con của V . Khi đó:

(i) dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2)

(ii) dim(U1 ⊕ U2) = dimU1 + dimU2
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Định nghĩa 1.8. Trong không gian vectơ V n cho hệ vectơ {−→ai}i=1,m (m ≤ n).

Khi đó U =

{
−→x ;−→x =

m∑
i=1

xi
−→ai
}

được gọi là không gian vectơ con sinh bởi hệ

vectơ {−→ai}i=1,m. Ta kí hiệu: U = L〈{−→ai}i=1,m〉 = L〈{−→a1 , · · · ,−→am}〉.

Chú ý: Ta có một số chú ý như sau:

(i) dimU ≤ m

(ii) dimU = m ⇔ {−→ai}i=1,m độc lập tuyến tính. Khi đó {−→ai}i=1,m là một cơ

sở của U .

(iii) Trong V n, cho hệ vectơ {−→ai}i=1,m độc lập tuyến tính. Khi đó tồn tại duy

nhất không gian vectơ con U của V n nhận {−→ai}i=1,m làm cơ sở (sự xác định không

gian vectơ con là duy nhất).

1.4 ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH

Định nghĩa 1.9. Cho hai không gian vectơ V và V ′. Khi đó ánh xạ ϕ : V → V ′

được gọi là ánh xạ tuyến tính khi và chỉ khi:

(i) ϕ(−→x +−→y ) = ϕ(−→x ) + ϕ(−→y ),

(ii) ϕ(λ−→x ) = λϕ(−→x ).

Hai điều kiện trên có thể viết gọn lại như sau:

ϕ(λ−→x + µ−→y ) = λϕ(−→x ) + µϕ(−→y ), ∀λ, µ ∈ R, ∀−→x ,−→y ∈ V.

Tính chất 1.2. Từ định nghĩa trên, ta suy ra một số tính chất sau:

(i) ϕ(
−→
0 ) =

−→
0′ .

(ii) ϕ(−−→a ) = −ϕ(−→a ).

(iii) Nếu U ⊂ V thì ϕ(U) ⊂ V ′ và dimϕ(U) ≤ dimU .

(iv) Cho ϕ : V → V ′ và ψ : V ′ → V ′′ là các ánh xạ tuyến tính thì ánh xạ

ψoϕ : V → V ′′ cũng là ánh xạ tuyến tính.

Định lý 1.8. Trong không gian vectơ V n cho hệ vectơ {−→ai}i=1,n độc lập tuyến

tính (cơ sở của V n) và trong không gian vectơ V ′ cho hệ n vectơ {
−→
a′i}i=1,n bất kì.

Khi đó tồn tại duy nhất ánh xạ tuyến tính ϕ : V n → V ′ sao cho ϕ(−→ai ) =
−→
a′i , i =

1, · · · , n.

Định nghĩa 1.10. Ánh xạ tuyến tính ϕ : V → V ′ được gọi là đẳng cấu tuyến

tính nếu ϕ là song ánh. Khi đó ta nói rằng không gian vectơ V đẳng cấu với

không gian vectơ V ′ và kí hiệu là V ∼= V ′.
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Định lý 1.9. Đẳng cấu tuyến tính ϕ : V → V ′ sẽ biến một cơ sở của V thành

một cơ sở của V ′ và do đó dimV = dimV ′.

Tích hai đẳng cấu tuyến tính là đẳng cấu tuyến tính và nghịch đảo của đẳng

cấu tuyến tính cũng là đẳng cấu tuyến tính.

Quan hệ đẳng cấu giữa các không gian vectơ là một quan hệ tương đương (có

tính chất phản xạ, đối xứng và bắc cầu).

1.5 PHÉP BIẾN ĐỔI TUYẾN TÍNH

Định nghĩa 1.11. Một đẳng cấu tuyến tính ϕ : V → V từ không gian vectơ V

lên chính nó được gọi là một phép biến đổi tuyến tính của V .

Ví dụ 1.2. a) Id : V → V là một phép biến đổi tuyến tính.

b) Vk : V → V xác định bởi −→x 7→ k−→x với 0 6= k ∈ R cũng là phép biến đổi

tuyến tính và được gọi là phép vị tự tỉ số k.

Định lý 1.10. Phép biến đổi tuyến tính là một đẳng cấu tuyến tính (ánh xạ

tuyến tính + song ánh) nên ta có các tính chất sau:

(i) Phép biến đổi tuyến tính biến hệ vectơ độc lập tuyến tính thành hệ vectơ

độc lập tuyến tính, do đó sẽ biến cơ sở của V thành cơ sở của V .

(ii) Tích hai phép biến đổi tuyến tính là phép biến đổi tuyến tính và nghịch

đảo của phép biến đổi tuyến tính cũng là phép biến đổi tuyến tính.

(iii) Nếu U ⊂ V thì ϕ(U) ⊂ V và dimϕ(U) = dimU .

Định lý 1.11. Cho hai cơ sở {−→ei }i=1,n và {
−→
e′i }i=1,n của không gian vectơ V n.

Khi đó tồn tại duy nhất một phép biến đổi tuyến tính ϕ : V n → V n sao cho

ϕ(−→ei ) =
−→
e′i , (i = 1, · · · , n).

Trong V n với cơ sở đã chọn {−→ei }i=1,n, cho phép biến đổi tuyến tính ϕ : V n → V n.

Khi đó ta có {ϕ(−→ei )}i=1,n cũng là cơ sở của V n. Ma trận A∗ chuyển từ cơ sở

{−→ei }i=1,n sang cơ sở {ϕ(−→ei )}i=1,n được xác định như sau:
ϕ(−→e1 ) = a11

−→e1 + · · ·+ a1n
−→en

ϕ(−→e2 ) = a21
−→e1 + · · ·+ a2n

−→en
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ϕ(−→en) = an1
−→e1 + · · ·+ ann

−→en

⇒ A∗ =


a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · ann



Lấy vectơ −→x ∈ V n. Giả sử tọa độ của −→x đối với hai cơ sở là:

−→x = (x1, · · · , xn)/{−→ei}i=1,n
và −→x = (x′1, · · · , x′n)/{ϕ(−→ei )}i=1,n

.
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Định lý 1.12. Phương trình của phép biến đổi tuyến tính ϕ đối với cơ sở {−→ei }i=1,n

là:

[x′] = A∗[x]

Ngược lại, mọi phương trình dạng [x′] = B[x] trong đó B là ma trận vuông cấp

n không suy biến (detB 6= 0) đều là phương trình của một phép biến đổi tuyến

tính nào đó trong không gian vectơ V n và B là ma trận của phép biến đổi tuyến

tính đó.

1.6 KHÔNG GIAN CON BẤT BIẾN - VECTƠ RIÊNG VÀ GIÁ TRỊ

RIÊNG

1.6.1 Không gian con bất biến

Định nghĩa 1.12. Cho U ⊂ V và phép biến đổi tuyến tính ϕ : V → V . Nếu

ϕ(U) ⊂ U thì U được gọi là không gian vectơ con bất biến đối với ϕ.

Ví dụ 1.3. a) Cho phép biến đổi tuyến tính ϕ : V → V , ta có: ϕ(
−→
0 ) =

−→
0 ; ϕ(V ) = V . Do đó {−→0 } và V là các không gian vectơ con bất biến với

mọi phép biến đổi tuyến tính.

b) IdV : V → V là phép đồng nhất của không gian vectơ V thì mọi không

gian vectơ con U ⊂ V đều là không gian vectơ con bất biến của Id.

1.6.2 Vectơ riêng và giá trị riêng

Định nghĩa 1.13. Cho phép biến đổi tuyến tính ϕ : V n → V n. Nếu với
−→
0 6=

−→x ∈ V n, tồn tại λ sao cho ϕ(−→x ) = λ−→x thì −→x được gọi là vectơ riêng ứng với giá

trị riêng λ.

Nhận xét: Nếu −→x được gọi là vectơ riêng ứng với giá trị riêng λ thì k−→x (k 6= 0)

cũng là vectơ riêng ứng với giá trị riêng λ.

Định lý 1.13. Cho −→x và −→y lần lượt là các vectơ riêng ứng với giá trị riêng λ

và µ (λ 6= µ) của cùng một phép biến đổi tuyến tính thì hệ vectơ {−→x ,−→y } là độc

lập tuyến tính.

Định lý 1.14. Cho phép biến đổi tuyến tính ϕ : V n → V n, nếu ϕ có n vectơ

riêng ứng với n giá trị riêng khác nhau thì trong V n tồn tại một cơ sở gồm các

vectơ riêng của ϕ sao cho ma trận của ϕ có dạng chéo
λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λn


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Định lý 1.15. Nếu −→x là vectơ riêng của ϕ thì không gian vectơ con sinh bởi

vectơ −→x là không gian vectơ con bất biến của ϕ.

Nhận xét: Như vậy, việc tìm không gian vectơ con bất biến của ϕ tương đương

với việc tìm vectơ riêng của ϕ.

Định lý 1.16. Cho phép biến đổi tuyến tính ϕ : V n → V n, khi đó trong V n luôn

tồn tại các không gian con bất biến một chiều hoặc hai chiều đối với ϕ.

1.6.3 Thuật toán tìm vectơ riêng và giá trị riêng

Để tìm giá trị riêng, vectơ riêng và không gian vectơ con bất biến của một

phép biến đổi tuyến tính, ta thực hiện các bước sau:

Cho phép biến đổi tuyến tính ϕ : V n → V n có ma trận là A.

1. Giải phương trình đặc trưng det(A − λE) = 0 (E là ma trận đơn vị) để

tìm các giá trị riêng λ.

2. Thay λ vào phương trình λ[x] = A[x]. Giải phương trình này, tìm được

vectơ riêng −→x = (x1, · · · , xn) ứng với giá trị riêng λ.

3. U = L〈{−→x }〉 là không gian con bất biến đối với ϕ.

1.7 DẠNG SONG TUYẾN TÍNH VÀ DẠNG TOÀN PHƯƠNG

1.7.1 Dạng song tuyến tính

Định nghĩa 1.14. Cho không gian vectơ V , ánh xạ S : V × V → R xác định

bởi (−→x ,−→y ) 7→ S(−→x ,−→y ) được gọi là song tuyến tính nếu thỏa hai điều kiện:

(i) S(λ−→x1 + µ−→x2,−→y ) = λS(−→x1,−→y ) + µS(−→x2,−→y ),

(ii) S(−→x , λ−→y1 + µ−→y2) = λS(−→x ,−→y1) + µS(−→x ,−→y2),

với mọi λ, µ ∈ R; −→x1,−→x2,−→y1 ,−→y2 ,−→x ,−→y ∈ V.

Trong V n, cho cơ sở {−→ei }i=1,n và S là một dạng song tuyến tính. Giả sử

S(−→ei ,−→ej ) = aij (i, j = 1, n), khi đó với hai vectơ −→x = (x1, · · · , xn),−→y =

(y1, · · · , yn) ∈ V n thì

S(−→x ,−→y ) = S

(
n∑
i=1

xi
−→ei ,

n∑
j=1

yj
−→ej

)
=

n∑
i,j=1

xiyjS(−→ei ,−→ej ) =
n∑

i,j=1

xiyjaij (1.3)

Nếu ta kí hiệu A = [aij] [x], [y] lần lượt là ma trận cột tọa độ của các vectơ
−→x ,−→y thì

S(−→x ,−→y ) = [x]∗A[y] (1.4)
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Biểu thức (1.3) được gọi là biểu thức tọa độ của dạng song tuyến tính S và

(1.4) chính là dạng ma trận của (S) trong đó A được gọi là ma trận của dạng

song tuyến tính S.

Định nghĩa 1.15. Dạng song tuyến tính S trên không gian vectơ V được gọi là

dạng song tuyến tính đối xứng khi và chỉ khi S(−→x ,−→y ) = S(−→y ,−→x ).

Định lý 1.17. Dạng song tuyến tính S là dạng song tuyến tính đối xứng khi và

chỉ khi ma trận của S là ma trận đối xứng.

1.7.2 Dạng toàn phương

Định nghĩa 1.16. Cho S là dạng song tuyến tính đối xứng trên không gian

vectơ V . Khi đó ánh xạ P : V → R được xác định bởi P (−→x ) = S(−→x ,−→x ) được

gọi là dạng toàn phương xác định bởi dạng song tuyến tính S và S được gọi là

dạng cực của P .

Từ biểu thức tọa độ của dạng song tuyến tính S, ta suy ra biểu thức tọa độ

của dạng toàn phương P là:

P (−→x ) =
n∑

i,j=1

aijxixj = [x]∗A[x] (aij = aji, A
∗ = A),

Ma trận A gọi là ma trận của dạng toàn phương P và hạng của A được gọi là

hạng của P .

Định lý 1.18. Mọi dạng toàn phương trong không gian vectơ thực đều có thể

chọn được cơ sở thích hợp sao cho biểu thức tọa độ của nó có dạng

P (−→x ) =
r∑
i=1

λix
2
i , (I) (λi 6= 0, 1 ≤ r ≤ n với r là hạng của P ).

Dạng (I) được gọi là dạng chính tắc của dạng toàn phương P .

Định lý 1.19. Mọi dạng toàn phương trong không gian vectơ thực đều có thể

chọn được cơ sở thích hợp sao cho biểu thức tọa độ của nó có dạng

P (−→x ) = −x21 − · · · − x2k + · · ·+ x2r, (II) (0 ≤ k ≤ r, 1 ≤ r ≤ n).

Dạng (II) được gọi là dạng chuẩn tắc của dạng toàn phương, trong đó hệ số âm

trong dạng chuẩn tắc bằng chỉ số của dạng toàn phương còn r bằng hạng của

dạng toàn phương.
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