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CHUONG 1.
KIEN THUC CHUAN BI

1.1 KHONG GIAN VECTO

1.1.1 Dinh nghia khong gian vecto

Dinh nghia 1.1. Cho truong K va tap V # () ma cac phan tit ctia n6 goi I1a cac
_>
vecto va ki hieu1a @, b, ,---. Trén V trang bi hai phép toan:
(i) Phép cong hai vecto 1a mot anh xa V' x V' — V' cho béi

— —
(&, b))~ =7d+ b,

(il) Phép nhan vecto v6i mot s6 1a mot anh xa K x V' — V' cho bdi

A\ T) = b = AT

Y

thoa 8 tién de sau:

(m)7+7:7+?

(1) T+ (b +2)=(T+ )+

(Vi) 30eV:T+0=0+7=7;

(Vi) V@ eV,3b eV:@+b =0, kihieu b =
(Vs) Apd)=(\)a;

(Vo) M@+ 0) =X +Ab;

thi V' dugc goi 1a mot khong gian vecto trén truong K.

Néu K = R thi V dudc goi 1a khong gian vecto thie. Néu K = C thi V' dudc
goi 1a khong gian vects phitc. Trong khuén kho tai lieu nay, néu khong néi gi
thém, ta chi xét khong gian vecto thuc.

Vidu 1.1. Ta xét cac vi du sau:
a) R™ la khong gian vecto thuc véi 2 phép toan:

+ Cong hai vecto: (a1, -+ ,an) + (b1, -+ ,bn) = (a1 + b1, ,a, + by),
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+ Nhan vecto v6i mot s6: A(ay, -+ ,a,) = (Aay, -+, Aay).
b) Clay 1a tap hop tat ca cac ham s6 thuc f(x) xac dinh va lien tuc trén doan
la,b]. Trén Cp,y), trang bi 2 phép toan:
+ Cong hai vecto f va g: (f + g)(z) = f(x) + g(z),
+ Tich ctia mot vecto véi mot s6: (Af)(z) = A f(x),
thi Cl,p) la khong gian vecto thae.

c) V3 1a tap hop cac vecto tu do trong khong gian thong thuong véi hai phép
toan cong vectd va nhan vecto v6i mot s6 theo nghia thong thuong thi V3 ciing
la khong gian vecto thuec.

d) Ki hieu Q[z] 1a tap cac da thitc (mot bién x) véi he s6 hitu ti thi Q[z] cling
v6i phép cong da thitc va nhan da thic véi mot sd hitu ti tao thanh Q - khong
gian vecta.

e) Tap hop s6 phitc C v6i phép cong s6 phiic va nhan s6 phiic véi mot s6 thuc
la mot khong gian vecto thuec.

1.1.2 Hé vecto doc lap tuyén tinh va phu thudc tuyén tinh

Dinh nghia 1.2. Trong khong gian vecto V, cho mot he vecto {a;}

i=1,m-*
AN, a2 RN — r~g . — s LA
Néu tit dang thic Y Nai = 0, tasuy ra A; = 0, Vi = 1,m thi hé vecto
i=1
{@]};_17 dugc goi la he doc lap tuyén tinh.
Ngugc lai, hé vecto {Ez}

NA0dE Y nal = 0.
=1

i~ 1a phu thudc tuyén tinh néu ton tai it nhat mot

Tinh chat 1.1. T dinh nghia trén, ta suy ra dudc mot so tinh chat sau:

(i) He {E;}Z:m phu thuoc tuyén tinh khi va chi khi ton tai mot vecto nao

dé la to hop tuyén tinh cia cic vecto con lai.
(ii) He con cia hé doc lap tuyén tinh la hé doc lap tuyén tinh.
(iii) He con cia hé phu thuoc tuyén tinh chua chdc phu thudc tuyén tinh.

. p: — P
(iv) Mot hé vecto bat ki chia vecto O la hé phu thudc tuyén tinh.

1.2 CO SO VA SO CHIEU CUA KHONG GIAN VECTO

1.2.1 Co sé va s6 chiéu ciia khong gian vecto

Dinh nghia 1.3. Cho khong gian vects V, mot he vecto {ef}

mot co sd cia V néu:

dugce goi la

i=1n



(i) {a)}i:l’n 13 hé doc lap tuyén tinh.

(ii) ?Z}i:fn 13 heé sinh, nghia 14 moi vects @ € V déu duge bidu thi tuyén

tinh qua céc vecto ef (t=1,---,n).

Mot khong gian vecto V' ¢6 thé ¢6 nhidu co sé khac nhau va s6 phan tit trong

cic co s6 1a bang nhau. Ta c6 dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.4. Néu mot co s6 clia khong gian vecto V' gom c6 n vecto thi moi
co s6 khac ctia V' cling gom c6 n vecto. Khi do, ta néi V' 1a khong gian vecto c6

s6 chiéu bang n, ki hieu V™ hay dimV = n.

Nhan xét: T dinh nghia trén, ta c6 mot s6 nhan xét:

(i) He vecto {e] },_17 1a co s6 ctia V" khi va chi khi he {€] },_ doc lap tuyén

tinh.

i=1n

(i) Trong V", moi hé doc lap gom n vecto déu 1a co s6 ctia V™. Moi he gom

n + 1 vecto trd len déu 1a hé phu thudc tuyén tinh.

Dinh 1y 1.1. Trong V", cho hé m wvecto doc lap tuyén tinh {Ef}zzm (m < n).
Khi dé ta c6 thé bo sung vao hé nay n — m vecto nita dé dugc hé vecto {Ef}zzﬁ

la co sd cua V™.

1.2.2 Toa d6 vectd va cong thic doi co sd

Dinh nghia 1.5. Trong V", cho co sé {e;} va vecto T € V™.

i=1,n
Khi do ta co:

T =aie o+ e
Bo (x1,- - ,x,) duge goi la toa do clia vecto 7 d6i v6i co 86 {?,)}Z:ﬁ va ki hiéu
a7 = (21, ,20) /(@) rs

Trong V", cho co sé {E)}Z:ﬁ va hé vecto {EZ = (@1, i) }ieTm- Ta dat:
ayp a2 - Qip
A= Q21  dg2 -+ Q2p
Am1 Q2 * Amn

Dinh 1y 1.2. Diéu kién dé hé vecto {a]}
tuyén tinh trong V" la:

doc lap tuyén tinh va phu thuoc

i=1m

+ {EZ}Z:m doc lap tuyén tinh < rankA = m.

+ {Ef}lzm phu thudc tuyén tinh < rankA < m.
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Dac biét, néu m = n thi:
+ {EZ}ZZW doc lap tuyén tinh < det A # 0.

+ {Ef}zzm phu thuoc tuyén tinh < det A = 0.

Trong V", cho hai co sé {?i)}i:m va {Z}Z:ﬁ Khi d6 ma tran A* chuyén ti
co s6 {E)}l:ﬁ sang co sd {z}izlm duge xac dinh nhu sau:

(7 — —
e; = apei + -+ ape
ﬁl 11¢1 + InEn a/ll a12 o« o aln
— —
€y = Q21€1 + -t agpen gy Q92 -+ QA9pn
= A=
ﬁ
a a PR a
\ 6;1 = an1€1 + - + Apn€n nl "2 e
a1 G211 - dpl
~ 2 T Q12 Q22 - 4p2
Suy ra ma tran chuyén co sé la A* =
A1pn A2n - Ann

Lay vecto 7 e Vr. Gid st toa do cua 7 d6i v6i hai co s6 1a:

T = (mlv"' ’xn)/{?}

tJi=1,n

v = (), JZ/)/{#

T ei}i:ﬁ'
. - PN - - TN 2, —> o ﬁ R P
Dinh 1y 1.3. Cong thic doi co sd ti co 56 { €; },—15; sang {e; }i—1y la:
(7] = A*[2] (1.1)
hodc
[2'] = (A") 7] (1.2)
Ngugc lai, moi cong thiic dang (1.1) hodc (1.2) trong dé A* la ma tran vudng cdip

n khong suy bién (det A* # 0) déu la cong thicc doi co sd trong khong gian vecto
vm,

1.3 KHONG GIAN VECTGO CON

1.3.1 Dinh nghia khong gian vectd con

Dinh nghia 1.6. Cho khong gian vecto V, U C V va U # (). Khi d6 U dugc goi
12 khong gian vecto con ctia V néu ban than U lap thanh mot khong gian vecto

d6i v6i hai phép toan da xac dinh trong V.

Dinh 1y 1.4. Tap hop U # 0, U C V la khong gian vecto con cia khong gian
vecto V khi va chi khi N7 +pd € U, VA, pe R, VT, 9 € U.



1.3.2 Tong va giao cac khong gian vecto con

Dinh nghia 1.7. Cho Uy, --- , U, la cac khong gian vecto con cua khong gian
vecto V. Khi do:

U={7 cV|Z =T+ +aj; 7, €U;, 1<i<k}

duge goi la khong gian téng ciia cac khong gian vecto con Uy, - -- , Uy va ki hieu
k

BwU=>U=U+Us+---+Us.
=1

k
Vi eUva @ =317, 7, €U; (i =1,--- k) la sy phan tich duy nhét
=1

thi U dudc goi la tong truc tiép ctia cac khong gian vecto con Uy, --- , Ui, va ki
hienlaU=U, U, ® -+ @Uj.

k ,
Giao ctia cac khong gian vecto con () U; duge hiéu theo nghia tap hop la
i=1

k
Te(\Uiedecl, Vi=1,--k
=1

Dinh 1y 1.5. Tong va giao cdc khong gian vecto con ciia khong gian vecto V

cing la khong gian vecto con cia V.

Hé qua 1.1. Tong cic khong gian vecto con U = Uy + --- + Uy, ciia V' la khong
gian vecto con bé nhat chita tat cd cdac khong gian vecto con Uy, - -+, Us.

k

Giao cdc khong gian vecto con (| U; cia V' la khong gian vecto con lén nhat
i=1

chita tat cd cac khong gian vecto con Uy, - -+ ,Uy.

k
Dinh 1y 1.6. Tong cdc khong gian vecto con > U; la tong tryc tiép néu va chi
i=1
néu mot khong gian vecto con bat ki U; (1 < i < k) giao vdi tong cic khong gian
s s > k —
vecto con con lai déw bang O, tic la U;( >, U;={0}.

j=1, j#i

Chéang han, véi hai khong gian vecto con Uy, Uy C V, néu U, + U, 1a tong triec
tiép thi U1 NU, = {ﬁ} Khi do, ta ki hieu tong truc tiép ctia hai khong gian con
Uy, U la Uy @ Us.

Dinh 1y 1.7. Cho Uy, U la hai khong gian vecto con cia V. Khi do:
(Z) dlm(U1+U2) :dlmUl—i-dlng—dlm(Ulng)



Dinh nghia 1.8. Trong khong gian vecto V™ cho hé vecto {EZ}zzm (m < n).

Khi d6 U = {7, 7= > MZ} dugc goi la khong gian vectd con sinh bdi hé
i=1

vecto {a;} Ta ki hiew: U = L@} }otm) = L@, -+ am}).

i=1,m-*
Chii y: Ta c6 mot s6 chi ¥ nhu sau:

(i) dimU <m

(i) dimU = m & {EZ}ZZW doc lap tuyén tinh. Khi d6 {Ef}zzm la mot co
sé cua U.

(iii) Trong V", cho he vecto {a;}
nhat khong gian vecto con U ctia V" nhan {a;]}

doc lap tuyén tinh. Khi d6 ton tai duy

i=1m

lam co s6 (su xéc dinh khong

i=1m

gian vecto con 1a duy nhat).

1.4 ANH XA TUYEN TIiNH
Dinh nghia 1.9. Cho hai khong gian vecto V' va V’. Khi d6 énh xa ¢ : V' — V'
dude goi 1a anh xa tuyén tinh khi va chi khi:

() o(T +7) =o(T)+¢(7),

(i) (A7) = Ap(T).

Hai diéu kién trén c6 thé viét gon lai nhu sau:
(AT + 1Y) = 2p(T) + pp(Y), VAL ER, VT, Y € V.
Tinh chat 1.2. Tu dinh nghia trén, ta suy ra mot so tinh chat sau:
(i) $(0) =7
(i) ¢(=q)=—p(@).
(iii) Néuw U C V thi p(U) C V' va dimp(U) < dimU.

(iv) Cho@:V — V' vav : V' — V" la cic anh za tuyén tinh thi anh za
oot V. = V" cing la anh za tuyén tinh.
¥ g Yy

Dinh 1y 1.8. Trong khong gian vecto V™ cho hé vecto {Ez}zzﬁ doc lap tuyén
tinh (co s¢ cia V™) va trong khong gian vecto V' cho hé n vecto {a; };—15; bat k.

Khi d6 ton tai duy nhét dnh za tuyén tinh ¢ : V" — V' sao cho o(al) = (71., i =

1, ,n.

Dinh nghia 1.10. Anh xa tuyén tinh ¢ : V — V’ dugc goi la ding cAu tuyén
tinh néu ¢ la song a4nh. Khi d6 ta noi rang khong gian vecto V dang cau véi
khong gian vecto V' va ki hieu la V = V',



Dinh 1y 1.9. Dang ciu tuyén tinh ¢ : V. — V' sé bién mot co sé cia V thanh
moét co sd cia V' va do d6 dimV = dim V.

Tich hai ding ciu tuyén tinh la dang cau tuyén tinh va nghich ddo cia dding
cau tuyén tinh cing la dang cau tuyén tinh.

Quan hé dang ciu giita cic khong gian vecto la mot quan hé tuong duong (cé

tinh chat phdn za, doi xing va bac cauw).

1.5 PHEP BIEN DOI TUYEN TIiNH

Dinh nghia 1.11. Mot déng ciu tuyén tinh ¢ : V — V tit khong gian vecto V
len chinh né dude goi 1a mot phép bién ddi tuyén tinh ctia V.
Vidu 1.2. a) Id: V — V 14 mot phép bién doi tuyén tinh.

b) Vi : V — V xéc dinh bdi @ +— k7 v6i 0 # k € R ciing 1a phép bién déi
tuyén tinh va duge goi 1a phép vi tu ti s6 k.
Dinh 1y 1.10. Phép bién doi tuyén tinh la mot ding cau tuyén tinh (dnh xa
tuyén tinh + song dnh) nén ta cé cdc tinh chat sau:

(i) Phép bién doi tuyén tinh bién hé vecto doc lap tuyén tinh thanh hé vecto
doc lap tuyén tinh, do dé sé bién co s6 ciia V thanh co sd cia V.

(i) Tich hai phép bién doi tuyén tinh la phép bién doi tuyén tinh va nghich
ddo cia phép bién doi tuyén tinh cing la phép bién doi tuyén tinh.

(iii) NéuU C V thi p(U) C V wva dime(U) = dimU.
Dinh ly 1.11. Cho hai co sd {E)}l:ﬁ va {Z}

Khi dé ton tai duy nhat mot phép bién doi tuyén tinh ¢ : V* — V™ sao cho
SO(EZ) :Zi’ (i: L. 7n)‘

=Tz cta khong gian vecto V™.

cho phép bién ddi tuyén tinh ¢ : V* — V",
ciing 1a co s6 clia V™. Ma tran A* chuyén tit co sé

Trong V" véi co sé da chon {e] }
Khi d6 ta co {@(a)}zzﬁ
{a)}i:fn sang co s6 {gp(a)}l:m dugce xac dinh nhu sau:

i=1,n

(
%
€1) =aj1ef + -+ ape
w(ef) 1nei + -+ amey ay sy e Qg
— — —
p(e3) = agief + -+ + agey, Cogr o | T2 G2t Gn
a a DY a
\Qp(e_n)) = Qp1€1 + - + Apnn Ln 2n nn

LAy vecto 7 € V™. Gi4 st toa do ctia @ d6i véi hai co s6 la:

? = (xh T >xn)/ 3}¢:ﬁ va ? = (Illv T 7'77;1)/{%0(51'))}1:1,7‘



Dinh 1y 1.12. Phuong trinh ciia phép bién doi tuyén tinh o doi vdi co sd {?Z}l:ﬁ
la:
[2'] = A*[2]

Ngugc lai, moi phuong trinh dang [2'] = Blx] trong dé B la ma tran vuong cdp
n khong suy bién (det B # 0) déu la phuong trinh ciia mot phép bién doi tuyén
tinh nao dé trong khong gian vecto V™ va B la ma tran cia phép bién doi tuyén
tinh do.

1.6 KHONG GIAN CON BAT BIEN - VECTO RIENG VA GIA TRI
RIENG

1.6.1 Khéng gian con bat bién

Dinh nghia 1.12. Cho U C V va phép bién ddi tuyén tinh ¢ : V — V. Néu
©(U) C U thi U dugc goi 1a khong gian vecto con bat bién déi véi .
Vi du 1.3. a) Cho phép bién ddi tuyén tinh ¢ : V — V, ta co: @(6)) =
ﬁ; e(V) = V. Do do {ﬁ} va V 1a cac khong gian vecto con bat bién véi
moi phép bién ddi tuyén tinh.

b) Idy : V — V la phép dong nhat ctia khong gian vecto V' thi moi khong

gian vecto con U C V déu la khong gian vecto con bat bién cta Id.

1.6.2 Vecto riéng va gia tri riéng

P ) P p g
Dinh nghia 1.13. Cho phép bien doi tuyen tinh ¢ : V" — V™ Neu v6i 0 #
7 € V", ton tai A sao cho o(7) = A7 thi 7 dugc goi 1a vecto rieng ting véi gia

tri riéng .

Nhan xét: Néu 7 dude goi la vecto rieng ting v6i gié tri rieng A thi k7 (k # 0)
ciing la vecto riéng ting véi gia tri riéng .

Dinh 1y 1.13. Cho 7 va 7 lan luot la cdc vecto riéng wng vdi gid tri riéng A
va 1 (N #£ p) ciia cang mot phép bién ddi tuyén tinh th hé vecto {2, Y} la doc
lap tuyén tinh.

Dinh 1y 1.14. Cho phép bién doi tuyén tinh ¢ : V* — V™, néu ¢ cé n vecto
riéng 1ing vdi n gid tri riéng khdc nhau thi trong V™ ton tai mot co sé gom cdc

vecto riéng cua ¢ sao cho ma trgn cua ¢ cé dang chéo

A1 O 0
0 A 0
0 0 An



Dinh 1y 1.15. Néu 7 la vecto rieng cia @ thi khong gian vecto con sinh bdi

vecto T la khong gian vecto con bét bién cia .

Nhan xét: Nhu vay, viéc tim khong gian vecto con bat bién clia ¢ tuong duong

vGi viéc tim vecto riéng cta .

Dinh 1y 1.16. Cho phép bién doi tuyén tinh ¢ : V" — V™, khi dé trong V" luon

ton tai cac khong gian con bat bién mot chieu hodc hai chiéu doi vdi p.

1.6.3 Thuat toan tim vecto riéng va gia tri riéng

Dé tim gié tri rieng, vecto rieng va khong gian vecto con bat bién clia mot
phép bién doi tuyén tinh, ta thic hién cac bude sau:

Cho phép bién doi tuyén tinh ¢ : V™ — V™ ¢6 ma tran la A.

1. Gidi phuong trinh dic trung det(A — AE) = 0 (E 1a ma tran don vi) dé
tim cac gia tri riéeng A.

2. Thay A vao phuong trinh A[z] = A[z]. Giai phuong trinh nay, tim duge
vecto rieng 7 = (1, ,x,) Gng v6i gia tri riéng .

3. U = L({'}) 1a khong gian con bat bién dbi véi .

1.7 DANG SONG TUYEN TiNH VA DANG TOAN PHUONG

1.7.1 Dang song tuyén tinh

Dinh nghia 1.14. Cho khong gian vects V, anh xa S : V x V — R xac dinh
béi (2, ) — S(Z,Y) duge goi la song tuyén tinh néu théa hai didu kien:

(1) SOATT + b, ) = AS(T1, ) + pS(35, 7)),
(i) S(T, A + pys) = AS(T, 0) + pS(T, 45),
voi moi A, p € R; T, 73, 41, 93, 7, Y € V.
Trong V", cho co sé {?Z}z:ﬁ va S 1a mot dang song tuyén tinh. Gid st

S(?Z,e_}) = a; (i,j = 1,n), khi d6 véi hai vecto 7 = (1, ,:Un),7 =
(Y1, ,yn) € V™ thi

527 = 5 (z xieﬁ,zy@) N e S@ T =Y ey (1)
i=1 j=1

3,j=1 3,j=1

Néu ta ki hieu A = [a;;] [z], [y] 1an lugt 1a ma tran cot toa do clia cac vecto

7, Y thi
S(@,Y) = [2]" Aly] (1.4)
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Biéu thitc (1.3) dugc goi la biéu thitc toa do clia dang song tuyén tinh S va
(1.4) chinh la dang ma tran cua (S) trong d6 A duge goi la ma tran ctia dang
song tuyén tinh S.

Dinh nghia 1.15. Dang song tuyén tinh S trén khong gian vecto V' dudgc goi 1
dang song tuyén tinh d6i xtng khi va chi khi (7, %) = S(¥, 7).

Dinh 1y 1.17. Dang song tuyén tinh S la dang song tuyén tinh doéi ming khi va
chi khi ma tran cia S la ma tran doi ming.
1.7.2 Dang toan phuong

Dinh nghia 1.16. Cho S 1a dang song tuyén tinh ddi xtng trén khong gian
vecto V. Khi d6 anh xa P : V — R dudc xéc dinh béi P(7) = S(7, 7) duoc
goi 1a dang toan phuong xac dinh bdi dang song tuyén tinh S va S dude goi 1
dang cuc cua P.

Tt biéu thiic toa do clia dang song tuyén tinh S, ta suy ra biéu thic toa do
cua dang toan phuong P la:

P(T) =Y aywa; = 2] Ala] (ay = az, A” = A),

1,j=1

Ma tran A goi la ma tran cia dang toan phuong P va hang cia A dugce goi la
hang ctia P.

Dinh 1y 1.18. Moi dang toan phuong trong khong gian vecto thuc déu cé thé

chon dugc co sé thich hop sao cho biéu thiic toa do ciia né cé dang

P(T) = Z)\ﬂ?’ (I) (M #0,1 <r <nwdir la hang cia P).
i=1

Dang (I) dugc goi la dang chinh tic clia dang toan phuong P.

Dinh 1y 1.19. Moi dang toan phuong trong khong gian vecto thuc déu cé thé
chon dugc co sd thich hop sao cho biéu thite toa do cilia né ¢ dang

P(@)=—a?— - —ait-ta?, () (0<k<r, 1<r<n).

Dang (II) dugc goi 1a dang chuan tic clia dang toan phuong, trong d6 he s6 am

trong dang chuan tic bang chi s6 clia dang toan phuong con r bing hang clia

dang toan phuong.
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