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GIOI THIEU

Ky thi Olympic Toan hoc 1an thi 29 danh cho sinh vién cic truong dai hoc, cao
dang, hoc vién va hoc sinh phd théng céc trudng chuyén trong ci nudc da dién ra
tai trudng Dai hoc Su pham - Pai hoc Hué tir 2-8/4/2023. Quyén ky yéu nay chi
yéu danh d€ tap hop lai mot s6 bai dé xuét clia cac trudng tham du ky thi v6i mong
mudn cung cip thém mot tai liéu tham khdo cho nhiing ngudi quan tam. Do thdi
gian bién tap kha ngan nén ngoai mot s6 bai dugc bién tap tuong ddi k§ cang, cé
mot s6 bai chiing tdi gitt nguyén cach trinh bay nhu dé xuét, cong tc bién tap trong
truong hop d6 1a danh mdy lai, ki€m tra tinh chinh xdc vé noi dung va chinh ta.

Nhom bién tap
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Théng tin vé ky thi

Ky thi Olympic Toan hoc sinh vién c6 muc ti€u dong vién phong trao hoc toan trong
sinh vién va thic day cong tac doi mdi trong giang day, hoc tap. Ky thi da dugc Hoi
Toan hoc Viét Nam khdi xudng va phdi hop v6i Bo Gido duc va Pao tao, Lién hiép
cac Hoi Khoa hoc - Ky thuat Viét Nam, Trung uong Hoi Sinh vién Viét Nam thuc
hién thanh cong trong 30 nim qua, hién nay trd nén cang quan trong trong bdi canh
thdi lugng cidc mon toan & phan 16n céc trudng dai hoc giam. DE chuin bi cho ky thi,
nhiéu trudng dai hoc, cao dang, hoc vién da c6 su chudn bi rat tot va tich cuc tham
gia, nhiéu sinh vién yéu toan da rit mong doi ky thi nay. Ky thi ciing nhan dudc su
ing ho ctia 1anh dao céc trudng, hoc vién, su nhiét tinh cua cic thay co gido da to
chiic, dong vién, tham gia bdi dudng cho cic doan du thi Olympic, nhiing ngudi da
c6 dong gop hét stic quan trong cho viéc duy tri va thanh cong ciia cac ky olympic
Toan.

Ky thi Olympic Todn hoc Sinh vién va Hoc sinh 1an thi 29 nim 2023 dudc t& chiic
trong hai khoang thoi gian 18-19/3/2023 cho hoc sinh va 2-8/4/2023 cho sinh vién.
Do diéu kién di lai khdc nhau nén phan thi ctia hoc sinh THPT dudc t§ chiic truc
tuyén, phan thi cla sinh vién dugc t§ chic truc tiép tai Truong DH Su pham - Dai
hoc Hué.

Dudi day 1a mot s6 nét chinh vé chuyén mon ctia ky thi.

1. bai hoc:

Nim nay da c6 615 sinh vién ding ky du thi v6i 713 Iudt thi, cu thé 368 sinh vién
thi mon Pai sd (DS), 345 sinh vién thi mon Giai tich (GT). Trong m&i mén thi, cic
truong ding ki theo hai bang A va B, s6 luong cu thé nhu:

O mon Pai s6 ¢6 161 em du thi bang A va 207 em du thi bang B;

O mon Giai tich c6 168 em du thi bang A va 177 em du thi bang B.

Ky thi di dién ra sudn sé va nghiém tiic. Nim nay dé thi mon Giai tich tuong d6i
vita stic sinh vién, két qua mon Pai s6 ¢ su phan héa manh giita top trén va nhém
dudi.

Piém cao nhit 3 2 mon Pai s6 va Giai tich 1a 28,5 va 30; c6 4 sinh vién dat 2 giai
nhét 12 Ngoé Quy Ding va Tran Ngoc Hiéu (Trusng PHKHTN, PHQG Ha Noi),
Nguyén Mac Nam Trung (Trudng DPHKHTN, PHQG Tp. Ho Chi Minh), Duong
Thanh Tung (Trudng PH FPT), trong d6 sinh vién Ngo Quy Ping xuit sic 1a thi
khoa ddng thdi hai mon Dai s6 va Giai tich. C6 2 sinh vién nif xuat sac dat gidi nhit
12 Cu Thi Kiéu Trang (DH Hung Vuong, Pai s6, bang B) va Nguyén Thi Bich Ngan
(PH Tai chinh-Marketing, Giai tich, bang B).

S6 lugng gii thudng cho sinh vién: 62 giai nht, 126 giai nhi, 191 gidi ba. Ban T6
chiic ciing trao mot sb giai Khuyén khich cho nhiing thi sinh c6 diém gan giai chinh
thiic hoic cao nhat doi.

Céc doan & mang dai hoc c6 thanh tich tét:
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Bang A: Pai hoc Bach khoa Ha Noi, Truong PH Khoa hoc Tu nhién - PHQG Ha
Noi, Trudng PH Su pham Tp. Ho Chi Minh.

Béng B: Hoc vién Cong nghé Buu chinh Vién thong, Trudng DH VINUni, Trudng
bH FPT.

Thoi gian gan diy, Ban giam khao di c6 chu truong ra dé thi mang tinh tng dung
hon. Bén canh nhiing bai todn theo phong cich truyén théng, c6 thém nhiing bai
toan ing dung thuc té, trong d6 thi sinh cin xiy dung md hinh toan hoc, sau d6
diing cong cu todn hoc dé tim 19i gidi cho bai todn thuc té.

2. Trung hoc phd thong

Méng thi ctia THPT dudc t6 chiic tir 18-19/3/2023 theo hinh thiic truc tuyén. Pa c6
46 doan tham du v6i 380 hoc sinh. Céc hoc sinh da lam hai bai thi trong hai budi.
MBbi bai thi 12 mdt chudi cau hdi lién két chit ché v6i nhau, gitip cac hoc sinh tim
hi€u mot van dé ctia todn so cip c6 lién quan t6i toan cao cap.

S6 luong gidi thudng cho hoc sinh: 34 gidi nhit, 67 gidi nhi, 99 giai ba.

Thu khoa 1a em Pham Gia Hung (Truong THPT chuyén Vo Nguyén Gidp, Quang
Binh); A khoa 1 12 em Tran Gia Dinh (Trusng THPT chuyén Luong Van Tuy, Ninh
Binh), A khoa 2 1a em Lé Manh Khiém (Trudng THPT chuyén Ha Long, Quing
Ninh).

Céc trudng dat thanh tich t6t nhat 1a THPT chuyén Luong Vin Tuy, Ninh Binh,
THPT chuyén Ha Tinh va THPT chuyén Vinh Phuc.

Nhan ky thi nay, gan 1.000 hoc sinh THPT da dudc tham du mot s bai gidng vé
Hinh hoc, S6 hoc va Pai sd do cic chuyén gia boi dudng hoc sinh gidi day truc
tuyen.

Olympic Toan hoc Sinh vién va Hoc sinh 1an thif 29 da thanh cong tét dep vé ca
chuyén mon 1an cdng tac t6 chiic.
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PE THI






PE THI CHINH THUC

1 Dai s6
1.1 Bang A

BATI 1. Ky hiéu R[X]5023 12 R-khong gian vecto cac da thic mot bién véi bac nhéd
hon hoic bang 2023. Cho f 1a dnh xa dit tuong Wing mdi da thic véi dao ham cép
hai cta no:
£ R[X]2023 — R[X]2023,
p(X) = p(X).
DPit g = fo fo---o f1a anh xa hop ctia 870 1an 4nh xa f.
W
870 Ian

(a) Chiing minh ring g 12 mot dnh xa tuyén tinh tit R[X]5023 vao chinh né.

(b) Tim sb chiéu va mot co sé ctia khong gian dnh Im(g) va ctia khong gian hat
nhan Ker(g).

BAT1 2.

(a) Mot thanh phd c6 hai nha mdy: nha mdy dién (E) va nha may nudc (W). DE
nha may (E) san xuat dién thi né can nguyén liéu dau vio 1a dién do chinh né
san xult truéc d6 va nude ctia nha may (W). Tuong tu nhu vay dé€ nha mdy
(W) san xuit nudc thi n6 can dén nudc do chinh né san xuit ciing nhu dién
cta nha mdy (E). Cu thé

- D& san xuit dugc lugng dién tuong duong 1 dong, nha mdy (E) can luong
dién tuong duong 0,3 dong ma né san suat dudc trude d6 va lugng nuée
tuong duong 0,1 dong tif nha may (W);

- P& san xuit dugc luong nude tuong duong 1 dong, nha mdy (W) can
lugng dién tuong duong 0,2 dong tit nha may (E) va lugng nudc tuong
duong 0,4 dong do chinh n6 san suét trudc do.

Chinh quyén thanh phd yéu ciu hai nha mdy trén cung cip dén dudc véi ngusi
dan lugng dién tuong duong 12 ty dong va lugng nuéc tuong duong 8 ty dong.
Héi thuc té mbi nha mdy can san xuat tdng cong luong dién va luong nudc
tuong duong vSi bao nhiéu ty dong dé cung cap dd nhu ciu ciia ngudi dan?
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(b) ChoA = (ai j)zxz 12 ma tran théa man cic phan ti déu 12 s6 thuc khong Am va
t8ng céc phan t trén mbi cot cia A déu nhé hon 1. Véi d = (dy,d»)" 1a mot
vectd cot tity y, chiing minh ring ton tai duy nhit mot vecto cot x = (x1,x,)"
sao chox =Ax+d.

BAI 3. Cho o, 8,7, 8 1a cdc s6 phtic thda mén da thitc x* —2x> — 1 bing (x — o) (x —
B)(x—7)(x—9).

(a) Chitng minh rang cac sd a, B,7, 8 néi trén ddi mot khac nhau.
(b) Ching minh riing céc sé a®, 8>, 7, 8> ciing déi mot khdc nhau.
(¢) Tinh gid tri cia biéu thitc o + B> +7° + 8°.

BAI 4. V6i mbi ma tran vudng A c6 phan ti 1a cac sd phiic, ta dinh nghia:

: : a (_1)n 2n+1
sinA = lim —‘A .
k—eo =t (2n+1)!

(O day ma tran gidi han c6 phin ti 13 gii han ctia phan ti tuong dng clia cic ma
k (_1)n

tran tong Sy = Z

2+ 1) 'AZ”H. Ma tran gi6i han nay ludn ton tai.)
= (2n !

(a) Tim c4c phan t clia ma tran sinA véi

a=(p 5

(b) Cho x,y 1 hai s6 thuc bat ky, hdy tim c4c phan tif cia ma tran sinA véi
_(* Y
=)

(c) Ton tai hay khong mot ma tran vudng A cip 2 v6i phan tit 12 cac sb thuc sao

cho
sinA = (1 2023) ?

theo x, y.

0 1
BAI 5. Ky hiéu P, 12 tip hop tt ca cac ma tran kha nghich A cip n sao cho cdc phan
tit ctia A va A~ déu bing 0 hoic 1.
(a) V6in =3 hay tim tAt ca cdc ma tran thudc P;.

(b) Tinh s phan tit ctia P, véi n 12 s6 nguyén duong tuy y.
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1.2 BangB

BAI 1.
(a) Cho x 12 mot s6 thuc. Tinh dinh thic ctia ma trin sau theo x:

x 2022 2023
A=12022 2023 x
2023 x 2022

(b) Tim cic s6 thuc x sao cho hang ctia ma trin A nhd hon 3. Tinh hang ctia ma
tran A vé6i x vua tim dudc.

BAI 2. Gid stt f : R* — R? 1a 4nh xa tuyén tinh cho bdi:
(x1,x2,x3,x4) > (X1 + Axo — x3 + 2x4,2x1 — X2 + Ax3 + Sxg,x1 + 10x — 6x3 +x4) ,
trong d6 A € R 1a tham sd.
(2) V6i A = 3, hiy tim
(al) Mot co s6 va sb chiéu ctia khong gian hat nhan Ker(f).
(a2) Mot co s6 va sd chiéu cia khong gian anh Im(f).
(b) Tim sd chiéu ctia khong gian anh Im(f) nhu mot ham s6 cta A.

BAI 3. Cho da thitc P(x) = x* —2x> — 1.

(a) Biét rang phuong trinh P(x) = 0 c6 4 nghiém phic (k€ ci bdi), ky hiéu bdi
a,B,7,5. Ching minh rang cac nghiém phtc néi trén d6i mot phan biét.

(b) Ching minh ring cic liy thita o, B3, 7>, 83 cling 1a céc sb d6i mot phén biét.

(¢) Tim mot da thic bac 4 nhan céc sé o, B3, 7°, 8> 1a nghiém.

BAI 4. V6i mbi ma tran vudng A c6 phan ti 1a cac s phiic, ta dinh nghia:

kAn

(O day quy udc 0! = 1, A® 1a ma trén don vi, ma trin gi6i han & vé phéi c6 phén tit
k An
1a giGi han clia phan ti tuong dng clia cdc ma trin tong Sy = Z — - Ma tran gidi
n!
n=0
han nay lu6n ton tai.)
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(a) V6i A la ma tran
=)
hay tim mot ma tran kha nghich C sao cho C ~1AC 1a ma tran dudng chéo.

(b) Tim céc phan ti ctia ma tran ¢* v6i A 1a ma tran cho & phan (a).

BAI 5. Ky hiéu P, 1a tip hop tit ca cdc ma tran kha nghich A cép n sao cho cic phan
ti ciia A va A~! déu bing 0 hoic 1.

(a) Vé6in = 3 hiy tim tit cd cdc ma trin thudc P;.

(b) Ching minh ri“mg ton tai mot song anh gilta P, va tap S, cac hodn vi trén n
phan ti. Tir d6 hdy tinh s6 phan ti cta P, v6i n 1a sb nguyén duong tly .

2 Giai tich
2.1 Bang A

BAI 1. Cho (uy,);r_; 1a ddy sd dugc xéc dinh bdi
L 1 1 1 1
=TT (1+50) = (14 30) (14 32) (14 35) =t
(a) Tim tit ca cac sb6 nguyén duong n sao cho u, > 5/4.
(b) Chiing minh rang u,, < 2023 v6i moi s6 nguyén duong 7.

(c) Chiing minh ring day sb (u,);r_, hdi tu va xac dinh gidi han ctia ddy s6 chinh
x4c dén 1 chil s6 sau diu phay thap phan.

BAI 2. Cho f:[—1,1] — R Ia ham sb dugc xac dinh bdi cong thic

—g néux € [-1,1]NQ,

fx) = )
x néuxe[-1,1]\Q.
(a) Chiing minh rang ham f lién tuc tai 0.
(b) Ham f c6 kha vi tai O khong?

(c) Ham f c6 gid tri 16n nhét trén doan [—1, 1] khong?
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BAI1 3.
Hinh vé& bén canh m6 td mot phan dong sdng véi bd y
trdi dudc cho bdi dudng thang x = 0 va bd phai dudc
cho béi dudng thang x = 1. Mot con thuyén xuét phat
tir diém (1,0) va mudn vugt song d€ dén diém du kién 1
(0,0). X
Do dong chdy clia song nén duong di thuc té cla
con thuyén tring khép phan d6 thi ctia ham s6

{--
d= = -
{-=--
==
{-=--
d= = -
{--

-1

y:x3+2

vl 0 <x <.
(a) Con thuyén c6 dén dugc diém (0,0) nhu du kién khong?

(b) Trong trudng hgp khong dén dudc diém (0,0) nhu du kién, con thuyén c6 cap
dugc bo trai hay khong?

(c) Hay xdc dinh vi tri cdia con thuyén khi khodng cach tit n6 dén diém dich (0,0)

12 ngan nhét trong ca qua trinh chuyén dong.

BAI1 4. Cho £ :[0,1] — R 1a mot ham s6 lién tuc.
(a) Chiing minh ring néu
1
/ F()(P())"dx =0
0

v6i moi s6 nguyén khong 4m m va v6i moi da thiic bac hai P thi f = 0 trén
[0, 1].

(b) Kétluan &y (a) con ding khong néu diéu kién P 1a da thiic bac hai dudc thay
bing diéu kién P la da thiic bac nhat?
BAI 5. Cho f: [0,1] — R 1a mot ham sb lién tuc trén [0, 1], kha vi trong (0, 1), va
co f(0) =0.
(a) C6 ton tai hay khong mot sd thuc d € (0,1) sao cho
2
F @)l < (£(d)"?

(Néu cau tra 15i 12 “c6”, hdy chiing minh; néu cau tra 18i 1a “khong”, hay chi
ra vi du vé mot ham f.)
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(b) Chiing minh rang néu
F@)] < (f(x)) véi moixe (0,1)
thi f =0 trén [0, 1].

(c) Chiing minh ring ton tai ¢ € (0,1) sao cho

(@) <I£(c)].

2.2 BangB

BAI 1. Cho (uy,);r_, 1a ddy s6 dugc xéc dinh bdi
1 1 1 1 1
unzkrzll <1+4—k) = <1+ﬁ> (1+4—2) ---(1+4—n> Vn > 1.
(a) Tim tat ca cac s6 nguyén duong n sao cho u, > 5/4.
(b) Chiing minh ring u, < 2023 v6i moi s6 nguyén duong .
(c) Chiing minh ring day sd (u,):_, hoi tu.

BAI 2. Cho f:[—1,1] — R Ia ham sb dugc xac dinh bdi cong thiic

—g néux e [-1,1]NQ,

fx) = )
x néuxe [-1,1]\Q.
(a) Chiing minh rang ham f lién tuc tai 0.
(b) Ham f c6 kha vi tai 0 khong?
(c) Ham f c6 gid tri nhd nhit trén doan [—1, 1] khong?

BAI1 3.
Hinh v& bén canh m6 ti mot phan dong song véibs
trdi dudc cho bdi dudng thang x = 0 va bd phai dudc
cho bdi duving thang x = 1. Mot con thuyén xuét phat
tir diém (1,0) va mudn vugt song dé dén diém du kién

{--
d= = -
- - -
L= =
- - -
d= = -

{--

(0,0).
Do dong chdy ctia song nén duong di thuc té cla
con thuyén trung khép phan do thi ctia ham s6

-1

'St

v6i 0 <x< 1.
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(a) Con thuyén c6 dén dugc diém (0,0) nhu du kién khong?

(b) Trong truong hgp khong dén dudc diém (0,0) nhu du kién, con thuyén c6 cap
dugc bo trai hay khong?

(c) Hay xéc dinh vi tri ctia con thuyén khi khodng cach tit né dén diém dich (0,0)
12 ngin nhét trong ca qua trinh chuyén dong.

BAI1 4. Cho £ :[0,1] — R 1a mot ham s6 lién tuc.

(a) Chiing minh ring néu
1
| r@etodr=0

v6i moi ham s6 lién tuc g : [0, 1] — R théa man diéu kién

thi f =0 trén [0, 1].

. . R 1
(b) Kétluan 6y (a) con dung khong néu ta thém dicu kién g(i) =0?

BAI 5. . o
Hinh vé€ bén canh thé hién mot phan do thi

cua ham f dudc cho bdi y M
X 2| y=f(x)

X)) =
va do thi ciia ham f’ (dao ham cta ham f). 0

(b) Khong tinh f' va khong dung hinh
vé, hdy ching té ring phuong trinh

/ . . N ~ o
S (x) =0 c6 nghiém trén (1,4-o0). o y=f )

(c) Tim cong thic tinh f'(x) theo x.

(c) Tinh dién tich phan mit phflng (phan dudc gach chéo trén hinh) dudc gidi han
béi truc Ox, d6 thi ham £, va dudng thang x = 4.



16
3 Trung hoc pho thong

3.1 Ngay thit nhét: Dai s6

Thi sinh duoc sit dung két qud ciia cdc cdu trudc trong loi gidi ciia cdu sau. Néu
mot cdu duoc gidi ma khong dua vao két qud ciia cdc cdu trude thi cé thé dung dé
gidi cdc cdu trudc.

A. Céc két qua cg ban vé da thirc bat kha quy
Ky hiéu Z[x] va Q[x] lan lugt 1a tp hdp céc da thic hé sb nguyén va hé sb hitu ty.
Mot da thiic bac > 1 trong Z[x] (tuong tng, Q[x]) dugc goi l1a bat kha quy trong

Z[z] (tuong tng, Q[x]) néu n6é khong thé viét dugc thanh tich hai da thiic trong Z[x]
(tuong tng, Q[x]), mbi da thiic c6 bac > 1.

BAI 1. Ching minh ring da thiic
Px)=(x—1)(x—=2)(x—3)—1

bat kha quy trong Z|[x].
BAI 2. a) Cho s6 nguyén t6 p va hai da thiic hé sb nguyén

P(x> =ax"+ - +ayx+ap; Q(x) =bu X"+ +bix+by.

Biét ring tich P(x)Q(x) 1a mot da thic c6 tit ca cac hé s chia hét cho p. Ching
minh ring mot trong hai da thiic P(x), Q(x) c6 tit ca cac hé sb chia hét cho p.

b) Mot da thic hé s6 nguyén c6 bac 16n hon 0 dudc goi 1a da thiic nguyén bdn néu
u6c chung 16n nhét ciia cic hé sb clia da thiic d6 bang 1 (néi cach khac, cac hé sd
ctia né 1a mot ho cdc s6 nguyén nguyén td cung nhau). Chiing minh rang tich cta
hai da thuc nguyén ban 1a mdt da thiic nguyén ban.

BAI 3. Cho da thiic hé s6 nguyén c6 bac n > 0:
P(x) =apx"+---+a1x+ap.

Gia st ton tai s6 nguyén td p thda man céc diéu kién sau:

a)pla; véimoi 0 <i<n,

b) p 1 an,

¢) p* tag. i )

Chiing minh rang P(x) bat kha quy trong Z|[x|.

BAI 4. Chiing minh ring mot da thic hé sé nguyén bat kha quy trong Z[x] khi va
chi khi n6 bét kha quy trong Q|x].

BAI 5. Cho da thiic

P(x)=x"+a, X" '+ +ax+ay € Z[x|



