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Chuong 1

Mét s6 kién thitc xdc suat co s

1.1 Bien ngau nhién roirac

1.1.1 Dinh nghia

Mbi bnn 1a mét quan sat vé két qua clia phép thit. Gia sit X nhan cac gid tri la x1,x,.... Dit
pf( =P[X =x;],i>1.Taco

PX(A)= ) PIX=x;1= Y p¥.
xi€A xiEA

Ta viét phan phéi clia X dudi dang bang nhu sau

X ‘ X1 X9 Xn
X X X
PIX =x] ‘ PT Py ... Dy

DPinh nghia 1.1.1. Gia st X la bnn nhén cac gia tri 1a x1,xg,.... Khi d6, ta goi ki vong ctia bnn
X la dai lugng
E[X]:=) xP[X =x;]=) xip¥
i i
néu tong trén cé nghia, tic 1a khi mot trong cac trudng hop sau dudgc théa man

e Q c6 hitu han phan t{;

e chuoi Z Ixilpf( < 00;

14
e x; >0 v6i moi i (trong trudng hdp nay EX c6 thé nhan gia tri +oo.

Ki hiéu £!1a khong gian tat ca cac bnn cé ki vong httu han trén (Q, A,P). Ta c6 cac tinh chat
don gian sau

Pinh 1y 1.1.2. Gid siiX,Y € L. Ta c6 cdc khang dinh sau
1. £ la mot khong gian véc to va

ElaX +bY ]1=aE[X]+bE[Y], Va,beR.

4



CHUONG 1. MOT SO KIEN THUC XAC SUAT CO SO

2. NéuX =0 thiE[X]1=0. Hon nita, néuX =Y thiE[X]=E[Y].

3. NéuZ labichdan thiZ € LY. Hon nita, néubnn Z' théa man|Z'\ <X thiZ' € L.

4. NeuX =1y, la ham chi tiéu ciia tdp A thiE[X] = P(A).
5. Gid stt ¢ :R— R. Khi do

Elp(X)] =Y ¢pi = 3 ¢p(Xw)pw

wed
neéu tong trén co nghia.

Nhan xét 1. Ta thay néu E[X?] =) x?p¥ < oo thi

14

EIX[1= Y Jxilp¥ < %Z_ﬂxﬁ +1)p¥ = %([E[le +1) < oo.

Pinh nghia 1.1.3. Phuong sai ciabnn X la
DX =E[(X —E[X]?]
Ap dung tinh chét tuyén tinh ctia ki vong, ta c6
DX = E(X? - (EX),
vado do

2
DX :Zx?pg(— (lepf() .
1 1

1.1.2 Vidu

Phan phdi nhi thitc B(n, p)

Trong hop c6 L bi trang va M bi vang. Thuc hién phép thit sau: 1y ra ngau nhién tit hop

mot bi, ghi lai mau ctia n6 roi tra lai hop. Lip lai phép thii » 1an va goi X 14 s6 bi vang trong n

bi da dudc lay ra d6. Ta sé di tim phan phéi xac suat clia bnn X.

Tru6c hét ta xac dinh khong gian xac suat clia phép thit. Goi cac vién bi trangla 74, Ty, ..., Tr,

va cac vién bi vangla vy, ..., Vy. Khong gian xac suat la

Q:{(wl,...,wn):wi€{T1,...,TL,V1,...,VM}, i:1,...,n}

cling v6i do do x4c suét déu. Ta c6 s6 cac phan ti clia Q 1a (L + M)". S6 luong phan tii clia tip

{weQ:Xw)=k}bang C*M*L"* v6ik =0,...,n. Do vay

M)k(L

n—k
E=0,...n
M+L M+L) ’ reeeolt

PLX = k] = C}(
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ta c6 phan phéi clia X 1a

. M
batr=17

PIX =k]=Ctp*(1-p)"™*, k=0,...,n.
Ta goi phan phoéi ctia X 12 phdn phéi nhi thiic v6i ¢S n va xac suat p, ki hiéu1a X ~ B(n, p). Mot
cach tong quat, B(n, p) 1a phan phdi clia s6 1an thanh cong trong moét day » phép thi doc lap
lién tiép, trong dé xac suat thanh cong clia mo6i mot phép thit déu bang p € [0, 11.

Ta co

EX= Y EPIX =kl= ) kC:p*-py*
k=0 k=0

n
= npkz Ctlph 1l - p)"* = np,
=1

n n
EX?%) =Y EPIX =k]l= Y E2CEp*(1-py*
k=0 k=0

n n
— n(n _ 1)p2 Z ﬁ:%pk—Z(l _p)n—k + np Z s:ipk—l(l _p)n—k
k=2 k=1

=n(n—- 1)p2 +np,

vaynén DX =np(1 - p).

Phan phéi hinh hoc

Thuc hién nhiéu lan mét day cac phép thit doc 1ap cho dén khi thanh cong thi diing lai.
Gia st xac suat thanh céng 6 méi lan thit déu bang nhau va bang p. Goi X 1a s6 phép thii da
thuc hién cho dén khi c6 phép thit dau tién thanh céng. Bnn X dudc goi 1a c6 phan phéi hinh
hoc véi tham s6 p € [0,1] va

PIX =nl=p1-p)* !, n=12,...

Tinh toan don gian, ta dugc

Phan phéi Poisson Poi(1)

Bnn X dugc goila c6 phan phéi Poisson véi tham s A > 0, ki hiéu1a X ~ Poi(1) néu X nhan
gia tri trong N va
e Mk
k!
Stt dung khai trién Taylor ctia ham e* ta chiing minh dudc

PIX =k]=

E=0,1,...

EX=DX=A.
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1.2 Ham phén phdi ctia bién ngau nhién
1.2.1 Dinh nghia
Pinh nghia 1.2.1. Gia sii X 1a bnn nhan gia tri trén R. Ham s6
Fx(x)=P[X <x], x€R,

dudc goi 14 ham phdn phoi ciabnn X.

Dé thidy ham F = Fx théa man:

1. Néux <y thi F(y)-F(x)=Plx <X < y];

2. F don diéu tang;

3. F lién tuc trai va c6 gidi han phai tai moi diém;

4. lim F(x)=0, xl—i>IPooF(x) =l.,

X——00

Ngugc lai, v6i bat ki ham s6 F : R — [0,1] théa man ba tinh chét trén thi ton tai mot d6 do xac
suat u trén (R, B(R)) sao cho F(x) = u((—oo,x)), v6i moi x € R Xem [13], muc 2.5.2).

Trong tiét trudc ta da lam quen véi phan phdi clia cac bnn rdi rac. Sau day ta gidi thiéu mot
loai bnn thudng gip khac 1a bnn cé phan phéi lién tuc tuyét doi.

Dinh nghia 1.2.2. Bnn X dudgc goi la c6 phan phéi lién tuc tuyét déi véi ham mat do fx néu
a
Fx(a)=P[X <al :f fx()dx, VaeR.
Ham mat do f = fx théa man céc tinh chét sau day.

+00
1. f(x)ZOvéiinxERVéf flx)dx=1.
—00
b z
2. Pla<X <b]l= f f(x)dx v6i moi so thuc a < b. Hon ntia, v6i moi tap Borel A € B(R) ta co
a
P[X e A] :f f(x)dx. (1.1)
A

Tit tinh chét thi hai suy ra néu bnn X c6 phan phéi lién tuc tuyét doi thi PLX = a] = 0 v6i moi
acR.

1.2.2 Vidu

Sau day ta liet ké mot s6 phan phéi lién tuc tuyet doi thuong gap nhét.
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Phan phéi déu Ula, b]

V6i mbi cip sb thuc a < b. Bnn X dudgc goi 1a c6 phdn phbi déu trén doan [a,b], ki hiéu 1a
X ~Ula,b], néu X nhan gia tri thudc doan [a,b] va c6 ham mat do

1
fx(x) = ——lig p1(x).

b—a
Ham phén phoi cua X la
0 neux<a,
X—a Z
Fx(x)= néua<x<b»s,
b-a
1 neux > b.

Phan phéi mu Exp(1)
Gia st A > 0. Bnn X dudc goi la c6 phdn phoi mii v6i tham sb A, ki hiéu 13 X ~ Exp(A), néu
X nhan gia tri trén tap (0,00) c6 ham mat do

fx(x) = A7Le ™ Mg oo ().

Ham phan phéi ctia X 1a
Fx(x)=(1-1""e Mg 00 (®).

Phan phéi chuin N(a, 0?)
Bnn X dudc goi 1a c6 phan phédi chudn véi tham s6 a,0? (o > 0), ki hiéula X ~ N(a,0?), néu
ham mat do ctia n6 c6 dang

1 _(@-a)?
e 22 xelR.

fx(x) =

2w

Phan phéi chudn N(0, 1) dudc goi la phdn phoi chuan tdc.

Phan phdi Gamma S(a, p)
Bnn X dugc goi la c6 phan phbi Gamma vé6i tham sb a,p (a,p > 0), ki hiéu 1a X ~ §(a, p),
néu ham mat dé ctia né c6 dang

apxp—le—ax

fx(x)= Tp)u(o,oo)(x),

trong do T(p):f xPte ™ dx.
0

A N - «A 2 A Ao . A A ]-
Phan phoi mu la truong hop dac biét cua phan phoi Gamma khi p = 1. Phan phoi 9(5, %)
dudc goi 1a phan phéi khi binh phuong véi n bac tu do (viét goila y2(n)).
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1.2.3 Kivong ctia bnn cé phéan phdi lién tuc tuyét doi

Pinh Iy 1.2.3. Gid sif bnn X c6 ham mdt doé f va h : R — R la mot ham Borel. Khi dé néu
E(|A(X)|) < oo hodc h la khong adm thi

E(h(X)) = f h(x)f ()dx.

Vi du 1.2.4. Gi stt bnn X ~ Exp(1). Khi d6 4p dung Dinh 1i cho h(x) = x va h(x) = x* ta
dudc
EX :f xe *dx=1,
0

o0
[EX2:f x2e *dx =2.
0

1.3 Mot so bat dang thiic
Pinhly1.3.1. 1. (Bdt dang thiic Cauchy-Schwarz) NéuX,Y € L? thiXY € L! va

IEXY)? < B(X?)E(Y?2). (1.2)

2. L’c L' vanéuX e L? thi EX)? < E(X?).
3. L? la mot khong gian véc to: néuX,Y e L? va a, fe R thi aX + Y € L2.

Chiing minh. Néu E(X?)E(Y?)=0thi XY =0 h.c.cnén [E(XY)|? = KX ?)E(Y?) = 0.
Néu E(X2)E(Y?) # 0, ap dung bat dang thtic 2|ab| < a?+ b2 v6ia = X/VEX2) va b =Y/VEY?2)
roi lay ki vong hai vé, ta dugc

i SIS IR S Y

E(X2)E(Y2) E(X?2) E(Y2)
Tt d6 ta dugc (1.2).
Ap dung cho Y =1 ta dugc khang dinh tht hai. Khang dinh thit ba suy ra tit va
tinh tuyén tinh ctia ki vong. O

Néu X € L?, ta ki hiéu
DX =E[(X —EX)?].

DX dudc goi la phuong sai ciia bnn X. N6 dac trung cho do phan tan ctia X xung quanh gia
tri trung binh EX. St dung tinh tuyén tinh ctia ki vong, ta c6 DX = E(X?) - (EX)?.
Pinhly1.3.2. 1. (Batddng thiic Markov) Gid siiX € L', khi d6 v6i moia >0,

P(lezMs@.
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2. (Bdt ddng thiic Chebyshev) Gid sit X € L?, khi dé véi moia >0,
P(X -EX|za) =< D—‘f
a
Chiing minh. 1) Do alyxzqw) < |X@)|ljx 2 W) < |X(w)| v6i moi w € Q. Lay ki vong hai vé ta
dugc aP(X| = a) < E(X]).
2) Ap dung Bat dang thiic Markov, ta c6

DX
P(X -EX|2a)=P(X -EX*za®) < —.
a

1.4 Bien ngau nhien doc lap
Pinh nghia1.4.1. 1. Cico-daisb con (A;);c; clia A dudc goila déc ldp néu véi moi tap con
httu han J ciia I vavéimoi A; € A;, tacod

P(niesA;) = [[ P(A)).
1ed

2. Céacbnn (X;);e; nhén gid tri trong (E;, &;) dudc goi 1a doc ldp néu cac o-dai sb (X7 HEDjer
la doc lap.
Dinh 1y 1.4.2. Gid siiX vaY la hai bnn bat ki. Cdc khang dinh sau la tuong duong.
(i) X doc lap voiY,
(ii) Fxy(x,y)=Fxx)Fy(y) voi moix,y € R;
(iii) f(X) va g(Y) la doc ldp voi moi ham Borel f,g :R — R;
(iv) Elf(X)g(Y)]1=Elf(X)IE[g(Y)] voi moi ham Borel f,g : R — R ctung bi chan hodc cung khong
am.
Hé qua 1.4.3. Gid s1i(X,Y) la véc to ngdu nhién cé phdn phoi lién tuc tuyét doi. Khi dé X vay
la doc ldp khi va chi khi
fayn,y) =fx@fy(y), voimoix,yeR. (1.3)

Vidu 1.4.4. Gia st X vaY la hai bnn doc 14p c6 phan phéi Poisson v6i tham s6 1an lugt 1a A va
(A, u > 0). V6i moi s6 tu nhién n,

k k=0
_ Z e—Aak e—muun—k ~ e—/l—,u i CkAk b e—/l—p(/1+u)n
TETR -k nl n '

PX+Y=n)=) PX=kY=n—-k)=) PX=kPY =n-Fk)
=0
=0

k=0 n!

Vaynén X +Y c6 phan phdi Poisson véi tham sb A + .
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1.5 He sO twong quan

Dinh nghia 1.5.1. Hiép phuong sai clia haibnn X,Y € L? 1a
cov(X,Y)=E[(X -EX)Y —EY)].
Hé s6 tuong quan ctia hai bnn X,Y e L% 1a

cov(X,Y)

(X,Y)=
P vDXDY

St dung tinh tuyén tinh cfia ki vong, ta c6
cov(X,Y)=EXY)-EXEY.
Mt khéc, stt dung bt dang thitc Cauchy-Schwarz ta c6 |cov(X,Y)| < VDXDY , nén suy ra
p(X, V)< 1.

Hé s6 tuong quan p(X,Y) dic trung cho dé phu thudc (tuyén tinh) clia hai bnn X va Y. Néu
p(X,Y)~1thi X vaY gan nhu ti 1é thuan véi nhau, trong khi néu p(X,Y)~-1thi X va Y gan
nhu ti 1é nghich. Trong truong hdp p(X,Y) =0tandi X vaY la khong tuong quan. Theo Dinh li
ta c6 néu X va Y 1a hai bién ngau nhién doc lap thi cov(X,Y) = 0 nén chiing khéng tuong
quan. biéu ngudc lai chua chac da dung.

Vidu 1.5.2. Gia s(t X va Y 1a hai bnn doc lap cé ciing phan phéi chuin N(0,1). it Z = XY va
T=X-Y.Taco
cov(Z,T)=EXYX-Y)-EXY)H(X-Y)=0,

cov(Z, T =EXYX -Y)*»)-EXY)E(X -Y)?) = -2,

ViE(XY)=EXEY =0, E(X?Y) =EX>)EY =0, EXY?) = EXEY?) =0 va EX2Y?) = EX?®)EY?) = 1.
Vay Z va T la hai bnn khong tuong quan nhung khong doc lap.

Ménh dé 1.5.3. Gid sii(X,),1 ld mét day cdc bnn doi mot khong tuong quan. Khi do
DX1+...+X,)=DX71)+...+D(X,).
Chung minh. Ta co

2
DXy +...+X,) =E[ (X1~ EXD) +...(X, ~EX,)) |

i 1<i<j<n

;[E[(Xi —EX)?1+2 ) ENX; -EX)(X, -EX))]
=1

= ) E(X;~EX))’1= ) D(X)),

i i=1

Vi E[(X; —EX;)(Xj —EX ;)] = E(X; X ;) - E(X)E(X,) =0 vimoi 1 <i < j <n. O
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1.6 Cac dang hoi tu cua day bien ngau nhién

Pinh nghia 1.6.1. Gia sti (X,,),>1 1a diy bnn xac dinh trén khong gian xac suat (Q,A,P). Day
(X,) dugc goi la

* hoi tu hdu chéc chén dén bnn X, ki hi¢u 1a X, “* X hay limX,, = X h.c.c, néu

[F"(w : lim X, (w) = X(w)) -1

e hoi tu theo xdc sudt dén bnn X, ki hiéu la X, 2. X, néu véi moie >0,
lim P(| X, —X|>¢)=0;
n—.oo
e héi tu theo trung binh béc p (p > 0) dén bnn X, ki hiéu 1a X,, 2= X néu E(X,[P) < oo v6i
moin, E(|X|P) <ocova
lim E(|X,, - X?)=0.
n—-oo
e héi tu theo phan phdi dén bnn X, ki hidu1a X,, - X néu
lim P[X, <x]=P[X <«]
n—.oo
vGi moi x € R thoa man P[X = x] =0.
Ménh dé 1.6.2. Gid s1t(X,,)n-1 ld ddy bnn.
A L? N P /e .
1. NeuX, — X thi X, — X voi moi p > 0.

h.c.c

2. NéuX,"“x thix, = X.

1.7 Ludtsdlén

Trong tiét nay ta sé gia st (X,,),=1 12 ddy bnn x4c dinh trén khong gian xac suat (Q,F,P) va
kihiéuS,=X1+...+X,.

1.7.1 Luatyéusb1én
DPinh ly 1.7.1. Gia si/(X,),>1 la day bnn thoa man
. D(S,)
lim =

n—oco p2

0.

Khi dé < s
Pn=Pr P, khin — oo.
n
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Chiing minh. Vi moi e > 0, ap dung bat dang thiic Chebyshey, ta c6

(P22 ¢) = 252 ~ 0 khin — oo

P

n2e
Tt day suy ra diéu phai chiing minh. O
St dung Ménh dé|1.5.3} ta c6 hé qua sau.

Heé qua 1.7.2. Gid st/(X,),=1 la day cdc bnn dic ldp va thoa man

. DX+...+DX},)
lim =0.

oo n2

Khi do S _Es
ui>0, khin — oo.
n

1.7.2 Luit manh s616n
Dinh 1y 1.7.3. Gid s1i(X,,)n=1 la ddy cdc bnn déc lap ciing phédn phoi. Khi do
tim 22550 _ 0 h.c.c khi va chi khiENLX1 1] < +oo.

n—oo n

1.8 Ham dac trung
Pinh nghia1.8.1. 1. Ham dac trung ciia bnn X dugc xac dinh 1a anh xa ¢x : R — C cho baoi

<,0X(t)=[E[eitX]=feitxdFX(x).
R

2. Ham dic trung clia véc to ngau nhién X = (X1,...,X,) 1a anh xa ¢x : R? — C cho béi

<PX(t1,---,tn)=[E[exp(i ilthj)].
i

Vidu 1.8.2. Gia sti X c¢6 phan phéi Poisson véi tham s6 A > 0. Ta c6

-Aqk it\k .
X e AR _,(e*?) it_
X) = ith _ ,-1d _ pMe'-1).
p(X) kE:o 2 e e 7l e

Vi du 1.8.3. Gia sti X c¢6 phan phdi chuan N(0,1). Khi d6

e % /2 0o
costx ) smtx .2
Ppx(t) = f = 2k + f “2dx.
o0

Do ham x — e *2sintx 12 ham kh4 tich va 16 nén tich phan tht hai bé“lng 0. Theo Dinh li 22 ta
c6 thé dao ham hai vé ctia dang thtc trén theo ¢ va thu dudc

® gintx 2
li —x4/2
(t)= —f xe dx.
(pX -0 V 27[
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Ap dung cong thtic tich phén tiing phan, ta dugc

© costx 2
/ —x°/2
(t) = —f ——te dx = —tpx(t).
(pX -00 V 2 ¢

/

Giai phuong trinh vi phan Px _ —t v6i diéu kién ¢x(0) = 1, ta dugc
$x

~t%/2

px(t)=e" "

Néu X c6 phan phéi chuin N(a,o?) thi

1 . _ (@-a)?
px(t)= feltxe 202 dx.
Vano?

Déi bién y=(x—a)o, tadudc
eita
Van

Dinh ly 1.8.4. Hai véc to ngau nhién cé cung phdan phoi khi va chi khi ham ddc trung clia

(PX(t) = feithe—yz/Qdy — eita—t202/2.
chiing bang nhau.

Vidu 1.8.5. Gia st X va Y 13 hai bnn doc 1ap c6 phan phéi Poisson véi tham s6 1an lugt 1a p va
A.Khi dé theo Vidu(1.8.2) X +Y c6 ham déc trung la

(PX+Y(t) — [E(eit(X+Y)) — [E(eitX)[E(eitY) — e(/1+p)(eit_1).
Do d6 X +Y c6 phan phéi Poisson v6i tham sé i+ A.
Pinhly 1.8.6. Cdc bnnX,...,X, la doc lap véi nhau khi va chi khi
Oxy,..x)E1, . tn) = @x,(t1)...x, (L) voi moi (tq,...,t,) € R".

Vi du 1.8.7. Gia st X va Y 1a hai bnn doc lap c6 ciing phan phéi chuan N(0,1). Theo Vi du
1.8.3

. . . . 2_.2
(P(X+Y,X—Y)(t,s) — [Eezt(X+Y)+zs(X—Y) — [Eel(t+s)X[Eez(t—s)Y — e—t —s%

Lan luct cho s va ¢ béng 006 dagmg thic trén, ta dudc ¢x.y(t) = e va px_y(s) = ¢=*. Do dé6
X +Y va X - Y déu c6 phan phéi chuan N(0,2). Hon nita, chting la doc lap vi

Ppx+v7.x-v)(t,8) = px+y(px_y(s) vOimoi ¢,seR.

Dinh li sau cho ta mét tiéu chudn rat hitu hiéu dé kiém tra su hoi tu theo phén phoéi clia
mét day bnn. Chitng minh dinh li ¢6 thé dugc tham khéo trong [13] trang 196-199.

Pinh Iy 1.8.8. Ddy bién ngau nhién X, hoi tu theo phdn phdi dén X khi va chi khi day ham
ddc trung clia X, hoi tu diém dén ham ddc trung clia X.
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Két qua sau thudng dugc dung trong thong ké

Pinh ly 1.8.9 (Dinh Iy Slutsky). Gid sii ddy bién ngau nhién X,, hoi tu theo phdn phoi dén X va
ddy bién ngdu nhién A,, hoi tu theo xdc sudt dén hang sé A. Khi do

¢ A X, % AX.
o An+Xni»A+X.
o X,/A, -5 X/A néuA 0.

Vi du 1.8.10. Gia st v6i mbi n = 1, bnn X,, c6 phan phéi chuan N(a,,0?) trong d6 a, — 0 va
02 — 1khi n — co. Khi dé day bnn (X,,) hoi tu yéu dén phan phéi chuan tic N(0,1) vi

2,2 ¥
(an(t) — pltan—0yt 2 et /2.

1.9 Dinhli gidi han trung tam

Pinhly 1.9.1. Gid st (X,),=1 la ddy bnn déc lap va ciing phan phoi véiE(X,) = p vaDX, = 0% €

(0,00). Dt Sy, = X1 +...+ Xy Khi d6 day bnn ¥, = S~
ovn

héi tu theo phdn phoi téi bnn'Y cé
phadn phoi chudn N(0,1).
Vi du 1.9.2. Gid sii (X);>1 1a day bnn d6c 1ap cting phan phdi véi P(X; = 1) = p vaP(X,; = 0) =
1-pvGipe(0,1). Tacou=EX;)=pva o2 =DX; = p(1-p). Theo Luat manh sO16n, ta co

Sh
n

va theo Dinh li Gi6i han trung tam|1.9.1} ta c6

h.c.c

— D,

S,—-np

vnp(l-p)

2. Z ~N(0,1).

1.10 Phan phéi chuén nhiéu chiéu

Pinh nghia 1.10.1. Mot bién ngau nhién X = (X1,...,X,) nhan gia tri trong R" 1a Gauss (hoic
n
chuan nhieu chieu) néu moi t6 hgp tuyeén tinh )_ a;X; hodc la moét hang so hodc 1a mot bien
j=1
ngau nhién c6 phan phdi chuan (1 chiéu).

Ham dic trung 1a mot cong cu hitu ich dé nghién ctiu cc bién ngau nhién Gauss.
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Dinh Iy 1.10.2. X la mot bién ngdu nhién Gauss nhadn gid tri trong R® khi va chi khi ham ddc
trung cua no co dang
. 1
(pX(u) = exp (I’ <u> ﬂ> - 5 <u> Qu>) )

trong do p € R" va Q la mot ma tran n x n nita xdc dinh khong dm doi xiing. Khi dé, Q la ma
tran covarian cuaX va u la ki vong ctiaX, nghia la

,U,J':[E[XJ'], Qk,j: COU(Xk,Xj), voi mou vak.

Vidu 1.10.3. Cho X1,...,X, 1a cic bién ngau nhién doc lap nhan gi4 tri trong R c6 phan phdi
N([,LJ,O'?), khi d6 X = (X1,...,X,,) 1a Gauss. Hon niia, v6i bat ki ma tran hang s6 A € R™*" thi
Y = QX* 1a mot bién ngau nhién Gauss m chiéu.

Ménh dé 1.10.4. ChoX la mot bién ngdu nhién Gauss nhdn gid tri trong R". Khi do, cdc bién
ngau nhién X ; déc lap khi va chi khi ma tran covarian @ ctiaX la ma tran duong chéo.

Ménh dé 1.10.5. ChoX la mot bién ngau nhién Gauss nhan gid tri trongR". X c6 mot mdt do
trén R khi va chi khi ma trdn covarian @ khong suy bién (nghia la, detQ #0), va ham mdt do
xdc sudt ctiaX duoc cho bdi

fx(x) = 1 e—%(x—y,Q_l(x—,u)).

212/ det @

1.11 Phan phéi Gamma, khi binh phuong, student and F

1.11.1 Phan phéi Gamma

Pinh nghia 1.11.1. Mot bién ngau nhién X dudc goi la c6 phan phbi Gamma G(a, 1) néu ham
mat do xac suat ctia n6é dudc xac dinh béi
a-1,-x/A

X

e
fx(x)= WI{x>O}’

+00
trong do, I'(a) = f x*le~*dx dudc goila ham s6 Gamma.
0
Chu y rang $(1,1) = Exp(A).

Ménh dé 1.11.2. Néu X c6 phan phéi S(a, ) thi
ElX]=a), DX =aA?

Hon nita, ham ddc trung cua X duoc xdc dinh boi
oo | xa—le—x//l 1 a
t) = e ——dx = | ——]| .
ox(®) fo * T “* (l—i/lt)
Hé qua 1.11.3. Cho (X;)1<i=n la ddy cdc bién ngdu nhién déc lap. Gid sii véi moii, X; c6 phan
phéi S(a;i, A). Khi dé, S = X1 +---+ X, ¢0 phdn phoi S(ai +--- +a;, A).



CHUONG 1. MOT SO KIEN THUC XAC SUAT CO SO 17

alpha =7/8, lambda = 1
« alpha = 1,lambda = 1
« alpha = 2, lambda = 1
= alpha = 3, lambda = 1

N
|

.Il

I

-

— —_—
o =

Hinh 1.1: Mét d6 ctia phan ph6i Gamma

1.11.2 Phan phoi khi binh phuong
Pinh nghia 1.11.4. Cho (Z;)1<;<, 12 mot day cac bién ngau nhién doc 1ap cling phan phéi
chuan tic. Khi d6, phan phéi ctia V = Z2 + ... + Z2 dudc goi 1a phdn phéi khi binh phuong véi
béc ty do n va dugc ki hiéu 1a y2.
Cht y: vi Z? c¢6 phan phoi 9(%,2) nén y2 c6 phan phéi 9(%,2). Hon niia,
Elx?1=n, DyZ%=2n.

Mot hé qua can chi y tit dinh nghia ctia phan phdi khi binh phuong 1a néu hai bién ngau
nhién UvaV doclap véiU ~y2vaV ~y2 thiU+V ~ 2, .

Pon oo
> & n =

o

&
Il
11

_~ e
T T T T T T T T T T T T T T ——
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

Hinh 1.2: Mat do ctia phan phbi y?
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1.11.3 Phan phéi Student

Pinh nghia 1.11.5. Néu Z va U la hai bién ngiu nhién doc 1ap vé6i Z ~ N(0;1) va U ~ y2 thi

2 Z p
han phoi ctia dudc goi la phan phoi Student voi bdc tu do n.
P p N goila pnanp (c I1
Phan phéi Student con dugc goi 1 phan phai ¢.
Meénh dé 1.11.6. Ham mat dé xdc suat clia phdn phoi Student véi bic tu don la

F(nTH) ) (1+ g)—(nu)/z

fn(t) =
\/ﬁr(g

Ngodi ra,

n—oo 1 2
e t /2.

V2n

fn(t) -

Hinh 1.3: Mat do ctia phan phéi Student

1.11.4 Phan phoi F
Pinh nghia 1.11.7. Cho U va V 1a hai bién ngau nhién déc lap c6 cling phan phéi khi binh
phuong véi bac tu do lan ludt 12 m va n. Khi d6, phan phéi clia bién ngau nhién

U/m
W=——
Vin

dudc goi la phdn phéi F véi bdc tu do m van va dugce ki hidula F,, ,,.

Ham mat do6 xac suat ctia W la

m\m/2 m \—(m+n)/2
—) xm/2_1(1+—x)

, x=0.

f)=—=—F=
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Hinh 1.4: Mt d6 ctia phan phéi F

1.12 Phan phoi cua trung binh va phuong sai mau
Cho (X,) 1a day cac bién ngau nhién doc 14p c6 cling phan phdi chuan N(u,o?), va dat

X, -

1

S|+

n
X;, s2=——) (Xi-X,)?
=1 =

Ménh dé1.12.1. Bién ngau nhiénX, va vecto clia cdc bién ngau nhién(X1-X n,Xo—Xn,..., Xn—
X ,,) doc lap vdi nhau.

Chuing minh. Ta c6:

i=1 i=1
, S — PR
trong do a; = — +(¢; —t). Chu y rang:
n
n n 82 n _
Zaizs and Za?=—+2(ti—t)2.
i=1 i=1 n =1

Do d6, ham dic trung clia vecto ngau nhién (X,,, X1 - X,, X2 - X,,...,X, - X, 12

_ n _ n
=Elexp(isX,+i ) t;(X;—X,)]=]]exp (iuaj—%af)
j=1 J=1

2 2 n
_ .0 9 _o 72
=exp (zus 2ns )exp( 5 izl(tl t) )

Khi s = 0, ta thay s6 hang dau 1a ham dic trung clia X,, con s6 hang tht hai 1a (X; - X,,, X5 -
X,,....,Xn—X,). Do dé, ta cé diéu phai chitng minh. O

Hé qua 1.12.2. X, vas? ddc ldp vdi nhau.



