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Chương 1

Một số kiến thức xác suất cơ sở

1.1 Biến ngẫu nhiên rời rạc

1.1.1 Định nghĩa

Mỗi bnn là một quan sát về kết quả của phép thử. Giả sử X nhận các giá trị là x1, x2, . . .. Đặt

pX
i =P[X = xi], i ≥ 1. Ta có

PX (A)= ∑
xi∈A

P[X = xi]=
∑

xi∈A
pX

i .

Ta viết phân phối của X dưới dạng bảng như sau

x x1 x2 . . . xn . . .

P[X = x] pX
1 pX

2 . . . pX
n . . .

Định nghĩa 1.1.1. Giả sử X là bnn nhận các giá trị là x1, x2, . . .. Khi đó, ta gọi kì vọng của bnn

X là đại lượng

E[X ] :=∑
i

xiP[X = xi]=
∑

i
xi pX

i

nếu tổng trên có nghĩa, tức là khi một trong các trường hợp sau được thỏa mãn

• Ω có hữu hạn phần tử;

• chuỗi
∑

i
|xi|pX

i <∞;

• xi ≥ 0 với mọi i (trong trường hợp này EX có thể nhận giá trị +∞.

Kí hiệu L1 là không gian tất cả các bnn có kì vọng hữu hạn trên (Ω,A,P). Ta có các tính chất

đơn giản sau

Định lý 1.1.2. Giả sử X ,Y ∈L1. Ta có các khẳng định sau

1. L1 là một không gian véc tơ và

E[aX +bY ]= aE[X ]+bE[Y ], ∀ a,b ∈R.
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2. Nếu X ≥ 0 thì E[X ]≥ 0. Hơn nữa, nếu X ≥Y thì E[X ]≥ E[Y ].

3. Nếu Z là bị chặn thì Z ∈L1. Hơn nữa, nếu bnn Z′ thỏa mãn |Z′| ≤ X thì Z′ ∈L1.

4. Nếu X = IA là hàm chỉ tiêu của tập A thì E[X ]=P(A).

5. Giả sử ϕ :R→R. Khi đó

E[ϕ(X )]=∑
i
ϕ(xi)pX

i = ∑
w∈Ω

ϕ(X (w))pw

nếu tổng trên có nghĩa.

Nhận xét 1. Ta thấy nếu E[X2]=∑
i

x2
i pX

i <∞ thì

E[|X |]=∑
i
|xi|pX

i ≤ 1
2

∑
i

(|xi|2 +1)pX
i = 1

2
(E[X2]+1)<∞.

Định nghĩa 1.1.3. Phương sai của bnn X là

DX = E[(X −E[X ])2]

Áp dụng tính chất tuyến tính của kì vọng, ta có

DX = E(X2)− (EX )2,

và do đó

DX =∑
i

x2
i pX

i −
(∑

i
xi pX

i

)2
.

1.1.2 Ví dụ

Phân phối nhị thức B(n, p)

Trong hộp có L bi trắng và M bi vàng. Thực hiện phép thử sau: lấy ra ngẫu nhiên từ hộp

một bi, ghi lại màu của nó rồi trả lại hộp. Lặp lại phép thử n lần và gọi X là số bi vàng trong n
bi đã được lấy ra đó. Ta sẽ đi tìm phân phối xác suất của bnn X .

Trước hết ta xác định không gian xác suất của phép thử. Gọi các viên bi trắng là T1,T2, . . . ,TL

và các viên bi vàng là V1, . . . ,VM . Không gian xác suất là

Ω= {(w1, . . . ,wn) : wi ∈ {T1, . . . ,TL,V1, . . . ,VM}, i = 1, . . . ,n}

cùng với độ đo xác suất đều. Ta có số các phần tử của Ω là (L+M)n. Số lượng phần tử của tập

{w ∈Ω : X (w)= k} bằng Ck
nMkLn−k với k = 0, . . . ,n. Do vậy

P[X = k]= Ck
n

( M
M+L

)k( L
M+L

)n−k
, k = 0, . . . ,n.
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Đặt p = M
M+L

ta có phân phối của X là

P[X = k]= Ck
n pk(1− p)n−k, k = 0, . . . ,n.

Ta gọi phân phối của X là phân phối nhị thức với cỡ n và xác suất p, kí hiệu là X ∼ B(n, p). Một

cách tổng quát, B(n, p) là phân phối của số lần thành công trong một dãy n phép thử độc lập

liên tiếp, trong đó xác suất thành công của mỗi một phép thử đều bằng p ∈ [0,1].
Ta có

EX =
n∑

k=0
kP[X = k]=

n∑
k=0

kCk
n pk(1− p)n−k

= np
n∑

k=1
Ck−1

n−1 pk−1(1− p)n−k = np,

và

E(X2)=
n∑

k=0
k2P[X = k]=

n∑
k=0

k2Ck
n pk(1− p)n−k

= n(n−1)p2
n∑

k=2
Ck−2

n−2 pk−2(1− p)n−k +np
n∑

k=1
Ck−1

n−1 pk−1(1− p)n−k

= n(n−1)p2 +np,

vậy nên DX = np(1− p).

Phân phối hình học

Thực hiện nhiều lần một dãy các phép thử độc lập cho đến khi thành công thì dừng lại.

Giả sử xác suất thành công ở mỗi lần thử đều bằng nhau và bằng p. Gọi X là số phép thử đã

thực hiện cho đến khi có phép thử đầu tiên thành công. Bnn X được gọi là có phân phối hình

học với tham số p ∈ [0,1] và

P[X = n]= p(1− p)n−1, n = 1,2, . . .

Tính toán đơn giản, ta được

EX = 1
p

, DX = 1− p
p2 .

Phân phối Poisson Poi(λ)

Bnn X được gọi là có phân phối Poisson với tham số λ> 0, kí hiệu là X ∼ Poi(λ) nếu X nhận

giá trị trong N và

P[X = k]= e−λλk

k!
, k = 0,1, . . .

Sử dụng khai triển Taylor của hàm ex ta chứng minh được

EX = DX =λ.
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1.2 Hàm phân phối của biến ngẫu nhiên

1.2.1 Định nghĩa

Định nghĩa 1.2.1. Giả sử X là bnn nhận giá trị trên R. Hàm số

FX (x)=P[X < x], x ∈R,

được gọi là hàm phân phối của bnn X .

Dễ thấy hàm F = FX thỏa mãn:

1. Nếu x ≤ y thì F(y)−F(x)=P[x ≤ X < y];

2. F đơn điệu tăng;

3. F liên tục trái và có giới hạn phải tại mọi điểm;

4. lim
x→−∞F(x)= 0, lim

x→+∞F(x)= 1.

Ngược lại, với bất kì hàm số F : R→ [0,1] thỏa mãn ba tính chất trên thì tồn tại một độ đo xác

suất µ trên (R,B(R)) sao cho F(x)=µ((−∞, x)), với mọi x ∈R (Xem [13], mục 2.5.2).

Trong tiết trước ta đã làm quen với phân phối của các bnn rời rạc. Sau đây ta giới thiệu một

loại bnn thường gặp khác là bnn có phân phối liên tục tuyệt đối.

Định nghĩa 1.2.2. Bnn X được gọi là có phân phối liên tục tuyệt đối với hàm mật độ fX nếu

FX (a)=P[X < a]=
∫ a

−∞
fX (x)dx, ∀a ∈R.

Hàm mật độ f = fX thỏa mãn các tính chất sau đây.

1. f (x)≥ 0 với mọi x ∈R và
∫ +∞

−∞
f (x)dx = 1.

2. P[a < X < b]=
∫ b

a
f (x)dx với mọi số thực a < b. Hơn nữa, với mọi tập Borel A ∈B(R) ta có

P[X ∈ A]=
∫

A
f (x)dx. (1.1)

Từ tính chất thứ hai suy ra nếu bnn X có phân phối liên tục tuyệt đối thì P[X = a] = 0 với mọi

a ∈R.

1.2.2 Ví dụ

Sau đây ta liệt kê một số phân phối liên tục tuyệt đối thường gặp nhất.
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Phân phối đều U[a,b]

Với mỗi cặp số thực a < b. Bnn X được gọi là có phân phối đều trên đoạn [a,b], kí hiệu là

X ∼U[a,b], nếu X nhận giá trị thuộc đoạn [a,b] và có hàm mật độ

fX (x)= 1
b−a

I[a,b](x).

Hàm phân phối của X là

FX (x)=


0 nếu x < a,
x−a
b−a

nếu a ≤ x ≤ b,

1 nếu x > b.

Phân phối mũ Exp(λ)

Giả sử λ> 0. Bnn X được gọi là có phân phối mũ với tham số λ, kí hiệu là X ∼ Exp(λ), nếu

X nhận giá trị trên tập (0,∞) có hàm mật độ

fX (x)=λ−1e−x/λI(0,∞)(x).

Hàm phân phối của X là

FX (x)= (1−λ−1e−x/λ)I(0,∞)(x).

Phân phối chuẩn N(a,σ2)

Bnn X được gọi là có phân phối chuẩn với tham số a,σ2 (σ> 0), kí hiệu là X ∼N(a,σ2), nếu

hàm mật độ của nó có dạng

fX (x)= 1p
2πσ2

e−
(x−a)2

2σ2 , x ∈R.

Phân phối chuẩn N(0,1) được gọi là phân phối chuẩn tắc.

Phân phối Gamma G(α, p)

Bnn X được gọi là có phân phối Gamma với tham số α, p (α, p > 0), kí hiệu là X ∼ G(α, p),
nếu hàm mật độ của nó có dạng

fX (x)= αpxp−1e−αx

Γ(p)
I(0,∞)(x),

trong đó Γ(p)=
∫ ∞

0
xp−1e−xdx.

Phân phối mũ là trường hợp đặc biệt của phân phối Gamma khi p = 1. Phân phối G(
1
2

,
n
2

)

được gọi là phân phối khi bình phương với n bậc tự do (viết gọi là χ2(n)).
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1.2.3 Kì vọng của bnn có phân phối liên tục tuyệt đối

Định lý 1.2.3. Giả sử bnn X có hàm mật độ f và h : R → R là một hàm Borel. Khi đó nếu

E(|h(X )|)<∞ hoặc h là không âm thì

E(h(X ))=
∫

h(x) f (x)dx.

Ví dụ 1.2.4. Giả sử bnn X ∼ Exp(1). Khi đó áp dụng Định lí 1.2.3 cho h(x) = x và h(x) = x2 ta

được

EX =
∫ ∞

0
xe−xdx = 1,

và

EX2 =
∫ ∞

0
x2e−xdx = 2.

1.3 Một số bất đẳng thức

Định lý 1.3.1. 1. (Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz) Nếu X ,Y ∈ L2 thì XY ∈ L1 và

|E(XY )|2 ≤ E(X2)E(Y 2). (1.2)

2. L2 ⊂ L1 và nếu X ∈ L2 thì (EX )2 ≤ E(X2).

3. L2 là một không gian véc tơ: nếu X ,Y ∈ L2 và α,β ∈R thì αX +βY ∈ L2.

Chứng minh. Nếu E(X2)E(Y 2)= 0 thì XY = 0 h.c.c nên |E(XY )|2 = E(X2)E(Y 2)= 0.

Nếu E(X2)E(Y 2) 6= 0, áp dụng bất đẳng thức 2|ab| ≤ a2+b2 với a = X /
√
E(X2) và b =Y /

√
E(Y 2)

rồi lấy kì vọng hai vế, ta được

2E
( XY√

E(X2)E(Y 2)

)
≤ E

( X2

E(X2)

)
+E

( Y 2

E(Y 2)

)
= 2.

Từ đó ta được (1.2).

Áp dụng (1.2) cho Y = 1 ta được khẳng định thứ hai. Khẳng định thứ ba suy ra từ (1.2) và

tính tuyến tính của kì vọng.

Nếu X ∈ L2, ta kí hiệu

DX = E[(X −EX )2].

DX được gọi là phương sai của bnn X . Nó đặc trưng cho độ phân tán của X xung quanh giá

trị trung bình EX . Sử dụng tính tuyến tính của kì vọng, ta có DX = E(X2)− (EX )2.

Định lý 1.3.2. 1. (Bất đẳng thức Markov) Giả sử X ∈ L1, khi đó với mọi a > 0,

P(|X | ≥ a)≤ E(|X |)
a

.
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2. (Bất đẳng thức Chebyshev) Giả sử X ∈ L2, khi đó với mọi a > 0,

P(|X −EX | ≥ a)≤ DX
a2 .

Chứng minh. 1) Do aI{|X |≥a}(w) ≤ |X (w)|I{|X |≥a}(w) ≤ |X (w)| với mọi w ∈Ω. Lấy kì vọng hai vế ta

được aP(|X | ≥ a)≤ E(|X |).
2) Áp dụng Bất đẳng thức Markov, ta có

P(|X −EX | ≥ a)=P(|X −EX |2 ≥ a2)≤ DX
a2 .

1.4 Biến ngẫu nhiên độc lập

Định nghĩa 1.4.1. 1. Các σ-đại số con (Ai)i∈I của A được gọi là độc lập nếu với mọi tập con

hữu hạn J của I và với mọi A i ∈Ai, ta có

P(∩i∈J A i)=
∏
i∈J

P(A i).

2. Các bnn (X i)i∈I nhận giá trị trong (E i,Ei) được gọi là độc lập nếu các σ-đại số (X−1
i (Ei))i∈I

là độc lập.

Định lý 1.4.2. Giả sử X và Y là hai bnn bất kì. Các khẳng định sau là tương đương.

(i) X độc lập với Y ;

(ii) FX ,Y (x, y)= FX (x)FY (y) với mọi x, y ∈R;

(iii) f (X ) và g(Y ) là độc lập với mọi hàm Borel f , g :R→R;

(iv) E[ f (X )g(Y )]= E[ f (X )]E[g(Y )] với mọi hàm Borel f , g :R→R cùng bị chặn hoặc cùng không

âm.

Hệ quả 1.4.3. Giả sử (X ,Y ) là véc tơ ngẫu nhiên có phân phối liên tục tuyệt đối. Khi đó X và Y
là độc lập khi và chỉ khi

f(X ,Y )(x, y)= fX (x) fY (y), với mọi x, y ∈R. (1.3)

Ví dụ 1.4.4. Giả sử X và Y là hai bnn độc lập có phân phối Poisson với tham số lần lượt là λ và

µ (λ,µ> 0). Với mọi số tự nhiên n,

P(X +Y = n)=
n∑

k=0
P(X = k,Y = n−k)=

n∑
k=0

P(X = k)P(Y = n−k)

=
n∑

k=0

e−λλk

k!
e−muµn−k

(n−k)!
= e−λ−µ

n!

n∑
k=0

Ck
nλ

kµn−k = e−λ−µ(λ+µ)n

n!
.

Vây nên X +Y có phân phối Poisson với tham số λ+µ.
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1.5 Hệ số tương quan

Định nghĩa 1.5.1. Hiệp phương sai của hai bnn X ,Y ∈ L2 là

cov(X ,Y )= E[(X −EX )(Y −EY )].

Hệ số tương quan của hai bnn X ,Y ∈ L2 là

ρ(X ,Y )= cov(X ,Y )p
DX DY

.

Sử dụng tính tuyến tính của kì vọng, ta có

cov(X ,Y )= E(XY )−EXEY .

Mặt khác, sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có |cov(X ,Y )| ≤
p

DX DY , nên suy ra

|ρ(X ,Y )| ≤ 1.

Hệ số tương quan ρ(X ,Y ) đặc trưng cho độ phụ thuộc (tuyến tính) của hai bnn X và Y . Nếu

ρ(X ,Y ) ≈ 1 thì X và Y gần như tỉ lệ thuận với nhau, trong khi nếu ρ(X ,Y ) ≈−1 thì X và Y gần

như tỉ lệ nghịch. Trong trường hợp ρ(X ,Y )= 0 ta nói X và Y là không tương quan. Theo Định lí

1.4.2 ta có nếu X và Y là hai biến ngẫu nhiên độc lập thì cov(X ,Y )= 0 nên chúng không tương

quan. Điều ngược lại chưa chắc đã đúng.

Ví dụ 1.5.2. Giả sử X và Y là hai bnn độc lập có cùng phân phối chuẩn N(0,1). Đặt Z = XY và

T = X −Y . Ta có

cov(Z,T)= E(XY (X −Y ))−E(XY )E(X −Y )= 0,

và

cov(Z,T2)= E(XY (X −Y )2)−E(XY )E((X −Y )2)=−2,

vì E(XY ) = EXEY = 0, E(X3Y ) = E(X3)EY = 0, E(XY 3) = EXE(Y 3) = 0 và E(X2Y 2) = E(X2)E(Y 2) = 1.

Vậy Z và T là hai bnn không tương quan nhưng không độc lập.

Mệnh đề 1.5.3. Giả sử (Xn)n≥1 là một dãy các bnn đôi một không tương quan. Khi đó

D(X1 + . . .+ Xn)= D(X1)+ . . .+D(Xn).

Chứng minh. Ta có

D(X1 + . . .+ Xn)= E
[(

(X1 −EX1)+ . . . (Xn −EXn)
)2]

=
n∑

i=1
E[(X i −EX i)2]+2

∑
1≤i< j≤n

E[(X i −EX i)(X j −EX j)]

=
n∑

i=1
E[(X i −EX i)2]=

n∑
i=1

D(X i),

vì E[(X i −EX i)(X j −EX j)]= E(X i X j)−E(X i)E(X j)= 0 với mọi 1≤ i < j ≤ n.
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1.6 Các dạng hội tụ của dãy biến ngẫu nhiên

Định nghĩa 1.6.1. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn xác định trên không gian xác suất (Ω,A,P). Dãy

(Xn) được gọi là

• hội tụ hầu chắc chắn đến bnn X , kí hiệu là Xn
h.c.c−→ X hay lim

n
Xn = X h.c.c, nếu

P
(
w : lim

n→∞ Xn(w)= X (w)
)
= 1;

• hội tụ theo xác suất đến bnn X , kí hiệu là Xn
P−→ X , nếu với mọi ε> 0,

lim
n→∞P(|Xn − X | > ε)= 0;

• hội tụ theo trung bình bậc p (p > 0) đến bnn X , kí hiệu là Xn
Lp
−→ X nếu E(|Xn|p) <∞ với

mọi n, E(|X |p)<∞ và

lim
n→∞E(|Xn − X |p)= 0.

• hội tụ theo phân phối đến bnn X , kí hiệu là Xn
d−→ X nếu

lim
n→∞P[Xn < x]=P[X < x]

với mọi x ∈R thoả mãn P[X = x]= 0.

Mệnh đề 1.6.2. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn.

1. Nếu Xn
Lp
−→ X thì Xn

P−→ X với mọi p > 0.

2. Nếu Xn
h.c.c−→ X thì Xn

P−→ X .

1.7 Luật số lớn

Trong tiết này ta sẽ giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn xác định trên không gian xác suất (Ω,F,P) và

kí hiệu Sn = X1 + . . .+ Xn.

1.7.1 Luật yếu số lớn

Định lý 1.7.1. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn thỏa mãn

lim
n→∞

D(Sn)
n2 = 0.

Khi đó
Sn −ESn

n
P−→ 0, khi n →∞.
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Chứng minh. Với mọi ε> 0, áp dụng bất đẳng thức Chebyshev, ta có

P
(∣∣∣Sn −ESn

n

∣∣∣≥ ε)≤ D(Sn)
n2ε2 → 0 khi n →∞.

Từ đây suy ra điều phải chứng minh.

Sử dụng Mệnh đề 1.5.3, ta có hệ quả sau.

Hệ quả 1.7.2. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy các bnn độc lập và thỏa mãn

lim
n→∞

D(X1)+ . . .+D(Xn)
n2 = 0.

Khi đó
Sn −ESn

n
P−→ 0, khi n →∞.

1.7.2 Luật mạnh số lớn

Định lý 1.7.3. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy các bnn độc lập cùng phân phối. Khi đó

lim
n→∞

Sn −ESn

n
= 0 h.c.c khi và chỉ khi E[|X1|]<+∞.

1.8 Hàm đặc trưng

Định nghĩa 1.8.1. 1. Hàm đặc trưng của bnn X được xác định là ánh xạ ϕX :R→C cho bởi

ϕX (t)= E[eitX ]=
∫
R

eitxdFX (x).

2. Hàm đặc trưng của véc tơ ngẫu nhiên X = (X1, . . . , Xn) là ánh xạ ϕX :Rd →C cho bởi

ϕX (t1, . . . , tn)= E
[

exp
(
i

n∑
j=1

t j X j

)]
.

Ví dụ 1.8.2. Giả sử X có phân phối Poisson với tham số λ> 0. Ta có

ϕt(X )=
∞∑

k=0

e−λλk

k!
eitk = e−ld (λeit)k

k!
= eλ(eit−1).

Ví dụ 1.8.3. Giả sử X có phân phối chuẩn N(0,1). Khi đó

ϕX (t)=
∫ ∞

−∞
eitx e−x2/2

p
2π

dx =
∫ ∞

−∞
cos txp

2π
e−x2/2dx+

∫ ∞

−∞
sin txp

2π
e−x2/2dx.

Do hàm x 7→ e−x2/2 sin tx là hàm khả tích và lẻ nên tích phân thứ hai bằng 0. Theo Định li ?? ta

có thể đạo hàm hai vế của đẳng thức trên theo t và thu được

ϕ′
X (t)=−

∫ ∞

−∞
sin txp

2π
xe−x2/2dx.
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Áp dụng công thức tích phân từng phần, ta được

ϕ′
X (t)=−

∫ ∞

−∞
cos txp

2π
te−x2/2dx =−tϕX (t).

Giải phương trình vi phân
ϕ′

X

ϕX
=−t với điều kiện ϕX (0)= 1, ta được

ϕX (t)= e−t2/2.

Nếu X có phân phối chuẩn N(a,σ2) thì

ϕX (t)= 1p
2πσ2

∫
eitxe−

(x−a)2

2σ2 dx.

Đổi biến y= (x−a)/σ, ta được

ϕX (t)= eita
p

2π

∫
eitσye−y2/2d y= eita−t2σ2/2.

Định lý 1.8.4. Hai véc tơ ngẫu nhiên có cùng phân phối khi và chỉ khi hàm đặc trưng của

chúng bằng nhau.

Ví dụ 1.8.5. Giả sử X và Y là hai bnn độc lập có phân phối Poisson với tham số lần lượt là µ và

λ. Khi đó theo Ví dụ 1.8.2, X +Y có hàm đặc trưng là

ϕX+Y (t)= E(eit(X+Y ))= E(eitX )E(eitY )= e(λ+µ)(eit−1).

Do đó X +Y có phân phối Poisson với tham số µ+λ.

Định lý 1.8.6. Các bnn X1, . . . , Xn là độc lập với nhau khi và chỉ khi

ϕ(X1,...,Xn)(t1, . . . , tn)=ϕX1(t1) . . .ϕXn(tn) với mọi (t1, . . . , tn) ∈Rn.

Ví dụ 1.8.7. Giả sử X và Y là hai bnn độc lập có cùng phân phối chuẩn N(0,1). Theo Ví dụ

1.8.3

ϕ(X+Y ,X−Y )(t, s)= Eeit(X+Y )+is(X−Y ) = Eei(t+s)XEei(t−s)Y = e−t2−s2
.

Lần lượt cho s và t bằng 0 ở đẳng thức trên, ta được ϕX+Y (t) = e−t2
và ϕX−Y (s) = e−s2

. Do đó

X +Y và X −Y đều có phân phối chuẩn N(0,2). Hơn nữa, chúng là độc lập vì

ϕ(X+Y ,X−Y )(t, s)=ϕX+Y (t)ϕX−Y (s) với mọi t, s ∈R.

Định lí sau cho ta một tiêu chuẩn rất hữu hiệu để kiểm tra sự hội tụ theo phân phối của

một dãy bnn. Chứng minh định lí có thể được tham khảo trong [13] trang 196-199.

Định lý 1.8.8. Dãy biến ngẫu nhiên Xn hội tụ theo phân phối đến X khi và chỉ khi dãy hàm

đặc trưng của Xn hội tụ điểm đến hàm đặc trưng của X .
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Kết quả sau thường được dùng trong thống kê

Định lý 1.8.9 (Định lý Slutsky). Giả sử dãy biến ngẫu nhiên Xn hội tụ theo phân phối đến X và

dãy biến ngẫu nhiên An hội tụ theo xác suất đến hằng số A. Khi đó

• AnXn
d−→ AX .

• An + Xn
d−→ A+ X .

• Xn/An
d−→ X /A nếu A 6= 0.

Ví dụ 1.8.10. Giả sử với mỗi n ≥ 1, bnn Xn có phân phối chuẩn N(an,σ2
n) trong đó an → 0 và

σ2
n → 1 khi n →∞. Khi đó dãy bnn (Xn) hội tụ yếu đến phân phối chuẩn tắc N(0,1) vì

ϕXn(t)= eitan−σ2
n t2/2 → e−t2/2.

1.9 Định lí giới hạn trung tâm

Định lý 1.9.1. Giả sử (Xn)n≥1 là dãy bnn độc lập và cùng phân phối với E(Xn)=µ và DXn =σ2 ∈
(0,∞). Đặt Sn = X1 + . . .+ Xn. Khi đó dãy bnn Yn = Sn −nµ

σ
p

n
hội tụ theo phân phối tới bnn Y có

phân phối chuẩn N(0,1).

Ví dụ 1.9.2. Giả sử (X j) j≥1 là dãy bnn độc lập cùng phân phối với P(X j = 1) = p và P(X j = 0) =
1− p với p ∈ (0,1). Ta có µ= E(X j)= p và σ2 = DX j = p(1− p). Theo Luật mạnh số lớn, ta có

Sn

n
h.c.c−→ p,

và theo Định lí Giới hạn trung tâm 1.9.1, ta có

Sn −np√
np(1− p)

w−→ Z ∼ N(0,1).

1.10 Phân phối chuẩn nhiều chiều

Định nghĩa 1.10.1. Một biến ngẫu nhiên X = (X1, . . . , Xn) nhận giá trị trong Rn là Gauss (hoặc

chuẩn nhiều chiều) nếu mọi tổ hợp tuyến tính
n∑

j=1
a j X j hoặc là một hằng số hoặc là một biến

ngẫu nhiên có phân phối chuẩn (1 chiều).

Hàm đặc trưng là một công cụ hữu ích để nghiên cứu các biến ngẫu nhiên Gauss.
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Định lý 1.10.2. X là một biến ngẫu nhiên Gauss nhận giá trị trong Rd khi và chỉ khi hàm đặc

trưng của nó có dạng

ϕX(u)= exp
(
i〈u,µ〉− 1

2
〈u,Qu〉

)
,

trong đó µ ∈ Rn và Q là một ma trận n×n nửa xác định không âm đối xứng. Khi đó, Q là ma

trận covarian của X và µ là kì vọng của X, nghĩa là

µ j = E[X j], Qk, j = cov(Xk, X j), với mọi j và k.

Ví dụ 1.10.3. Cho X1, . . . , Xn là các biến ngẫu nhiên độc lập nhận giá trị trong R có phân phối

N(µ j,σ2
j ), khi đó X = (X1, . . . , Xn) là Gauss. Hơn nữa, với bất kì ma trận hằng số A ∈ Rm×n thì

Y=QX∗ là một biến ngẫu nhiên Gauss m chiều.

Mệnh đề 1.10.4. Cho X là một biến ngẫu nhiên Gauss nhận giá trị trong Rn. Khi đó, các biến

ngẫu nhiên X j độc lập khi và chỉ khi ma trận covarian Q của X là ma trận đường chéo.

Mệnh đề 1.10.5. Cho X là một biến ngẫu nhiên Gauss nhận giá trị trong Rn. X có một mật độ

trên Rn khi và chỉ khi ma trận covarian Q không suy biến (nghĩa là, detQ 6= 0), và hàm mật độ

xác suất của X được cho bởi

fX(x)= 1

2πn/2
√

det Q
e−

1
2 〈x−µ,Q−1(x−µ)〉.

1.11 Phân phối Gamma, khi bình phương, student and F

1.11.1 Phân phối Gamma

Định nghĩa 1.11.1. Một biến ngẫu nhiên X được gọi là có phân phối Gamma G(α,λ) nếu hàm

mật độ xác suất của nó được xác định bởi

fX (x)= xα−1e−x/λ

Γ(α)λα
I{x>0},

trong đó, Γ(α)=
+∞∫
0

xα−1e−xdx được gọi là hàm số Gamma.

Chú ý rằng G(1,λ)= Exp(λ).

Mệnh đề 1.11.2. Nếu X có phân phối G(α,λ) thì

E[X ]=αλ, DX =αλ2.

Hơn nữa, hàm đặc trưng của X được xác định bởi

ϕX (t)=
∫ ∞

0
eitx xα−1e−x/λ

Γ(α)λα
dx =

( 1
1− iλt

)α
.

Hệ quả 1.11.3. Cho (X i)1≤i≤n là dãy các biến ngẫu nhiên độc lập. Giả sử với mỗi i, X i có phân

phối G(αi,λ). Khi đó, S = X1 +·· ·+ Xn có phân phối G(α1 +·· ·+αi,λ).
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Hình 1.1: Mật độ của phân phối Gamma

1.11.2 Phân phối khi bình phương

Định nghĩa 1.11.4. Cho (Zi)1≤i≤n là một dãy các biến ngẫu nhiên độc lập cùng phân phối

chuẩn tắc. Khi đó, phân phối của V = Z2
1 + . . .+Z2

n được gọi là phân phối khi bình phương với

bậc tự do n và được kí hiệu là χ2
n.

Chú ý: vì Z2
i có phân phối G(

1
2

,2) nên χ2
n có phân phối G(

n
2

,2). Hơn nữa,

E[χ2
n]= n, Dχ2

n = 2n.

Một hệ quả cần chú ý từ định nghĩa của phân phối khi bình phương là nếu hai biến ngẫu

nhiên U và V độc lập với U ∼ χ2
n và V ∼ χ2

m thì U +V ∼ χ2
m+n.
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Hình 1.2: Mật độ của phân phối χ2
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1.11.3 Phân phối Student

Định nghĩa 1.11.5. Nếu Z và U là hai biến ngẫu nhiên độc lập với Z ∼ N(0;1) và U ∼ χ2
n thì

phân phối của
Zp
U /n

được gọi là phân phối Student với bậc tự do n.

Phân phối Student còn được gọi là phân phối t.

Mệnh đề 1.11.6. Hàm mật độ xác suất của phân phối Student với bậc tự do n là

fn(t)=
Γ
(

n+1
2

)
p

nπΓ
(

n
2

)(
1+ t2

n

)−(n+1)/2
.

Ngoài ra,

fn(t) n→∞−→ 1p
2π

e−t2/2.
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Hình 1.3: Mật độ của phân phối Student

1.11.4 Phân phối F

Định nghĩa 1.11.7. Cho U và V là hai biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối khi bình

phương với bậc tự do lần lượt là m và n. Khi đó, phân phối của biến ngẫu nhiên

W = U /m
V /n

được gọi là phân phối F với bậc tự do m và n và được kí hiệu là Fm,n.

Hàm mật độ xác suất của W là

f (x)=
Γ
(

m+n
2

)
Γ
(

m
2

)
Γ
(

n
2

)(m
n

)m/2
xm/2−1

(
1+ m

n
x
)−(m+n)/2

, x ≥ 0.
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Hình 1.4: Mật độ của phân phối F

1.12 Phân phối của trung bình và phương sai mẫu

Cho (Xn) là dãy các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối chuẩn N(µ,σ2), và đặt

X n = 1
n

n∑
i=1

X i, s2
n = 1

n−1

n−1∑
i=1

(X i − X n)2

Mệnh đề 1.12.1. Biến ngẫu nhiên X n và vectơ của các biến ngẫu nhiên (X1−X n, X2−X n, . . . , Xn−
X n) độc lập với nhau.

Chứng minh. Ta có:

sX n +
n∑

i=1
ti(X i − X n)=

n∑
i=1

ai X i

trong đó ai = s
n
+ (ti − t). Chú ý rằng:

n∑
i=1

ai = s and
n∑

i=1
a2

i =
s2

n
+

n∑
i=1

(ti − t)2.

Do đó, hàm đặc trưng của vectơ ngẫu nhiên (X n, X1 − X n, X2 − X n, . . . , Xn − X n) là

= E[exp(isX n + i
n∑

j=1
t j(X j − X n)]=

n∏
j=1

exp
(
iµa j − σ2

2
a2

j

)
= exp

(
iµs− σ2

2n
s2

)
exp

(
− σ2

2

n∑
i=1

(ti − t)2
)
.

Khi s = 0, ta thấy số hạng đầu là hàm đặc trưng của X n còn số hạng thứ hai là (X1 − X n, X2 −
X n, . . . , Xn − X n). Do đó, ta có điều phải chứng minh.

Hệ quả 1.12.2. X n và s2
n độc lập với nhau.


