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THÔNG TIN VỀ HỌC PHẦN

Đây là học phần thuộc nhóm kiến thức cơ sở cho sinh viên khối ngành Kỹ thuật

- Công nghệ, nó được giảng dạy ở học kỳ 2 của năm thứ nhất. Nếu sinh viên đã học

học phần Đại số tuyến tính, thì việc tiếp thu nhiều kiến thức trong học phần này

sẽ được tốt hơn.

Giảng viên sẽ dạy học phần này 75 tiết trên lớp, gồm 60 tiết lý thuyết và 15 tiết

bài tập, còn sinh viên tự học 150 tiết. Thi trắc nghiệm giữa kỳ 2 lần và thi tự luận

vào cuối kỳ.

Học phần này cung cấp các kiến thức cơ sở về Toán Giải tích giúp cho sinh viên

có công cụ để tiếp thu được các các học phần chuyên ngành thuộc các ngành Kỹ

thuật - Công nghệ. Thông qua đó, rèn luyện cho sinh viên tính cẩn thận, chính xác,

tỉ mỉ và sáng tạo, đồng thời, giúp sinh viên rèn luyện và làm quen với một số kỹ

năng như hợp tác làm việc nhóm, tổ chức nhóm làm việc, chuẩn bị và thuyết trình

báo cáo kết quả làm việc nhóm trước tập thể.
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MỞ ĐẦU

Bài giảng này dùng cho sinh viên các ngành kỹ thuật và công nghệ, nó được biên

soạn theo đề cương chi tiết học phần Giải tích trong chương trình đào tạo đại học

hệ chính qui theo chương trình tiếp cận CDIO của Trường Đại học Vinh, ban hành

năm 2017. Vì đặc thù của ngành học kỹ thuật, công nghệ và thời lượng hạn chế nên

chúng tôi cố gắng hình thành các khái niệm, giới thiệu các tính chất cơ bản, không

đi sâu vào những vấn đề nặng về lý thuyết mà tập trung vào những kết quả và ứng

dụng của nó. Bên cạnh đó, chúng tôi cũng chỉ ra những tài liệu để những người có

nhu cầu nghiên cứu tìm đọc.

Nội dung chính của tập bài giảng này là lý thuyết giới hạn, liên tục, phép tính

vi phân, phép tính tích phân của hàm một biến số và lý thuyết chuỗi, hàm nhiều

biến, tính liên tục và tính khả vi của hàm nhiều biến, tích phân bội và đại cương về

phương trình vi phân. Một số vấn đề trong đó, sinh viên đã được làm quen ở chương

trình phổ thông, khi giảng dạy giảng viên có thể trình bày lướt qua như việc tính

đạo hàm, khảo sát và vẽ đồ thị hàm số, tìm nguyên hàm, cách tính tích phân xác

định,... Trong giáo trình này, chúng tôi vẫn trình bày đầy đủ các vấn đề trên nhưng

ở mức độ chi tiết hơn.

Bài giảng này trước đây sinh viên được lên lớp nghe giảng khoảng 90 tiết. Bây

giờ, đào tạo theo chương trình tiếp cận CDIO, để phát huy khả năng tự học, sinh

viên chỉ lên lớp nghe giảng 75 tiết, phần còn lại phải tự nghiên cứu ở nhà. Để tạo

điều kiện thuận lợi cho người đọc, sau các định nghĩa, định lý chúng tôi đưa ra nhiều

ví dụ minh hoạ, sau mỗi chương có đưa ra các vấn đề thảo luận và hệ thống bài tập.

Đây là lần đầu tiên biên soạn bài giảng theo chương trình tiếp cận CDIO, cho

nên mặc dù chúng tôi đã có rất nhiêu cố gắng nhưng chắc rằng còn có những sai

sót. Chúng tôi rất mong nhận được sự góp ý, phê bình của người đọc.
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CHƯƠNG 1

SỐ THỰC VÀ GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ

I.1. GIỚI THIỆU

Để nghiên cứu các khái niệm cơ bản của giải tích (như hội tụ, liên tục, phép tính

vi phân, phép tính tích phân,...) đòi hỏi người học phải nắm vững các khái niệm

cơ bản về số thực, dãy số, sự hội tụ của dãy số và các tính chất của chúng. Vì vậy,

chương này trình bày đại cương về số thực, dãy số, sự hội tụ của dãy số và các tính

chất của chúng.

I.2. MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG

Giới thiệu cấu trúc cơ bản của tập các số thực, trình bày các khái niệm và tính

chất cơ bản của giới hạn dãy số.

I.3. CHUẨN ĐẦU RA CỦA CHƯƠNG

1. Giới thiệu cấu trúc cơ bản của tập các số thực, nắm được các khái niệm

và phân biệt được maximum với suprimum, minimum với infimum và biết cách tìm

inf, sup của một số tập hợp, điều kiện tồn tại sup, inf.

2. Phát biểu được các khái niệm về các loại dãy: dãy hội tụ, dãy con, dãy đơn

điệu, dãy bị chặn.

3. Phát biểu được các tính chất cơ bản của dãy số hội tụ và biết vận dụng để

tính giới hạn của dãy số.

4. Trình bày được điều kiện hội tụ của dãy đơn điệu và biết vận dụng để xét

sự tồn tại giới hạn của các dãy số.

5. Trình bày được mối liên hệ giữa dãy hội tụ và dãy bị chặn.

6. Trình bày được định nghĩa dãy có giới hạn bằng ±∞ và mối quan hệ giữa

dãy có giới hạn ±∞ với dãy bị chặn.

7. Biết được các cách tìm được giới hạn của một số dãy số.
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2 Giáo trình Giải tích

I.4. NỘI DUNG CỦA CHƯƠNG

1 Số thực

1.1 Tập hợp các số thực

Vì thời lượng không cho phép, chúng ta không đi sâu nghiên cứu việc xây dựng

tập các số thực và các tính chất của nó. Chúng ta công nhận sự tồn tại của tập các

số thực và nhận biết tập các số thực qua những mô tả sau đây.

Như thường lệ, ta ký hiệu

Tập các số tự nhiên {0, 1, 2, ...} được ký hiệu là N.

Tập các số tự nhiên dương {1, 2, ...} được ký hiệu là N∗.

Tập các số nguyên {...,−2,−1, 0, 1, 2, ...} được ký hiệu là Z. Các số −1, −2, −3, −4, . . .

được gọi là các số nguyên âm.

Tập các số hữu tỷ
{m
n

: m ∈ Z, n ∈ N∗
}

được ký hiệu là Q. Hai số hữu tỷ
m

n
,

r

s
được gọi là bằng nhau và viết

m

n
=
r

s
nếu ms = nr. Người ta chứng minh được

rằng mỗi số hữu tỷ có thể biểu diễn dưới dạng một số thập phân hữu hạn hay vô

hạn tuần hoàn. Các số thập phân vô hạn không tuần hoàn được gọi là các số vô tỷ.

Tập hợp gồm các số hữu tỷ và các số vô tỷ được gọi là tập các số thực (nói gọn

là tập số thực) và ký hiệu là R.

Các phép toán, thứ tự (các bất đẳng thức) trong tập số thực; khái niệm và tính

chất của giá trị tuyệt đối đã được giới thiệu trong chương trình toán phổ thông, ở

đây không trình bày lại, muốn tìm hiểu đầy đủ các vấn đề này cũng như việc xây

dựng tập số thực và tính chất của nó bạn đọc có thể tìm đọc trong các tài liệu tham

khảo [1], [2], [3], [5] của chương 1. Sau đây chúng ta trình bày một số tính chất của

tập các số thực cần dùng về sau.

Trên tập các số thực R ta trang bị 2 phép toán cộng và nhân thỏa mãn các

tính chất kết hợp, giao hoán, phân phối của phép nhân với phép cộng, phép cộng có

phần tử không 0 mà cộng với bất kỳ số thực x nào cũng bằng chính nó, phép nhân

có phần tử đơn vị 1 mà nhân với bất kỳ số thực x nào cũng bằng chính nó, mỗi số

thực có phần tử đối và mỗi số thực khác 0 có phần tử nghịch đảo.

Mỗi số thực x ∈ R được đặt tương ứng với một số thực không âm duy nhất |x|



 

 

 

 

 

 

 

3 Giáo trình Giải tích

và gọi là giá trị tuyệt đối của x được cho bởi

|x| =

{
x nếu x ≥ 0,

−x nếu x < 0.

Trên tập các số thực R ta còn trang bị một thứ tự ≤ cho bởi

Với x, y ∈ R, x ≤ y (hay y ≥ x) ⇔ y − x ≥ 0.

Cho một trục số ∆ (Hình 1.1).

O x M

Hình 1.1

Chọn một điểm gốc O cố định trên ∆. Người ta có thể chứng minh rằng tương ứng

R ∋ x 7→M ∈ ∆ xác định như sau:

a) Độ dài của đoạn OM là |x|,

b) M ở bên phải điểm gốc O nếu x > 0, ở bên trái nếu x < 0 và M trùng với O

nếu x = 0, cho ta một song ánh từ R lên trục số ∆. Vì vậy trục số ∆ xem như một

biểu diễn hình học của R.

1.2 Tập hợp số thực mở rộng

1.2.1 Định nghĩa. Tập số thực mở rộng ký hiệu là R theo định nghĩa là tập R

cùng với hai điểm được ký hiệu là −∞ và +∞ không thuộc R,

R = R ∪ {−∞,+∞}, −∞,+∞ /∈ R.

Điểm −∞ được gọi là điểm âm vô cùng còn +∞ gọi là dương vô cùng.

1.2.2 Chú ý. Ta luôn quy ước

1) −∞ < x < +∞ với mọi x ∈ R.

2) −(+∞) = −∞; −(−∞) = +∞.

3) x+ (+∞) = +∞; x+ (−∞) = −∞;
x

±∞
= 0, với mọi x ∈ R.

4) Nếu x ∈ R, x > 0 thì x.(+∞) = +∞; x.(−∞) = −∞. Còn nếu x ∈ R, x <

0 thì x.(+∞) = −∞; x.(−∞) = +∞



 

 

 

 

 

 

 

4 Giáo trình Giải tích

1.3 Tập bị chặn, cận trên, cận dưới

1.3.1 Định nghĩa. Giả sử A ⊆ R và y ∈ R. Ta nói

1) y là cận trên của A nếu x 6 y với mọi x ∈ A. Khi đó ta còn nói A bị chặn

trên bởi y.

2) y là cận dưới của A nếu x > y với mọi x ∈ A. Khi đó ta còn nói A bị chặn

dưới bởi y.

3) A là bị chặn nếu nó vừa bị chặn trên và vừa bị chặn dưới tức là tồn tại y, z ∈ R

sao cho

y 6 x 6 z ∀x ∈ A.

1.3.2 Ví dụ. 1) Cho A = {1− x2 : x ∈ R}. Khi đó 1 là cận trên của A.

2) Cho A = {x2 − 1 : x ∈ R, x ̸= 0}. Khi đó −1 là cận dưới của A.

3) Cho A =
{ 2x2

1 + x4
: x ∈ R

}
. Khi đó 0 là cận dưới của A và 1 là cận trên của

A. Do đó A bị chặn.

1.3.3 Định nghĩa. Giả sử A ⊆ R và A ̸= ϕ.

1) Số nhỏ nhất (nếu tồn tại là duy nhất) trong các cận trên của A gọi là cận

trên đúng của A và viết là supA hay sup
x∈A

x.

2) Số lớn nhất (nếu tồn tại là duy nhất) trong các cận dưới của A gọi là cận dưới

đúng của A và viết là inf A hay inf
x∈A

x.

1.3.4 Nhận xét. a) Hiển nhiên supA là cận trên của A và inf A là cận dưới của

A.

b) y = supA khi và chỉ khi x 6 y ∀x ∈ A và với mọi ε > 0 tồn tại xε ∈ A sao

cho y − ε < xϵ.

y = inf A khi và chỉ khi x > y ∀x ∈ A và với mọi ε > 0 tồn tại xε ∈ A sao cho

xϵ < y + ε.

c) − supA = inf(−A), − inf A = sup(−A).

1.3.5 Ví dụ. 1) Cho A = {1− x2 : x ∈ R}. Ta thấy 2 và 3 đều là cận trên của A.

Tuy nhiên cận trên đúng của A là 1. Thật vậy, rõ ràng 1 là cận trên của A. Ta cần

chứng minh 1 là cận trên nhỏ nhất. Giả sử a < 1. Lấy 0 < x <
√
1− a. Ta có

1− x2 > a



 

 

 

 

 

 

 

5 Giáo trình Giải tích

hay a không là cận trên của A. Do đó 1 là cận trên nhỏ nhất. Vậy supA = 1.

Tương tự ta chứng minh được B = {1 − x2 : x ∈ R, x ̸= 0} cũng có cận trên

đúng là 1. Điều này chứng tỏ cận trên đúng có thể không phải là giá trị lớn nhất.

2) Cho A =
{ 1
n
: n = 1, 2, ...

}
. Khi đó supA = 1 và inf A = 0.

Rõ ràng supA = 1. Ta chỉ ra inf A = 0. Thật vậy, vì x =
1

n
> 0 với mọi

n = 1, 2, ..., nên 0 là cận dưới của A. Với mọi ε > 0 nếu chọn

n0 =
[1
ε

]
+ 1 ∈ N

trong đó [x] ký hiệu là phần nguyên của số thực x thì xε =
1

n0

∈ A và xε < ε. Vậy

inf A = 0.

Định lý sau đây cho chúng ta điều kiện để một tập là có cận trên đúng hoặc cận

dưới đúng. Chứng minh định lý này có thể xem trong các tài liệu tham khảo [1], [2],

[3], [5] của chương 1.

1.3.6 Định lý. (Nguyên lý supremum) Cho A ⊆ R và A ̸= ϕ.

1) Nếu A bị chặn trên thì A có cận trên đúng.

2) Nếu A bị chặn dưới thì A có cận dưới đúng.

1.3.7 Định nghĩa. Cho a, b ∈ R với a 6 b. Đặt

[a, b] = {x ∈ R : a 6 x 6 b}; [a, b) = {x ∈ R : a 6 x < b};

(a, b] = {x ∈ R : a < x 6 b}; (a, b) = {x ∈ R : a < x < b}.

Tập thứ nhất được gọi là đoạn, tập thứ hai và thứ ba gọi là nửa đoạn, tập cuối gọi

là khoảng với hai đầu mút là a và b.

Giả sử a ∈ R và δ > 0. Khoảng (a − δ, a + δ) được gọi là δ-lân cận bán kính δ

của a.

1.3.8 Định lý. (Bổ đề các đoạn lồng nhau) Nếu {[an, bn]} là dãy các đoạn lồng

nhau giảm dần, tức là

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ ... ⊃ [an, bn] ⊃ ...

thì
∞∩
n=1

[an, bn] ̸= ϕ.



 

 

 

 

 

 

 

6 Giáo trình Giải tích

1.3.9 Định lý. Nếu α và β là hai số thực và α < β thì tồn tại số hữu tỷ r sao cho

α < r < β.

1.3.10 Chú ý. 1) Định lý 1.3.9 nói lên tính trù mật của tập số hữu tỷ trong tập

các số thực và cho thấy rằng giữa hai số thực có vô số số hữu tỷ nằm giữa chúng.

2) Muốn tìm hiểu chứng minh Định lý 1.3.9 chúng ta có thể xem trong các tài

liệu tham khảo [1], [2], [3], [5] của chương 1.

1.3.11 Định nghĩa. Nếu A ⊆ R, A ̸= ϕ không bị chặn trên hoặc +∞ ∈ A thì ta

coi supA = +∞.

Cũng như vậy nếu A ⊆ R, A ̸= ϕ không bị chặn dưới hoặc −∞ ∈ A thì ta coi

inf A = −∞.

2 Giới hạn của dãy số

2.1 Các khái niệm và tính chất cơ bản của dãy số hội tụ

2.1.1 Định nghĩa. Cho X là một tập hợp tuỳ ý. Một ánh xạ u : N∗ → X được

gọi là một dãy trong X.

Nếu X = R thì dãy trong R gọi là dãy số. Bằng cách đặt un = u(n), n ∈ N∗,

dãy u có thể viết là

u1, u2, ..., un, ... hay viết gọn {un}∞n=1 hoặc {un}.

Một phần tử của dãy được gọi là số hạng của dãy. Phần tử un được gọi là số hạng

thứ n của dãy.

Dãy được gọi là vô hạn nếu u(N∗) là tập vô hạn. Nói chung ta thường xét dãy

là vô hạn. Khi un ̸= um với mọi n ̸= m dãy {un} được gọi là dãy phân biệt.

2.1.2 Ví dụ. 1) Ánh xạ u : N∗ → R xác định bởi u(n) =
n

1 + n2
với mọi n ∈ N∗

là một dãy số. Dãy này là vô hạn. Ta còn viết dãy này là
{ n

1 + n2

}∞

n=1
.

2) Ánh xạ u : N∗ → R xác định bởi u(n) = (−1)n với mọi n ∈ N∗ là một dãy

số. Dãy này chỉ gồm hai phần tử là ±1.
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Về sau người ta còn cho một dãy số bởi công thức xác định số hạng tổng quát

của nó là un = u(n), n = 1, 2, ... Chẳng hạn, cho dãy số un =
n

1 + n2
, n = 1, 2, ...

Sau đây, chúng tôi trình bày khái niệm quan trọng nhất liên quan đến dãy số là

khái niệm giới hạn dãy số.

2.1.3 Định nghĩa. Cho dãy số {un} ⊂ R. Nếu tồn tại a ∈ R sao cho

∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε) ∀n > n0 : |un − a| < ε

thì ta nói a là giới hạn của dãy {un} và {un} gọi là hội tụ tới a. Lúc đó, ta viết

a = lim
n→∞

un hay un → a khi n→ ∞.

Một dãy có giới hạn trong R được gọi là dãy hội tụ. Các trường hợp còn lại gọi là

dãy phân kỳ.

2.1.4 Ví dụ. 1) Dãy
{ 1
n

}
hội tụ đến 0 , bởi vì với mọi ε > 0 nếu ta lấy n0 =

[1
ε

]
,

thì với mọi n > n0 =
[1
ε

]
ta sẽ có

1

n
< ε, trong đó

[1
ε

]
là phần nguyên của

1

ε
.

2) Dãy
{n+ 1

n− 1

}
hội tụ tới 1. Thật vậy, với mọi ε > 0 ta có

∣∣∣n+ 1

n− 1
− 1
∣∣∣ = 2

n− 1
< ε

với mọi n > n0 =
[2
ε

]
+ 1.

2.1.5 Định lý. Mọi dãy hội tụ đều có giới hạn duy nhất.

Chứng minh. Trước hết, ta chú ý rằng nếu |a1 − a2| < ε với mọi ε > 0 thì a1 = a2.

Thật vậy, giả sử a1 ̸= a2. Khi đó nếu lấy ε =
|a1 − a2|

2
> 0 thì |a1 − a2| > ε. Điều

này mâu thuẫn với |a1 − a2| < ε với mọi ε. Vậy a1 = a2.

Bây giờ, nếu {un} có giới hạn là a1 và a2. Khi đó, theo Định nghĩa 2.1.3, với

ε > 0 bé tùy ý

∃n1, ∀n > n1 : |un − a1| <
ε

2

∃n2, ∀n > n2 : |un − a2| <
ε

2
.
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Khi đó, với n0 > max{n1, n2} ta có

|a1 − a2| 6 |a1 − un0 |+ |un0 − a2| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Từ chứng minh trên ta suy ra a1 = a2.

2.1.6 Định nghĩa. Dãy số {un} ⊂ R được gọi là bị chặn trên nếu tồn tại M ∈ R

sao cho

un 6M, ∀n > 1.

Dãy {un} ⊂ R được gọi là bị chặn dưới nếu tồn tại m ∈ R sao cho

un > m, ∀n > 1.

Dãy{un} vừa bị chặn trên vừa bị chặn dưới được gọi là bị chặn. Như vậy dãy {un}
bị chặn khi và chỉ khi

sup
n>1

|un| <∞.

2.1.7 Ví dụ. 1) Dãy
{ 1
n

}
bị chặn vì 0 <

1

n
6 1, với mọi n ≥ 1.

2) Dãy {(−1)n} bị chặn vì |(−1)n| = 1 với mọi n ≥ 1.

3) Dãy {(−1)nn} không bị chặn trên vì với mọi M ∈ R đều tồn n sao cho

(−1)nn > M. Tương tự dãy này cũng không bị chặn dưới.

Định lý sau nêu lên mối quan hệ giữa dãy hội tụ và dãy bị chặn.

2.1.8 Định lý. Mọi dãy hội tụ đều bị chặn.

Chứng minh. Giả sử lim
n→∞

un = a ∈ R. Khi đó từ Định nghĩa 2.1.3 tồn tại n0 sao

cho

|un − a| < 1 ∀n > n0.

Đặt M = max{|u1|, |u2|, ..., |un0 |, |a| + 1}. Ta nhận được |un| 6 M ∀n > 1. Vậy

{un} là dãy bị chặn.

2.1.9 Chú ý. Điều ngược lại của định lý nói chung không đúng. Dãy {(−1)n} bị

chặn nhưng không hội tụ.

2.1.10 Định nghĩa. Cho hai dãy số {un} và {vn}. Khi đó các dãy {un + vn},

{un−vn}, {unvn} và
un

vn
, (vn ̸= 0) lần lượt được gọi là dãy tổng, hiệu, tích và thương

của hai dãy trên.
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Định lý sau nói về các phép toán của dãy hội tụ. Bạn đọc có thể xem chứng

minh trong tài liệu tham khảo [2], [3].

2.1.11 Định lý. Giả sử {un} và {vn} là các dãy hội tụ. Khi đó các dãy tổng, hiệu

và tích của chúng cũng hội tụ và

lim
n→∞

(un + vn) = lim
n→∞

un + lim
n→∞

vn;

lim
n→∞

(un − vn) = lim
n→∞

un − lim
n→∞

vn;

lim
n→∞

(unvn) = lim
n→∞

un. lim
n→∞

vn.

Nếu lim
n→∞

vn ̸= 0 thì

lim
n→∞

un

vn
=

lim
n→∞

un

lim
n→∞

vn
.

Từ Định nghĩa 2.1.3 và bất đẳng thức∣∣|x| − |y|
∣∣ 6 |x− y|, ∀x, y ∈ R

ta có ngay định lý sau.

2.1.12 Định lý. Nếu lim
n→∞

un = a thì lim
n→∞

|un| = |a|.

2.1.13 Chú ý. 1) Chiều ngược lại của định lý là không đúng. Chẳng hạn lim
n→∞

|(−1)n| =
1 nhưng không tồn tại lim

n→∞
(−1)n.

2) Nếu a = 0 thì chiều ngược lại của định lý vẫn đúng, tức là lim
n→∞

un = 0 khi và

chỉ khi lim
n→∞

|un| = 0.

Các định lý sau cho ta các tính chất quan trọng của dãy số hội tụ. Bạn đọc có

thể xem chứng minh trong các tài liệu tham khảo [1], [2], [3], [5] của chương 1.

2.1.14 Định lý. Cho {un} là dãy hội tụ.

1) Nếu un > α với mọi n đủ lớn, tức là tồn tại n0 ∈ N sao cho un > α với mọi

n > n0 thì lim
n→∞

un > α. Ngược lại, nếu lim
n→∞

un > α thì un > α với mọi n đủ lớn.

2) Nếu un 6 β với mọi n đủ lớn thì lim
n→∞

un 6 β. Ngược lại, nếu lim
n→∞

un < β thì

un > β với mọi n đủ lớn.

2.1.15 Định lý. (Nguyên lý kẹp) Cho {un}, {vn} là hai dãy số hội tụ, lim
n→∞

un =

lim
n→∞

vn = a và dãy số {wn}. Nếu khi n đủ lớn ta có un 6 wn 6 vn thì {wn} hội tụ

và lim
n→∞

wn = a.
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Định lý trên có nhiều ứng dụng trong việc tìm giới hạn của dãy số.

2.1.16 Ví dụ. 1) Tìm giới hạn lim
n→∞

sinn

n
.

Ta có

− 1

n
6 sinn

n
6 1

n
∀n = 1, 2, ...

và

lim
n→∞

(
− 1

n

)
= lim

n→∞

1

n
= 0.

Do đó lim
n→∞

sinn

n
= 0

2) Tìm giới hạn lim
n→∞

(
1

√
n2 + 1

+
1

√
n2 + 2

+ ...+
1

√
n2 + n

)
.

Ta có

n
√
n2 + n

<
1

√
n2 + 1

+
1

√
n2 + 2

+ ...+
1

√
n2 + n

<
n

√
n2 + 1

∀n

và

lim
n→∞

n
√
n2 + n

= lim
n→∞

n
√
n2 + 1

= 1.

Vậy

lim
n→∞

(
1

√
n2 + 1

+
1

√
n2 + 2

+ ...+
1

√
n2 + n

)
= 1.

2.2 Điều kiện hội tụ của dãy đơn điệu, số e

Trong mục này chúng ta nghiên cứu về sự hội tụ của các dãy đơn điệu.

2.2.1 Định nghĩa. Dãy số {un} được gọi là đơn điệu tăng (tương ứng, tăng ngặt)

nếu

un 6 un+1 (tương ứng, un < un+1) ∀n > 1.

Dãy số {un} được gọi là đơn điệu giảm (tương ứng, giảm ngặt) nếu

un > un+1 (tương ứng, un > un+1) ∀n > 1.

Dãy đơn điệu tăng hoặc đơn điệu giảm được gọi chung là dãy đơn điệu.

Định lý sau đưa ra điều kiện đủ để dãy đơn điệu là hội tụ.
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2.2.2 Định lý. 1) Nếu dãy {un} đơn điệu tăng và bị chặn trên thì nó hội tụ và

lim
n→∞

un = sup
n
un.

2) Nếu dãy {un} đơn điệu giảm và bị chặn dưới thì nó hội tụ và

lim
n→∞

un = inf
n
un.

Chứng minh của định lý này bạn đọc có thể tham khảo trong các tài liệu tham

khảo [1], [2], [3], [5] của chương 1.

2.2.3 Ví dụ. Khảo sát sự hội tụ của dãy số {un},

un = 1 +
1

4
+

1

9
+ ...+

1

n2
, n = 1, 2, ...

Vì

un+1 − un =
1

(n+ 1)2
> 0 ∀n

nên dãy {un} đơn điệu tăng. Mặt khác

un = 1 +
1

4
+

1

9
+ ...+

1

n2

< 1 +
1

1.2
+

1

2.3
+ ....+

1

(n− 1)n

= 1 + 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ ...+

1

n− 1
− 1

n

= 2− 1

n
< 2 ∀n.

nên dãy {un} bị chặn trên. Do đó dãy {un} hội tụ.

2.2.4 Ví dụ. Số e. Xét dãy số un =
(
1 +

1

n

)n
.

Ta chứng minh {un} là dãy tăng. Xét n+ 1 số dương

x1 = 1, x2 = x3 = .... = xn+1 = 1 +
1

n
.

Theo bất đẳng thức Cauchy

x1 + x2 + ...+ xn+1

n+ 1
> n+1

√
x1.x2....xn.xn+1.

⇔
1 + n

(
1 + 1

n

)
n+ 1

> n+1

√
(1 +

1

n
)n ⇔

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

>
(
1 +

1

n

)n
, ∀n.

Vậy un+1 > un ∀n hay {un} là dãy tăng.
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Tiếp theo ta chứng minh {un} bị chặn trên. Dùng khai triển nhị thức Newton

ta có (
1 +

1

n

)n
= 1 +

n

1!

1

n
+
n(n− 1)

2!

1

n2
+ ...+

n(n− 1)...2.1

n!

1

nn
.

Vì
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!

1

nk
<

1

k!
<

1

2k−1
∀k > 2

nên (
1 +

1

n

)n
= 1 +

n

1!

1

n
+

(n(n− 1)

2!

1

n2
+ ...+

n(n− 1)...2.1

n!

1

nn

< 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+ ...+

1

2n−1

= 1 +
1−

1

2n

1−
1

2

< 3 ∀n.

Vậy
{(

1 +
1

n

)n}
là một dãy tăng và bị chặn trên nên nó có giới hạn. Ta đặt

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
.

Người ta chứng minh được số e là số vô tỷ và tính được giá trị gần đúng của nó:

e ≈ 2, 718281...

2.3 Tiêu chuẩn Cauchy

Trong mục này chúng ta trình bày nguyên lý Cauchy về sự hội tụ của dãy số.

2.3.1 Định nghĩa. Dãy số {un} được gọi là dãy cơ bản (hay là dãy Cauchy) nếu

với mọi ε > 0 cho trước, tồn tại n0 ∈ N sao cho

|un − um| < ε ∀m,n > n0.

Hay một cách tương đương với mọi ε > 0 cho trước, tồn tại n0 ∈ N sao cho

|un+p − un| < ε ∀n > n0, ∀p ∈ N.

Định lý sau là nguyên lý Cauchy về tính đầy đủ của R.

2.3.2 Định lý. (Nguyên lý Cauchy). Một dãy số hội tụ khi và chỉ khi dãy số đó là

dãy cơ bản.


