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CHUONG 1 ———

Gi6i han ham va ham lién tuc

Phép tinh vi tich phan (con goi la Calculus) nghién citu sy thay doi clia
vat thé theo thoi gian, né cling nghién ctu qué trinh mot day cac dai luong
tiem can t6i mot dai luong khac. Muc dich chinh 1a c6 gang tiép can mot dai
luong chua biét bdi mot diy cac dai lugng don gidn hon ma ta da biét rat ro
tit trude. Dé tir do rit ra nhitng thong tin quan trong clia dai lugng chua biét.
Dé thiy dugc diéu nay ching ta sé noéi so qua mot sé bai toan da dude gidi
quyét theo cach & trén.
1.Tinh dién tich hinh tron don vi: Gia sit ta phai tinh dién tich ctia hinh
tron don vi (hinh tron ¢6 ban kinh bang 1). Bang cach noi tiép trong hinh tron
d6 mot day cac da giac déu n canh véi n cang ngay cang 1én. Bang mot s6 ky
thuat tinh toan sé hoc vé sau thi ta sé thay dién tich ctia cac da gidc déu nay
sé tiém can t6i m. Mot cach tu nhién ta sé thura nhan 7 1a dién tich ctia hinh
tron.

2. Vé tiép tuyén tai mot diem ctia d6 thi ham sé: Gia sit trén mét phing
Ozy c¢6 d6 thi ham s6 y = 22, Cho trudc mot diém a = (1,1) ndm trén dd thi
nay. Van dé dat ra la hay vé mot dudng thang di qua diém a va tiép zic tai
do thi trén tai chinh diém a d6. Cach tu nhién la ta xét mot day cac diém a,
nam trén do thi va cang ngay cang sat lai diem a. Qua a va a,, sé c6 1 dudng
théng chay qua. Ta sé coi tiép tuyén can tim chinh la "giéi han" clia cac dudng
thing nay.

Chiing ta sé bat dau vé6i nhitng khai niém rat co ban lién quan t6i day s6 va
sau d6 tiép can nhitng ddi tugng trung tam ctia mon hoc 1a ham so va gidi han
ham.

1.1 Day s6 va giéi han day sé

Khai niém veé day s6 khong phai 14 mdi nhung bay gio ching ta sé lam quen
v6i mot khia canh méi clia day s6 ding dé mo ta dang diéu ctia nhitng phan
ti clia nay tai "diém xa vo tan".

1.1.1 DPinh nghia day s6: Day s6 la mot qui tdc tng mot sd tu nhien



v6i mot s6 thie. Néu viét chinh x4c thi mot day s6 1a mot ta hop c6 dang
ai,ag,...,an, ..., hay con duge viét {a, }n>1.
Khai niém quan trong nhat gan lién véi mot day so 1a gidi han cia day so.
1.1.2. Dinh nghia giéi han Day s6 a;,as, ..., a,, ... dudc goi 1a hoi tu té6i
gi6i han [ néu v6i moi € > 0 ton tai N sao cho |a, — I| < & v6i moi n > N.
Diéu nay c6 nghia la v6i bat k¥ mot doan thang cho trude chita a thi dén
mot lic nao dé, toan bo day s6 trén sé roi vao doan thang do.
Trong truong hop nay ta viét a,, — a hay day da hon 13 lim a, = a.

n—oo
Duong nhién ciing c¢6 nhitng day sé6 khéng hoi tu ching han a, = 1 khi
n 1& va a, = —1 khi n ch&n. Hofic don gidn hon ta thay day cac sd tu nhién

a, = n cing khong hoi tu.
1.1.3. Hai vi du quan trong vé day s6 hoi tu:
(a) a, = +. Khi d6 {1,1/2,1/3,---} hoi tu vé 0 khi n — oo.

(b)an:%—i----—i-%.Khidéanzl—%héituvéln%oo.

Mot van dé ndy sinh 13 khi ndo mot day 1a hoi tu? Néu day hoi tu thi tinh gidi
han nhu thé ndo? Ta c6 cau tra 10i cho cau hé dé hon dé l1a: Khi ndo mot day
s6 khong hoi tu.
Ménh dé vé diéu kién can cho day hoi tu. (i) Day s6 {a,} khong hoi tu
néu n6 khong bi chin, tic 1a v6i moi s6 ti nhien N ta luon tim dude phan ti
ay, s20 cho |a,,| > N.
(ii). Day s6 {a,} khong hoi tu néu day nay chia hai day con {a,, } va {am, }
hoi tu dén hai gi6i han khac nhau.

Ta thuong 4p dung ménh dé trén dé chi ra mot day la khong hai tu.
Ngoai ddy s hai tu, ta cling quan tam t6i khai niém sau:
Giéi han bang vé cuing. Ta néi diy s6 a, c6 gidi han biang vo cling (viét

lim a,, = 0co) néu véi moi s6 nguyén N c¢6 mot chi s6 M dé a, > N v6i moi
n—oo

n > M.

Tuong tu nhu thé, ta néi day sb6 a, c6 gidi han bang am vo cung (viét
lim a, = —o0) néu v6i moi s6 tut nhien N ¢6 mot chi s6 M dé a,, < —N véi
n—oo
moi n > M.

Dé tinh gi6i han ctia day s6, ching ta sé st dung cac cong thitc co ban sau
day:
1.1.4. Phép tinh trén day hoi tu:
Gia st lim a, = a va lim b, = b. Khi do6 ta c6:
n—oo n—oo

(a) lim (a, +b,) = a+b;

n—oo
(b) lim (a, — b,) = a — b;

n—oo
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(¢) lim (a,b,) = ab.

n—oo
(d) lim a,/b, = a/b, néu b # 0.

n—00
D@ hiéu hon khéi niém giéi han ching ta c6 thé chitng minh mot trong 4 khing
dinh néi trén. Chang han véi (a), hay liy € > 0 13 mot s6 tity ¥ (luon hinh
dung 1a rat bé). Khi d6 bang cach 4p dung dinh nghia ctia gidi han cho £/2,
ta tim duge N va M sao cho

la, —a| <e/2¥n> N,|b, —b| <e/2¥n> M.
Vay néu n > max(N, M) thi
l(an +b,) — (a+b)| < la, —al +1|b, — b <e.

Béng cich quan niém max(N, M) chinh 1a N trong dinh nghia 1.2 ta c6 diéu
phai ching minh (a).

Mot phuong phap khéac ciing hay duge sit dung dé tinh giéi han day sb 1a
phuong phap kep giia

1.1.5. Phuong phap kep gitta. Cho a,,b, vd ¢, 13 3 diay s6 théa man
a, < b, <c,. Gid st lim a, = lim ¢, =[. Khi d6 lim b, = [.

Chitng minh két qua trén chi dya vao dinh nghia clia giéi han va bat dang
thic
bn, — 1] <lan =1+ |cn — 1] Yn > 1.

Vi du ap dung: nhj& :2111 =0.

1.1.6. H6i tu ciia day don diéu

Mot day sé néi chung rat hiém khi 1a don diéu tang hay 1a don dieu gidm. Tuy
nhien néu day s6 dé 1a don dieu thi ta cé thé néi ring day s6 da "hau nhu"
hoi tu. Diéu nay duge thé hien qua két qua sau sic sau day ma ching minh
clia n6 ta sé boé qua vi dong cham dén ban chat ciia s6 thuc.

1.1.7. Dinh 1y hoi tu cta day don diéu.

(i) Cho {a,} 1a mot day don diéu tang (tic la a; < ag < ---) va bi chan trén
(ttic 1a c6 mot s6 tu nhien N thoéa man a, < N v6i moi n). Khi d6 ton tai gidi

han [ := lim a,. Ta viét a, 1 1.
n—oo

(ii) Cho {a,} la mot day don diéu gidm (tic la a; > as > ---) v bi chian dudi
(ttic 1a ¢6 mot s6 tuy nhien N théa man a, > —N v6i moi n). Khi d6 ton tai

giéi han [ := lim a,. Ta viét a, | [.
n—oo

Stt dung dinh Iy trén ta c6 thé chitng minh duge két qua kinh dién sau day ma
nhd né ta dinh nghia duge co s6 logarit ty nhién.



Dinh nghia sb e. Xét hai day s6
1\" 1\ n+1
ay = <l—l——> b, = <1+—) :
n n

Khi d6 a,, 1a day don diéu tang va b, don diéu giam. Hon nita a, va b, bi chin
trén (tuong ting chan dudi) béi 3. Theo dinh 1y trén, cadc diy s6 nay sé hoi tu
vé cling mot gidi han va ta k¥ hiéu giéi han nay 1a e.

Ngudi ta da chitng minh dude e = 2, 718281828 - - - 1a mdot s6 vo ty. Cung véi
s6 m day 1a mot trong hai con s6 quan trong ciia toan hoc. Tuy nhién khéc
v6i s6 m duge dinh nghia mot cach hinh hoc 14 nita chu vi ctia duong tron ban
kinh 1 thi ta chi c6 thé dinh nghia dudc e nhd gidi han ddy s6. Diéu nay phan
nao noéi lén tam quan trong ciia khai niem gidi han.

1.2 Giéi han ham sb

Déi tugng quan trong ciia chuong nay la khai niem "ham s6". Dé hicu ve
ham s6 thi ta ¢6 thé lay hai vi du co ban:
1. Dién tich ctia hinh tron ban kinh r 1a 7r2. Nhu thé dién tich 1a ham s6 ctia
bién s6 ban kinh theo nghia ct cho trude ban kinh ta tinh dugce dién tich.
2. Dan s6 ctia mot thanh phé cing 1d mot ham s6 theo bién s6 thoi gian.

Ta ¢6 dinh nghia chinh xéac sau day.
1.2.1. Dinh nghia ham s6. Cho A la mot tap hop cac s6 thuc (vi du co ban
14 nhitng s6 thuc trong mot khodng mé (0, 1) hay mot doan dong [0, 1]). Mot
ham s6 f x4c dinh trén A la mot qui téc cho ting x € A v6i mot s6 f(x). Ta
goi f 1a ham s6 clia bién s6 z.

Khai niém quan trong gan lien ham s6 1a ¢idi han ctia ham sob.
1.2.2. Dinh nghia giéi han ham s6 Cho f 13 ham s6 xéac dinh trén mot tap
A.
(i) Ta noi ring ham s6 f c6 gidi han bang [ khi bién s6 z tién tdi gia tri a néu
diéu sau day la dang: V6i moi € > 0 ta tim dude § > 0 sao cho

|t —a| <dzeA=|f(x)—I <e.

Trong truong hop nay, ta sé viét f(z) — [ khi x — a hodc 1a lim f(x) = [.
r—a
(ii) Ta n6i ham s6 f ¢6 gidi han trai bang [ khi bién s6 x tién tdi gia tri a néu

diéu sau day la dang: Vi moi € > 0 ta tim dude § > 0 sao cho

a—d<z<azxecA=|f(x)-I<e.



Trong truong hop nay, ta viét f(z) — [ khi x — a — 0 hoac la limO flz) =1
Tr—a—

(iii) Ta n6i ham s6 f c6 gidi han phdi bang [ khi bién s6 x tién t6i gia tri a

néu diéu sau day la dung: Véi moi € > 0 ta tim dugc § > 0 sao cho

a<zr<a+dreA=|f(x)-I<e

Trong truong hop nay, ta viét f(z) — [ khi z — a + 0 hodc la lirrJer flx) =1
Tr—a

(iv) Ta néi ham f c6 gi6i han tai oo bang [ khi bién s6 z tién t6i co néu dicu
sau day 1a dung: V6i moi € > 0 ta tim duge s6 M > 0 sao cho

r>MzeA=|f(x) -1 <e.

(v) Ta n6i ham f c6 gi6i han tai oo bang [ khi bién s6 x tién t6i —oo néu dicu
sau day la dung: Véi moi € > 0 ta tim dugc s6 M > 0 sao cho

r<-MazxeA=|f(zx)-I|<e.
Ta ¢6 chu ¥ don gian nhung quan trong sau day

lim f(z) =1l & limof(x): lim f(x)=1I.

r—a r—a— rz—a+0

Dé lien he v6i su hoi tu ciia day s6, ching ta dua vao dinh nghia tuong duong
sau day ve giéi han ham:

lim f(z) = [ khi va chi khi v6i moi day s6 z, — a,z, € A ching ta c6
r—a

flx,) — L.
Ta c6 vi du don gidn sau vé gidi han ham.
Vi du.
(i) igl}l 22 = a®. Diéu nay c6 thé ching minh bing cach st dung dinh nghia

gi6i han qua ngdn ngit ctia day G trén.
(ii) lim 1/ =0.

T—r00
Céc vi du nay c6 thé duge kiém chiing bang cach stt dung dinh nghia gigi han
qua ngon ngl cua day & trén.
1.2.3 Cac phép toan vé gidi han ham Cho cac ham f, g xac dinh trén tap
hop A (ta luon nghi vé A nhu mot khodng mé hay mot doan thang déng). Gia
st f, g déu c6 gidi han khi x — a € A. Khi d6 ta co:
(i) lim(f + ¢)(z) = lim f(x) + lim g(z);

r—a r—a r—a
(ii) lim(f.g)(z) = lim f(z). lim g(x);

(ii) lim(g)(x) = g Deu vé phai c6 nghia.
r—a r—a



1.3 Ham sb lién tuc

Mot loai ham quan trong ma chiing ta hay gap trong thuc té chinh 1a cac ham
lién tuc. Ta can cdc ham nhu vay dé mo ta chuyén dong clia mot vat thé (xe
may, ngudi di bo,...) hay mot dudng cong ta vé trén gidy... Dinh nghia chinh
xac dude duge dua ra nhu sau:
Dinh nghia ham lién tuc. Ta néi ham s6 f xac dinh trén tap A 1a lien tuc
tai a € A néu
lim £(x) = f(a).

Hay noéi cach khac, gi6i han trai va giéi han phai ciia f tai = a déu biang
nhau va bang f(a).

Khi f lien tuc tai moi diém ctia A thi ta néi f lien tuc trén A.
Vidu f(z) =0néux < 0va f(xr) =2 néu z > 0 la ham lién tuc trén toan
bo tap xac dinh la R.
Diéu gi khién ham lién tuc tré nén quan trong? Thit nhat 14 ham lién tuc c6
tinh phd quat (né bao ham tat ca cac loai ham ma ta da hoc tit trude dén gio)
ngoai ra con ¢6 nhitng ham duge xac dinh nhu trong vi du trén. Thi hai la
ham lién tuc c6 nhiéu tinh chat quan trong da duge cac nha toan hoc kham
phé tit thé ky 19. Ching ta sé diém qua ba dinh 1§ quan trong nhat ciia loai
ham nay. Do cach chiing minh phai st dung mot s6 kién thitc kha sau ve su
ton tai ctia diy con hoi tu déi v6i mot day bi chin cling nhu stt dung tinh day
ctia R nén ching ta sé khong di sau vao chi tiét.
Dinh 1y Weierstrass vé su ton tai cuc tri cia ham lién tuc. Cho f la
ham s6 lien tuc tren [a,b]. Khi d6 ham f dat gia tri 16n nhat va gia tri nhd
nhat trén [a, b].
Dinh 1y Cantor vé tinh lién tuc déu ctia ham lién tuc. Cho f la ham
s6 lién tuc tren [a, b]. Khi d6 ham f lién tuc déu theo nghia sau day:

Ve > 0,30 > 0sao cho [z —y| <d=|f(z) — fly)| <e.

Dinh ly Bolzano vé gia tri trung gian ctia ham lién tuc. Cho f la ham
s0 lien tuc trén [a, b].

i) Néu f(a)f(b) < 0 thi ton tai mot diem ¢ € (a,b) sao cho f(c) = 0.

ii) V6i moi A nam gitta f(a) va f(b), ton tai ¢ € [a,b] sao cho f(c) = .

Ta c6 mot s6 chi ¥ lien quan téi 3 dinh 1y kinh dién néi trén:

1. Dinh Iy Weierstrass va Dinh 1y Cantor trén chi ding cho cac ham lién tuc
tren nhitng doan thang déng. Ta c6 thé lay vi du ham f(x) = 1/ khong dat
cue dai, cc tiéu trén (0, 1) va ciing khong lién tuc déu trén (0,1).
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2. Sit dung dinh Iy Bolzano ta c¢6 thé ching minh duge moi da thiic bac 3 (hay
tong quat hon 1a bac 18) déu c6 it nhat 1 nghiem thuc.

3. Dinh Iy Cantor sé dudc sit dung sau nay dé chitng minh mot két qua vé tinh
kha tich ctia ham lién tuc trén doan thang dong.

4. Dinh Iy Weierstrass cho ching ta co s6 dé giai cac bai toan tim gia tri 16n
nhat hay nhé nhét ciia mot da thiic trén mot doan thing dong.



Bai tap Chuong 1

1. Tinh gi6i han ctia cac day sau

2
-3

), = =3 b, = LV

2n? +2n + 2 2n + 3/n
c)x,=vVn?>+3n—n d) z, =n — V/n3 — 3n?
) 2.3" — 4" n 1+2+22 4. 427

ey = ———— Ty, =

2201 — on 1 +3+32+--+3n

2. Tinh céc gi6i han sau (bang cach dung nguyeén 1y kep)

. sinn+ 2cosn . n+cosn?
a) im —— b) im ———
n—o00 n n—oo N -+ SINN
) i ( 1 n 1 n n 1 )
c) lim e ——).
n—soo \y/n2 +1  /n2+2 Vn?+n
3. a) Dung dang thic (z+1)" = 2"+ Cla" '+ 4+ CP e+ C7 dé chiing
t6 rang
n 7’L(’I’L _ 1) 2
(x+1) > =, Vn =2,z > 0.

b) Diing (a) va nguyén ly kep dé chitng minh réng, véi a > 1, ta c6

n n?

lim — =0 lim — = 0.
n—oo Q" n—oo Q™

4. Ching minh cac day sau don diéu tang va bi chan (tu dé suy ra day hoi

tu)
1 1 1 1
1 1 1 1
b)xnzﬁ—f-a'f"f‘i'f‘"'-‘rm.

5. Cho day {x,} cho béi cong thiic quy nap

T :\/5, Tpt1 =V2+ o0, n=1.

a) Ching minh day {z,} bi chan trén béi 2;
b) Ching minh day {z,} don diéu tang;
¢) Tim lim,, o0 @,
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10.

11.

12.

Chting minh cac day s6 sau khong hoi tu va chi ra hai diy con hoi tu
cua ching

a)xn:(—l)”<3+%> bz, =1+

. a) Chiing minh néu lim,, o 2, = £ thi lim,, o (Tpy2 — x,) = 0;

b) Chiing minh day {sinn} khong hoi tu.

. Tinh cac gi6i han sau

. 2+ 20-38 . (22 —1-06)2
a)i;mz 2 —4 b>alclgil‘v 2 —2x —3
) 2 3 =22+
C);lpgr%(ﬂ—l_xi"—l) d)gl;ﬁnq 3 — 31 + 2

. Tinh cac gi6i han sau

V143 -1 o Vl-xz-—1 V1t =1+ 22
a) im ——— —_— ¢) lim
z—0 X x—0 €T x—0 X

. V/1+2r-3 VT =34+ VT -3 , 22
d) lim Y———"~ im £) lim
w4 /T2 z—3 x2—9 70 /1 420 —2z—1

Tim cac gidi han sau

2
a) lim Vot T b) lim ( T+ \/5—\/5) c¢) lim <\/x2 +3r—Vr2 — 1 — 1>
T—00 A2 +1 T—00 T—00

d) li
) ccl—{go In(z® + 222 + = + 2) T—00

In(2? + z + 1) . hm<x+2>$2
20 —1

Tim cac gidi han sau bang cach st dung nguyén 1y kep

2sin 2
a) lim 22 cos — b) lim T asiniy
z—0 T z—00 24 + cOST + 2

Trong Vat 1y, dao dong tat dan duge mo ta bdi ham s6
f(t) = e *(acoswt + bsinwt),

v6i a > 0 va a,b € R. Tim ltlim f(t).
—00

11



13.

14.

15.

16.

17.

18.

12

Dat f(z) = sin T véi x # 0. Chitng minh khong ton tai lin%) f(x).
x z—

Trong Thuyét tuong doi, khoi lugng ctia vat chuyén dong véi van toc v

cho béi cong thic
mo

V1—02/c2

& d6 myg 1a khéi lugng ctia vat doé khi né ding yen, c 1a van tdc anh sang.
Chuyén gi xay ra véi khéi lugng ciia vat khi v — ¢ ?

Trong Thuyét tuong déi, do dai clia vat chuyén dong véi van toéc v cho
béi cong thiic

'U2

L — LO 1 - 0—2,
4 do6 Ly 1a do dai ciia vat d6 khi n6 ding yeén, ¢ 1a van toc anh sang. Tim
lim L.

v—CcT

Xét tinh lién tuc clia cac ham s6 sau trén mién xac dinh R ctia ching

e khiz#0
0  khiz=0

1 :
o) fa)= Ty el b>g<x>={
0 khiz =0

sinx

khi z # 0
1 khi 2 = 0

c)h(zx) =

Xét tinh lién tuc ctia ham Heaviside (xéc dinh trén R)

Hz) 0 khiz<O
xTr) =
1 khixz>0

Cho ham s6 f(z) = [z], * € R, & d6 [z] 1 s6 nguyen 16n nhat khong vugt
qué z (goi 1a phan nguyen cta z). Vidu [2] =2, [3.6] = 3, [-1.1] = —2.
a) V& do thi ham s6 f(x) khi x € [-3, 3];

b) Ching minh f(x) lién tuc tai moi z ¢ Z, nhung khong lién tuc tai
moi x € Z.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Tim s6 thuc a sao cho cac ham sau lién tuc trén R

Jr—1 ) 2 —r+a
khiz>1 — khiz #2
a) f(x) = Va1 bglx)={ -2 7
T+a khiz <1 3 khix =2

Lyc hap dan cia trai dat ddi véi mot vat c6 khoi luong 1kg cach tam
trai dat mot khoang bang r duge cho béi cong thic

M
M i <R
F(r) = i
= khir > R,

& d6 M 1a khoi lugng ciia trai dat, R 1a ban kinh clia trai dat, G 1a hang
s6 hap dan.
a) Ham F'(r) c6 lién tuc theo r trén [0, 400) khong?
b) Tim lim F(r).
r—00
Xét tinh lién tuc déu clia cac ham sau trén tap da chi ra
a) Ham f(z) = cosg trén (0, 1);

b) Ham f(z) = 22 trén R.

Chitng minh rang

a) Phuong trinh 22 + 1 = 2cos z ¢6 nghiém trén (0, g),

b) Da thitc p(z) = 2* — 22 — 2 ¢6 nghiém trén (1,2);

c¢) Moi da thiic bac 1¢& déu c¢6 nghiem thue.

Cho ham lien tuc f : [0,1] — [0, 1]. Chting minh ton tai ¢ € [0, 1] sao cho
fle)=c.

Cho ham lién tuc f : [0,1] — [0, 1] théa man f(0) =0, f(1) = 1. Chiing
minh ton tai ¢ € (0,1) théa man f(c) =1—c.

Cho f(x) 1a lam tuan hoan va lién tuc tren R. Ching minh f(z) dat
duge gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat trén R.

Tim mot toan anh f : R — R sao cho f(1) = 2, f(2) = —1, nhung
phuong trinh f(x) = 0 khong c6 nghiém trén khoang (1, 2).

13



27.

28.

29.

14

Cho céc ham f(z) va g(z) lien tuc trén [a,b]. Ching minh ring
a) Ham h(x) := |f(x)| cting lién tuc trén [a, b];

b) Hai ham M(z) := max{f(z),g(z)} va m(z) := min{f(z),g(z)}

cing lién tuc trén [a, b].
Cho ham f: (a,b) — (0,4+00) la ham lién tuc théa man

lim f(z) = lim f(z)=0.

z—at T—b—

a) Ching minh ham g(x) cho béi

(2) = flz) khiz#avax#b
Ay 0 khi x = a hodac x = b.

lien tuc trén [a, b];
b) Ham f dat gia tri 16n nhat trén (a,b).

Cho ham f : R — (0, +o00) la ham lién tuc théa man

lim f(x)= lim f(z)=0.

T—r+00 T—r—00

Chitng minh f dat gia tri 16n nhat trén R.



LJi giai mot so6 bai toan

7. a) Hién nhién;
b) Giad st lim sinz = ¢. Khi d6 lim (sin(n + 1) — sin(n — 1)) = 0.
n—oo

n—oo

Kéo theo lim cosn = 0. Suy ra lim (cos(n + 1) — cos(n — 1)) = 0. Nen
n—oo n—oo

lim sinn = 0. Diéu nay khong xay ra vi sin® n + cos?n = 1.
n—oo

25. Gia st ham f tuan hoan chu ¥ 1a 7' > 0. Ta thay f dat dugc max va
min trén [0,7]. Do tinh tuan hoan, d6 ciing chinh 13 max vA min toan
cuc cia f(x).

26. Ta c6 thé chon ham f(z) nhu sau

2x khiz <1

5—-3r khil<ax<2, x#3
flx) = L ?

10 khi x =

2
r—3 khizx <2

27. (b) Dung (a) va dang thiic sau

a+ [+ |a—f
2 )

atf—la—pl

min(a, ) = S

max(a, ) =

28. a) Dé danh chiing minh ham lién tuc tai hai dau mut nén g(x) lién
tuc trén [a, b;

b) Ham g(z) dat gid tri 16n nhat tai 1 diém zo € [a,b]. Nhung gia thiét
cho ta xg # a,b. Nén xq € (a,b). Suy ra f(z) dat gia tri 16n nhat tai .

29. Ta thay f(0) > 0. Tu gia thiét suy ra ton tai R > 0 sao cho 0 <
f(x) < f(0) v6i moi |z| > R. Ham f dat gia tri 16n nhat trén [—R, R]
tai zg. Suy ra

f(zo) = f(x), Vz€[-R,R]

f(zo) = f(0) > f(x), Vl|z|> R.
Suy ra f(z) dat gia tri 16n nhat trén R tai xo.
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CHUONG 2

Phép tinh vi phan ham moét bién

Trong Chuong 1 ching ta dd nghién cttu ham lién tuc cting nhitng tinh chat
co ban clia loai ham nay. Mot cau héi rat quan trong 1a lam thé ndo do dudc
do thay doi ctia mot ham sb theo tuong quan ctia bién s6. Diéu nay duge thé
hién 16 nhat khi ta muén tinh gia téc ctia mot chuyén dong. D6 co thé coi 1a
gi6i han clia thay doi van toc chia cho thay doi ctia thoi gian. Hon nita nho
c6 dao ham ma ta c6 thé gidi duge bai toan da dat ra § Chuong 1 vé vé tiép
tuyén véi do thi tai mot diém cho trude.

2.1 Dao ham va vi phan cap moét

Ta ¢6 dinh nghia quan trong sau day:
2.1.1. Dinh nghia vé dao ham. Cho f la ham s6 xac dinh trén mot khoang
mé (a,b). Ham f duge goi 1a c¢6 dao ham hay 14 khd vi tai xo néu nhu ton tai
gi6i han

lim J(@o+h) - f(xo)'

h—0 h

Gidi han nay (néu ton tai) thi duge ky hieu 1a f'(zg) va duoc goi 1a dao ham
cua f tai zo.
Néu diéu nay xay ra ta ciing c6 thé viét

f(@o+h) = f(zo) = f'(xo)h + o(h).

Vi du. (i) f(z) = ¢ v6i ¢ hing s6 1a ham kha vi va théa man f'(z) = 0 vdi
moi x.

(i) f(z) = 2? 1a kha vi tai moi z¢ va f'(xq) = 2.

(iii) f(x) = |2| kha vi tai moi diem zo # 0 nhung khong kha vi tai 7o = 0. Chu
¥ rang ham f lién tuc tai moi diém cta truc sé.
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Mbi quan hé gitta tinh lién tuc va tinh kha vi: Néu mot ham la kha vi
tai mot diém thi phai lien tuc tai diém dé. Diéu nguge lai néi chung 1a khong
ding (xem vi du (iii) & trén).

2.1.2. Cac phép tinh vé dao ham (a) Gia sit f, g 1a cac ham s6 kha vi tai
diém zo. Khi do6 ta c6 cac cong thic sau:

(i) (f +9)(w0) = f'(w0) + g'(wo);

(i) (fg)'(wo) = f'(x0)g(x0) + f(w0)g' (20);

(iii) (f/g)'(wo) = Ll (wo()mj;wo)g (20)

(b) Cong thiic tinh dao ham ctia ham hgp hay con goi 1a qui tac day chuyen.
Néu f kha vi tai g(zg) va g kha vi tai zg thi

(fog) (o) = f'(g(x0))-g'(x0)
Cong thiic tuong d6i kho chiing minh 1a (ii) va cong thiic dao ham ctia ham

hop. Ta sé xit 1y (ii), trudng hop con lai lam tuong ty. Cu thé ta tién hanh
nhu sau. Trude hét bién ddi

(fg)(zo+h) — (fg)(xo)

f(@o + h)g(zo + h) — f(x0)g(20)
f(@o + h)g(xo + h) — g(xo) + g(xo)[f(x0 + h) — f(20)]
f(zo + h)[g'(xo)h + o(h) + g(zo) [ (z0)h + o(h)]

= [f(ﬂﬁo)g (o) + f'(z0)g(20)]h + o(h).

Ta c6 diéu phai chiing minh.

St dung cac cong thic trén ta c6 thé tinh duge dao ham ctia mot s6 ham sb
da hoc & truée

2.1.3. Pao ham ctia mét sé6 ham so cap

(i) (z") = na" ! Va;

ii) (sinz)" = cosx;

iii) (cosz)' = —sinx;

iv) (tan x) (cos;x)?;

v) (") =

(vi) (Inzx) = 1/95 Vo > 0.

Dé chitng minh (ii), biang cach sit dung qui tic day chuyén dé chuyén vé gbc
toa do, ta chi can chiing minh

(sinz)'(0) = 1.

(
(
(
(

Muén vay, ta st dung dinh nghia hinh hoc ctia ham sin dé chiing minh bat
dang thiic sau (bang cach so sanh dién tich):
Cosx§ﬁ§1wc>0.
T
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Cho z — 0 va st dung phuong phap kep gitta ta c6 diéu phai chitng minh.
D6i v6i (v) thi phép chiing minh con kho6 khan hon. Cing nhu trén, ta chi can
chiing minh dao ham ctia €® tai 0 bang 1. Theo dinh nghia clia dao ham thi
diéu nay tuong duong véi chiing minh

et —1
lim
x—0 x

=1.

Mubn vay, lay mot day x, — 0 tuy ¥, ta sé chitng minh

Ilfn_l
lim €

n—00 i,

— 1a

Khong gidm tong quét ta cé thé coi z,, > 0. Thé thi v6i mdi n sé c6 N dé

1 < <1
N+1_:1:n .

Diéu nay dan dén

N+1
Cho N — oo va stt dung dinh nghia ctia e cling véi tiéu chuan kep gitta chiing
ta c6 diéu phai ching minh.

Sau nay ta sé thay rang ham s6 e® 1a ham kha vi duy nhdat ma dao ham lén
khong lam no bi thay ddi.

2.1.4. Vi phan ham mot bién. Cho f 1a mot ham sé xac dinh trén (a,b).
Gia st f kha vi tai 29 € (a,b). Khi d6 vi phan clia f tai 2o 1a biéu thitc c6
dang

df (zo)(h) = f'(xo)h

trong dé h 1a mot s6 thyc (ta luon hiéu h rat bé). Tuong tit nhu vay, néu f la
kha vi trén (a,b) thi vi phan ctia f trén (a,b) 1a bicu thic

df (z) = f'(z)dw.
Ta hiéu vi phan clia f tai x¢ chinh 1 xdp zi tuyén tinh tot nhat cta f(zg +

h) — f(x) khi A dit bé. Diéu nay 1a c6 co s8, béi vi theo dinh nghia ctia dao
ham ta c6

f(wo+h) = f(xo) = f'(xo)h + o(h) = df (x0)(h) + o(h).
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Tinh chat bat bién ctia vi phan. Gia sit f 1a ham kha vi ctia bién s6 z va z
lai 13 ham kha vi ctia bién s6 t. Khi d6 f duong nhién ciing c6 thé coi la ham
kha vi ctia bién s6 t,t — f o z(t). Ta c6 theo dinh nghia ctia vi phan va theo
qui tac day chuyen

d(fo@)(t) = f'(e() A (t)dt = ['(p(t))dp(t) = ['(x)dx = df (x).

Diéu nay c6 nghia l1a vi phan lay theo bién ¢ (mdi) hay bién z cfia ctia ham f
13 nhu nhau. Day 1& tinh chat rat hay ctia vi phan ma dao ham khong co.

2.2 Cac dinh ly co ban cia ham kha vi

Dinh 1y Fermat vé cuc tri dia phuong. Néu f 1 ham kha vi trén (a, b) va
néu zo la mot diém cuye tri dia phuong ciia ham f, tic 1a ¢6 mot khodng mé
(zg — 8,79 + J) sao cho f(xg) 1a gia tri 16n nhat hay la nhé nhat cia ham f
trén khoang md nay. Khi dé ta c6 f/'(zg) = 0.

Chitng minh. Phép chiing minh kha don gidn néu nhu ta nam viing khai
niém gidi han ham s6 da hoc ¢ phan trude. Ta chi can xét truong hop f(x)
1a gia tri nho nhat ctia f rén mot khoang (zo — 8, 2o + d) nao d6. Khi dé theo
dinh nghia ctia dao ham chung ta c¢6

f(zo+h) — f(xo)

/ — . > .
f o) hlg(I)lJr h =0
Tuwong ty nhu vay
h—0— h

Két hop lai ta c6 diéu phai ching minh.

Ta xét van dé tim cyc tri toan cuc cia mot ham lien tuc f trén [a, b] va kha
vi trén khodng md (a, b). Phuong phap lam 1a tim tat ca cac diém cuc tri dia
phuong clia f ciing véi hai gia tri f(a), f(b) va sau d6 tim cyc tri clia tat cd
cac cyc tri dia phuong nay.

Dinh Iy Fermat la diém xuéat phat cho tat ca cac dinh 1y quan trong vé ham
kha wvi.

Ta bit dau bang dinh 1y thd vi sau day vé su ton tai cac diém ma dao ham
triet tieu. Chu y rdng ching minh dinh 1y nay can st dung hai dinh 1§ quan
trong 14 Dinh 1y Weierstrass vé ton tai cyc tri toan cuc ctia ham lién tuc va
dinh 1y Fermat vé cic tri dia phuong da néi & trén.
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