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Chương I

GIỚI HẠN VÀ HÀM LIÊN TỤC TRÊN
RN

§1. Không gian Rn

1.1. Chuẩn trên Rn

1. Cấu trúc tuyến tính trên Rn

Kí hiệu
Rn =

�

x = (x1, . . . , xn} : x i ∈ R, i = 1, . . . , n
	

.

Đưa vào trong Rn phép cộng hai phần tử và phép nhân một phần tử với một vô
hướng được định nghĩa như sau:

x + y = (x1+ y1, . . . , xn+ yn),
λx = (λx1, . . . ,λxn), λ ∈ R,

trong đó x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Dễ thấy Rn với hai phép toán
trên trở thành một không gian vectơ thực n chiều với cơ sở chính tắc là

e1 = (1,0, . . . , 0), e2 = (0,1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

2. Chuẩn trên Rn

Định nghĩa. Chuẩn trên Rn là một hàm ϕ : Rn → R thỏa mãn các điều kiện
sau:

N1) ϕ(x) = 0⇔ x = 0;

N2) ϕ(λx) = |λ|ϕ(x), ∀x ∈ Rn,∀λ ∈ R;

N3) ϕ(x + y)≤ ϕ(x) +ϕ(y), ∀x , y ∈ Rn.

Chú ý. Giả sử ϕ : Rn→ R là một chuẩn trên Rn. Khi đó:
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i) ϕ(x) ≥ 0, ∀x ∈ Rn. Thật vậy, ta có: 0 = ϕ(0) = ϕ(x + (−x)) ¶ ϕ(x) +
ϕ(−x) = 2ϕ(x).

ii) |ϕ(x)−ϕ(y)| ≤ ϕ(x − y), ∀x , y ∈ Rn.

Ví dụ 1.1. Hàm trị tuyệt đối |.| là một chuẩn trên R. Ngoài ra nếu ϕ(.) cũng là
một chuẩn trên R thì ta có

ϕ(x) = ϕ(x .1) = |x |ϕ(1),∀x ∈ R.

Như vậy mọi chuẩn trên R là một bội dương của trị số tuyệt đối.

Ví dụ 1.2. Hàm ‖.‖2 : Rn→ R cho bởi

‖x‖2 =
�

n
∑

i=1

x2
i

�1/2
, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

là một chuẩn trên Rn.

Thật vậy, hiển nhiên N1), N2) được thoả mãn. Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-
Schwarz, ta có

‖x + y‖2
2 =

n
∑

i=1

(x i + yi)
2 =

n
∑

i=1

x2
i +

n
∑

i=1

x i yi +
n
∑

i=1

y2
i

≤
n
∑

i=1

x2
i + 2

�
n
∑

i=1

x2
i

�1/2� n
∑

i=1

y2
i

�1/2
+

n
∑

i=1

y2
i =

�

�

n
∑

i=1

x2
i )

1/2+
�

n
∑

i=1

y2
i )

1/2
�2

.

Suy ra ‖x + y‖2
2 ≤ ‖x‖

2
2+ ‖y‖2

2,∀x , y ∈ Rn.

Chuẩn ‖.‖2 được gọi là chuẩn Euclid của Rn.

Tổng quát, có thể chứng minh được hàm ‖.‖p : Rn→ R cho bởi

‖x‖p =
�

n
∑

i=1

|x i|p
�

1
p

, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn (p ≥ 1)

cũng là một chuẩn trên Rn.

Ví dụ 1.3. Dễ dàng kiểm tra hàm ‖.‖∞ : Rn→ R xác định bởi

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|x i| , x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

cũng là một chuẩn trên Rn và nó được gọi là chuẩn max của Rn.

Có thể chứng minh được rằng lim
p→∞
‖x‖p = ‖x‖∞.
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3. Khoảng cách trên Rn

Định nghĩa. Hàm ρ : Rn ×Rn → R được gọi là một khoảng cách (hay metric)
trên Rn nếu nó thoả mãn các điều kiện sau:

D1) ρ(x , y)≥ 0,∀x , y ∈ Rn và ρ(x , y) = 0⇔ x = y;

D2) ρ(x , y) = ρ(y, x),∀x , y ∈ Rn (tính đối xứng);

D3) ρ(x , z)≤ ρ(x , y) +ρ(y, z),∀x , y, z ∈ Rn (bất đẳng thức tam giác).

Cũng như chuẩn trên Rn, ta có

|ρ(x , y)−ρ(y, z)| ≤ ρ(x , z),∀x , y, z ∈ Rn.

Khoảng cách sinh bởi chuẩn. Giả sử ϕ : Rn → R là một chuẩn trên Rn. Dễ
kiểm tra rằng hàm

ρ(x , y) = ϕ(x − y), x , y ∈ Rn,

xác định một khoảng cách trên Rn. Khoảng cách này được gọi là khoảng cách
sinh bởi chuẩn ϕ.

Chú ý. Ngoài ba tính chất D1), D2), D3), khoảng cách sinh bởi chuẩn còn có thêm
hai tính chất sau:

D4) ρ(λx ,λy) = |λ|ρ(x , y),∀λ ∈ R,∀x , y ∈ Rn (tính thuần nhất đối với phép
vị tự);

D5) ρ(x + z, y + z) = ρ(x , y),∀x , y, z ∈ Rn (tính bất biến đối với phép tịnh
tiến).

Ngược lại, nếu ρ(., .) là một khoảng cách trên Rn thoả mãn các tính chất
D1)− D5) thì hàm ϕ : Rn→ R xác định bởi

ϕ(x) = ρ(x , 0)

là một chuẩn trên Rn.

Từ đây về sau trên Rn ta chỉ xét khoảng cách sinh bởi một chuẩn nào đó.

4. Sự tương đương của các chuẩn trên Rn

Định nghĩa. Hai chuẩn ϕ và ψ trên Rn được gọi là tương đương (đều) và viết
ϕ ∼ψ nếu tồn tại các số dương C1, C2 sao cho

C1ψ(x)≤ ϕ(x)≤ C2ψ(x),∀x ∈ Rn.
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Dễ thấy quan hệ ∼ giữa các chuẩn là một quan hệ tương đương.

Định lí sau đây cho phép sau này ta chỉ cần xét một chuẩn nào đó trên Rn,
đặc biệt chuẩn Euclid hoặc chuẩn max.

Định lí 1.1. Hai chuẩn bất kì trên Rn là tương đương.

Chứng minh. Chỉ cần chứng minh mọi chuẩn trên Rn đều tương đương với
chuẩn max. Giả sử e1, . . . , en là cơ sở chính tắc trên Rn. Viết

x =
n
∑

i=1

x iei, x = (e1, . . . , xn) ∈ Rn.

Ta có

ϕ(x)≤
n
∑

i=1

|x i|ϕ(ei)≤ C2‖x‖∞,∀x ∈ Rn,

với C2 =
∑n

i=1ϕ(ei)> 0.

Để tìm C1 sao cho
C1‖x‖∞ ≤ ϕ(x),∀x ∈ Rn

ta xét
S= {x ∈ Rn : ‖x‖∞ = 1}.

Chỉ cần chứng tỏ α= inf{ϕ(x) : x ∈ S}> 0. Vì khi đó

ϕ(x) = ‖x‖∞ϕ(
x

‖x‖∞
)≥ α‖x‖∞

và C1 có thể chọn bằng α.

Nếu α= 0, tồn tại một dãy x k = (x k
1 , . . . , x k

n)⊂ S sao cho lim
n→∞

ϕ(x k) = 0.

Vì x k
1 ≤ 1,∀k ≥ 1, tồn tại dãy con

{x k
1}k∈N1

⊂ {x k
1}k∈N

hội tụ đến x1 ∈ R. Cũng như vậy vì x k
2 ≤ 1,∀k ∈ N1, tồn tại dãy con

{x k
2}k∈N2

⊂ {x k
2}k∈N1

hội tụ đến x2 ∈ R.

Cứ tiếp tục quá trình đó ta sẽ tìm được các dãy con

{x k
1}k∈Nn

⊂ {x k
1}k∈N
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· · ·

{x k
n}k∈Nn

⊂ {x k
1}k∈N

lần lượt hội tụ đến x1, . . . , xn ∈ Rn.

Hiển nhiên với x = (x1, . . . , xn) ta có

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|x i|= lim
k→∞

max
1≤i≤n

|x k
i |= 1

và
|ϕ(x k)−ϕ(x)| ≤ ϕ(x k − x)≤ C2|xk − x |.

Suy ra ϕ(x) = lim
k∈Nn

ϕ(x k) = 0, nghĩa là x = 0, trái với đẳng thức ‖x‖∞ = 1 6=

0.

Chú ý. Vì mọi chuẩn trên Rn là tương đương nên từ đây về sau ta sẽ sử dụng kí
hiệu ‖.‖ để chỉ một chuẩn tuỳ ý trên Rn.

5. Sự hội tụ của dãy trong Rn

Định nghĩa. Điểm a ∈ Rn được gọi là giới hạn của dãy {x k} ⊂ Rn nếu với mọi
ε > 0 tồn tại k(ε) sao cho ∀k > k(ε) ta có

‖x k − a‖< ε.

Khi đó ta cũng nói dãy {x k} hội tụ đến a và viết lim
k→∞

x k = a hay x k → a khi

k→∞.

Chú ý. i) Do các chuẩn trên Rn tương đương nên khái niệm hội tụ của dãy
không phụ thuộc việc chọn từng chuẩn cụ thể.

ii) Dãy x k = (x k
1 , . . . , x k

n) ∈ R
n hội tụ đến (x1, . . . , xn) ∈ Rn khi và chỉ khi dãy

{x k
i } hội tụ về x i với mọi i = 1, . . . , n.

Như vậy sự hội tụ trong Rn chính là sự hội tụ theo toạ độ.

1.2. Tôpô trên Rn

Trong mục này không gian Rn được xét với một một chuẩn ‖.‖ tuỳ ý.
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1. Hình cầu mở, hình cầu đóng, lân cận

Định nghĩa. Giả sử x0 ∈ Rn và ε > 0. Tập

B(x0, r) = {x ∈ Rn : ‖x − x0‖< r}

được gọi là hình cầu mở tâm x0, bán kính r trong Rn.

Đặc biệt nếu chuẩn được xét trên Rn là chuẩn Euclide thì với n = 1, B(x0, r)
là khoảng (x0 − r, x0 + r), còn với n = 2 (tương ứng n = 3) thì B(x0, r) là hình
tròn (tương ứng hình cầu) tâm x0 bán kính r, không kể biên.

Định nghĩa. Giả sử x0 ∈ Rn và ε > 0. Tập

B[x0, r] = {x ∈ Rn : ‖x − x0‖¶ r}

được gọi là hình cầu đóng tâm x0 bán kính r trong Rn.

Định nghĩa. Cho x0 ∈ Rn. Tập con U ⊂ Rn được gọi là một lân cận của x0 nếu
∃r > 0 sao cho B(x0, r)⊂ U .

Lân cận của x0 thường được kí hiệu là U(x0). Rõ ràng rằng:

i) Nếu U là một lân cận của x0 thì mọi tập con của Rn chứa U đều là lân cận
của x0.

ii) Giao hữu hạn và hợp của một họ tuỳ ý các lân cận của x0 cũng là một lân
cận của x0.

iii) Với mọi lân cận U đều tồn tại lân cận V ⊂ U của x0 sao cho V là lân cận
của mọi y ∈ V .

Thật vậy, chọn r > 0 để B(x0, r)⊂ U . Cho x ∈ B(x0, r). Khi đó với ρ = r−‖x −
x0‖> 0, ta luôn có

B(x0,ρ)⊂ B(x0, r)⊂ U .

Vậy B(x0, r) là một lân cận của x .

Chú ý. Do các chuẩn trên Rn là tương đương, khái niệm lân cận không phụ
thuộc vào chuẩn đã chọn. Vì vậy các khái niệm tiếp theo xuất phát từ khái niệm
lân cận cũng thế.

2. Các điểm tôpô quan trọng

Định nghĩa. Cho A⊂ Rn.
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a) x0 gọi là điểm trong của A nếu A là lân cận của x0. Nói cách khác ∃r > 0 :
B(x0, r)⊂ A.

Tập tất cả các điểm trong của A được gọi là phần trong của A và viết là

IntA hay
0
A.

b) x0 gọi là điểm tụ của A nếu mọi lân cận U chứa ít nhất một điểm (vậy thì
vô số điểm) của A khác x0.

Tập tất cả các điểm tụ của A được gọi là tập dẫn xuất của A và viết là A′.

c) x0 gọi là điểm cô lập của A nếu tồn tại lân cận U của x0 sao cho U ∩ A=
{x0}.

d) x0 hoặc là điểm tụ hoặc là điểm cô lập của A sẽ được gọi chung là điểm
dính của A. Như vậy x0 là điểm dính của A khi và chỉ khi với mọi lân cận
U của x0 thì U ∩ A 6= ;.

Tập tất cả các điểm dính của A được kí hiệu là Ā và gọi là bao đóng của A.
Vậy thì

A= {x ∈ Rn : U(x)∩ A 6= ;,∀U(x)}.

e) x0 gọi là điểm biên của A nếu U ∩ A 6= ; và U ∩ CA 6= ; với mọi lân cận U
của x0.

Tập tất cả các điểm biên của A được gọi là biên của A và được kí hiệu là
∂ A.

Ví dụ 1.4. Cho tập

A= {(x , y) ∈ R2 : 0< x < 1,0< y < 1} ∪ {(2, 3)}.

Ta có

◦
A={(x , y) ∈ R2 : 0< x < 1,0< y < 1},
A′ ={(x , y) ∈ R2 : 0≤ x ≤ 1,0≤ y ≤ 1},
∂ A={(x , y) ∈ R2 : x = 0, 0≤ y ≤ 1} ∪ {x = 1, 0≤ y ≤ 1}∪

{(x , y) ∈ R2 : y = 0, 0≤ x ≤ 1} ∪ {y = 1, 0≤ x ≤ 1},
Ā={(x , y) ∈ R2 : 0≤ x ≤ 1,0≤ y ≤ 1} ∪ {(2, 3)}.

Điểm (2,3) là điểm cô lập của A.

11



 

 

 

 

 

 

 

3. Tập đóng, tập mở

Tập mở

Định nghĩa. Tập D ⊂ Rn được gọi là mở nếu D là lân cận của mọi điểm của nó.
Điều này có nghĩa là

∀x ∈ D,∃r > 0 sao cho B(x , r)⊂ D.

Họ tất cả các tập mở trong Rn được kí hiệu là G .

Rõ ràng rằng:

o1) ;,Rn ∈ G ;

o2) Di ∈ G , i = 1, m⇒ D =
m
∩

i=1
Di ∈ G ;

o3) Di ∈ G , i ∈ I ⇒ ∪
i∈I

Di ∈ G .

Ví dụ 1.5. a) Hình cầu mở B(x0, r) là một tập mở trong Rn.

b) Hình hộp �n(a, b) = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : ai < x i < bi, i = 1, n} là mở
trong Rn (a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn).

Tập đóng

Định nghĩa. Tập M ⊂ Rn được gọi là đóng (trong Rn) nếu phần bù C M :=
Rn \M là mở (trong Rn).

Họ tất cả các tập đóng trong Rn sẽ được kí hiệu là F . Từ o1), o2), o3) sau định
nghĩa tập mở ta có

F1) ;,Rn ∈ F ;

F2) Mi ∈ F , i ∈ I ⇒ ∩
i∈I

Mi ∈ F ;

F3) Mi ∈ F , i = 1, m⇒ M =
m
∩

i=1
Mi ∈ F .

Rõ ràng rằng:

i) A là tập đóng nhỏ nhất chứa A. Điều này có nghĩa là A là tập đóng và nếu B
là tập đóng và A⊂ B thì A⊂ B. Thật vậy nếu Rn \ A không mở thì tồn tại x0 /∈ A
sao cho B(x0, r)∩A 6= ;,∀r > 0. Suy ra B(x0, r)∩A 6= ;,∀r > 0, nghĩa là x0 ∈ A.
Vô lí! Hơn nữa có thể chỉ ra rằng A là tập đóng bé nhất chứa A.

ii) Hình cầu đóng là một tập hợp đóng và bao đóng của hình cầu "mở" là hình
cầu "đóng" cùng tâm và bán kính, nghĩa là

B(x0, r) = {x ∈ Rn : ‖x − x0‖ ≤ r}.
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Rõ ràng nếu A là mở thì ∂ A= A\ A.

Mệnh đề 1.2. Cho A⊂ Rn. Hai khẳng định sau là tương đương:

(i) A là đóng;

(ii) Nếu {x k} ⊂ A hội tụ đến x thì x ∈ A.

Chứng minh. (i) → (ii). Cho dãy {x k} ⊂ A hội tụ đến x . Khi đó B(x , r) ∩ A 6=
;,∀r > 0. Vậy x ∈ A= A.

(ii) → (i). Giả sử x ∈ A. Khi đó với mọi k ∈ N,∃x k ∈ B(x ,
1

k
)∩ A. Điều này suy

ra dãy {x k} ⊂ A hội tụ đến x . Vậy x ∈ A. Do đó A là đóng.

1.3. Các nguyên lí về tính đầy đủ của Rn

1. Nguyên lí Cauchy

Định nghĩa. Dãy {x k} ⊂ Rn được gọi là dãy cơ bản (hay dãy Cauchy) nếu

lim
k,p→∞

‖x k − x p‖= 0,

tức là với mọi ε > 0 tồn tại k(ε) sao cho

‖x k − x p‖< ε, ∀k, p ≥ k(ε).

Định lí 1.3. (Nguyên lí Cauchy). Dãy {x k} ⊂ Rn hội tụ khi và chỉ khi nó là dãy
cơ bản.

Chứng minh. Điều kiện cần là hiển nhiên. Để chứng minh điều kiện đủ, ta
dùng chuẩn max. Từ bất đẳng thức

|x k
i − x p

i | ≤ max
1≤i≤n

|x k
i − x p

i |, i = 1, n, k, p ≥ 1.

Suy ra mỗi i = 1, n, dãy số {x k
i }k là dãy cơ bản trong R. Vì R là đầy nên tồn tại

x i = lim
k→∞

x k
i , ∀i = 1, n.

Do đó x k→ x với x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
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2. Nguyên lí Cantor

Định nghĩa. Dãy hình cầu đóng {Bk} ⊂ Rn được gọi là thắt dần nếu dãy các
bán kính rk của nó dần đến 0 khi k→∞ và

Bk+1 ⊂ Bk, ∀k ≥ 1.

Định lí 1.4. (Nguyên lí Cantor). Mỗi dãy hình cầu đóng thắt dần đều có một điểm
chung duy nhất.

Chứng minh. Cho {Bk} ⊂ Rn là dãy hình cầu đóng thắt dần. Với mỗi k ≥ 1,
chọn x k ∈ Bk. Bởi vì

‖x k − x p‖ ≤ rk + rp→ 0 ( khi k, p→∞),

dãy {x k} là dãy cơ bản. Từ nguyên lí Cauchy suy ra x k→ x .

Từ hệ thức x p ∈ Bp,∀p ≥ k ≥ 1 suy ra

x ∈ Bk,∀k ≥ 1.

Vậy x ∈
∞
∩

k=1
Bk. Do rk→ 0 nên

∞
∩

k=1
Bk = {x}.

3. Nguyên lí Bolzano-Weierstrass

Định lí 1.5. Mọi dãy bị chặn trong Rn đều chứa một dãy con hội tụ.

Chứng minh. Bởi vì đối với chuẩn max ta có

sup
k≥1
|x k

i | ≤ sup
k≥1
‖x k‖<+∞, ∀i = 1, n,

như trong Định lí 1.1, tồn tại dãy con {x ks} ⊂ {x k} hội tụ đến x ∈ Rn.

1.4. Tập compact và tập liên thông trong Rn

1. Tập compact

Định nghĩa. Tập A⊂ Rn được gọi là tập compact nếu mọi dãy trong A chứa một
dãy con hội tụ đến một phần tử thuộc A.
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Rõ ràng giao của một họ bất kì và hợp của một họ hữu hạn các tập compact
trong Rn là compact.

Đặc trưng Haussdorf của tập compact.

Định nghĩa. Tập A⊂ Rn được gọi là bị chặn nếu

sup{‖x‖ : x ∈ A}<+∞.

Như vậy dãy {x k} ⊂ Rn là bị chặn khi và chỉ khi nó là bị chặn như một tập con
của Rn.

Rõ ràng giao của một họ bất kì và hợp của một họ hữu hạn các tập bị chặn
trong Rn là bị chặn.

Định lí 1.6. (Hausdorff). Tập A ⊂ Rn là compact khi và chỉ khi nó đóng và bị
chặn.

Chứng minh. Giả sử A là compact. Đầu tiên ta kiểm tra tính bị chặn của A. Nếu
A không bị chặn nó sẽ chứa một dãy {x k} sao cho ‖x k‖ ≥ k,∀k ≥ 1. Vì A là
compact, nó có một dãy con hội tụ. Ta có thể coi x k→ x . Khi đó

+∞= lim
k→∞
‖x k‖= ‖x‖<+∞.

Điều này vô lí. Còn lại tính đóng của A là hiển nhiên.

Ngược lại, nếu A đóng và bị chặn thì từ nguyên lí Bolzano-Weierstrass suy ra
A là compact.

Đặc trưng Heine-Borel của tập compact

Định nghĩa. Giả sử A ⊂ Rn. Họ các tập {Ui}i∈I được gọi là một phủ mở của A
nếu

(i) Ui là mở trong Rn,∀i ∈ I ;

(ii) A⊂ ∪
i∈I

Ui.

Nếu I0 ⊂ I và A⊂ ∪
i∈I0

Ui, ta nói họ ∪
i∈I0

Ui là một phủ con của ∪
i∈I

Ui

Bổ đề 1.7. Trong Rn mọi tập bị chặn đều có thể phủ bởi một hữu hạn hình cầu
bán kính nhỏ tuỳ ý.

Chứng minh. Để đơn giản kí hiệu ta xét trường hợp n = 2 (trường hợp n > 2
được chứng minh tương tự).
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Cho A là tập bị chặn trong R2. Bởi vì mọi chuẩn trong R2 đều tương đương
với chuẩn max, ta chỉ cần chỉ ra rằng A có thể phủ bởi một số hữu hạn các hình
vuông cạnh nhỏ tuỳ ý.

Cho ε > 0. Do A bị chặn nó sẽ bị chứa trong hình vuông đủ lớn:

H = [a, b]× [c, d], (a < b, c < d, b− a = d − c).

Chia [a, b] và [c, d] thành m đoạn bằng nhau bởi các điểm chia x i = a+i b−a
m

, i =
0, . . . , m và y j = a+ j b−a

m
, j = 0, . . . , m. Qua mỗi điểm chia dựng các đường vuông

góc với các trục toạ độ. Khi đó H được chia thành m2 hình vuông con. Rõ ràng
ta có thể tăng số điểm chia m sao cho mỗi cạnh của mỗi hình vuông có độ dài
bé hơn ε. Như vậy H và do đó A được phủ bởi m2 hình vuông con.

Bây giờ ta đi tới định lí quan trọng sau.

Định lí 1.8. (Heine- Borel). Tập A⊂ Rn compact khi và chỉ khi mọi phủ mở của A
đều chứa một phủ con hữu hạn.

Chứng minh. Giả sử A compact và giả sử tồn tại một phủ mở {Gα}α∈I của A sao
cho mọi phủ con hữu hạn của nó không phủ được A. Do A bị chặn nó sẽ được
phủ bởi một số hữu hạn các hình cầu bán kính 1. Trong số các hình cầu này
phải tồn tại một hình cầu B1 sao cho B1 ∩ A không thể phủ bởi một số hữu hạn
các Gα. Áp dụng lí luận trên vào tập bị chặn B1∩A, ta tìm được hình cầu B2 bán
kính 1

2
sao cho B2 ∩ B1 ∩A không thể phủ được một số hữu hạn các Gα. Đặc biệt

B2 ∩ A cũng như vậy. Cứ tiếp tục quá trình trên ta tìm được các hình cầu Bk bán
kính 1

k
sao cho Bk ∩ A không thể phủ được một số hữu hạn các Gα. Với mỗi k

chọn x k ∈ Bk ∩ A. Do A compact, bằng cách chuyển qua dãy con, ta có thể coi
x k→ x0 ∈ A.

Chọn α0 để x0 ∈ Gα0
. Do Gα0

mở, tồn tại ε > 0 để Bε(x0) ∈ Gα0
Lấy k0 đủ lớn

sao cho

‖x0− x k0‖<
ε

2
và

1

k0
<
ε

4
.

Khi đó với mọi x ∈ Bk0
ta có

‖x − x0‖ ≤ ‖x − x k0‖+ ‖x k0 − x0‖ ≤
ε

2
+
ε

4
< ε,

tức là Bk0
⊂ Bε(x0) ⊂ Gα0

. Vậy Bk0
, đặc biệt Bk0

∩ A được phủ bởi một Gα0
, trái

với tính chất của Bk0
∩ A.
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Ngược lại chỉ cần chứng minh A bị chặn và đóng. Xét phủ mở {B1(x) : x ∈ A}.
Theo giả thiết tồn tại x1, . . . , xm để

A⊂
m
∪

i=1
B1(x

i).

Từ bao hàm thức này suy ra

sup{‖x‖ : x ∈ A} ≤ 1+ sup
1≤i≤m

‖x i‖<+∞.

Cuối cùng để chứng minh A đóng ta hãy giả sử rằng có một dãy {x k} ⊂ A hội
tụ tới x0 /∈ A. Áp dụng giả thiết tới phủ mở {Bεx

(x) : x ∈ A,εx =
‖x−x0‖

2
} ta tìm

được x1, . . . , xm ∈ A để

A⊂
m
∪

i=1
Bε−x i(x i).

Chuyển qua dãy con có thể coi tồn tại 0≤ i0 ≤ m sao cho

x k ∈ Bε
x i0
(x i0),∀k ≥ 1.

Hệ thức này suy ra x0 ∈ Bε
x i0
(x i0) mà nó không thể xảy ra vì

‖x0− x0
i ‖ ≥ 2εi0 .

Định lí được chứng minh.

2. Tập liên thông trong Rn

Định nghĩa. Tập E ⊂ Rn được gọi là liên thông nếu không tồn tại hai tập mở A
và B của Rn sao cho

A∩ B = ;, A∩ E 6= ;, B ∩ E 6= ;, E ⊂ A∪ B.

Mệnh đề sau đây cho ta biết cấu trúc của tập liên thông trong R.

Mệnh đề 1.9. Tập E ⊂ R là liên thông nếu và chỉ nếu nó có tính chất

x ∈ E, y ∈ E, x < z < y kéo theo z ∈ E.

Chứng minh. Giả sử E liên thông và E không có tính chất trên. Do đó tồn tại
x , y ∈ E và tồn tại z ∈ (a, b) nhưng z /∈ E. Đặt A = (−∞, z), B = (z,∞). Ta có
A∩ B = ;, x ∈ A∩ E, y ∈ B ∩ E và E ⊂ A∪ B; tức là E không liên thông: Vô lí.
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Ngược lại, giả sử E có tính chất trên và E không liên thông. Do đó tồn tại hai
tập mở A và B như trong định nghĩa tính liên thông. Suy ra, tồn tại x ∈ A∩E, y ∈
B ∩ E và y 6= x . Giả sử x < y , đặt S = A∩ [x , y] và kí hiệu z = sup S. Ta thấy:

• z thuộc vào bao đóng của S, nên z thuộc vào bao đóng Ā của A. Vì B mở và
không có điểm chung với A, nên z /∈ B. Suy ra x ¶ z < y (vì y ∈ B).

• Nếu z /∈ A thì x < z < y (vì x ∈ A). Suy ra z ∈ E (theo tính chất của tập E).
Điều này vô lí vì E ⊂ A∪ B và z /∈ B, z /∈ A.

• Nếu z ∈ A thì z không thuộc vào bao đóng B̄ của B (vì A mở). Do đó, tồn tại
lân cận (z − r, z + r) nằm trong phần bù của B̄. Chọn r sao cho z + r < y . Khi
đó, tồn tại z1 /∈ B sao cho x ¶ z < z1 < y . Suy ra z1 ∈ E và z1 /∈ A (vì z1 là cận
trên đúng của S). Điều này vô lí.

Hệ quả 1.10. E ⊂ R là liên thông nếu và chỉ nếu E có một trong các dạng sau:

(−∞, b], (−∞, b), (a,∞), (−∞,+∞), [a,∞), (a, b), [a, b), (a, b], [a, b].

§2. Giới hạn của hàm trên Rn

2.1. Hàm vectơ n-biến

Định nghĩa. Hàm f : A→ Rm, A⊂ Rn, được gọi là hàm vectơ n-biến trên A với
giá trị trong Rm; trong trường hợp m= 1 thì f được gọi là hàm số n-biến.

Khi cần chỉ rõ biến số ta còn kí hiệu f (x1, . . . , xn) để chỉ f (x) với x =
(x1, . . . , xn) ∈ A.

Ví dụ 2.1. a) Các hàm f (x) = (sin x , cos x), x ∈ R, và g(x) = (x , x2), x ∈ R,
là những hàm vectơ 1-biến.

b) Với mỗi k = 1, n xét hàm πk : Rn→ R cho bởi

πk(x) = xk, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Đó là những hàm số n-biến. Các hàm này được gọi là các phép chiếu chính
tắc lên các trục toạ độ. Vậy πk là phép chiếu chính tắc từ Rn lên trục toạ
độ thứ k.

c) Nhờ phép chiếu πk ta có thể viết

x =
�

π1(x), . . . ,πn(x)
�

, ∀x ∈ Rn.

18



 

 

 

 

 

 

 

Cho hàm vectơ f : A→ Rm. Hàm số

fk = πk ◦ f : A→ R, 1≤ k ≤ m,

được gọi là hàm thành phần thứ k của f . Rõ ràng f = ( f1, . . . , fn).

2.2. Giới hạn của hàm vectơ tại một điểm

Định nghĩa. Cho hàm f : A → Rm, A ⊂ Rn. Ta nói f có giới hạn l ∈ Rn tại
x0 ∈ A′ và viết

lim
x→x0

f (x) = l hay f (x)→ l khi x → x0

nếu với mọi ε > 0 tồn tại δ > 0 sao cho

‖ f (x)− f (x0)‖< ε, ∀x ∈ A, 0< ‖x − x0‖< δ.

Đôi khi ta viết lim
x1→x0

1
···

xn→x0
n

f (x1, . . . , xn) = l thay cho lim
x→x0

f (x) = l.

Chú ý. a) lim
x→x0

f (x) = l ⇔ với mọi lân cận V của l trong Rm tồn tại lân cận

U của x0 trong Rn sao cho

f (x) ∈ V,∀x ∈ U ∩ A, x 6= x0.

b) lim
x→x0

f (x) = l⇔ lim
x→x0

fk(x) = lk, ∀k = 1, m,

ở đây l = (l1, . . . , lm) ∈ Rm.

Các định lí dưới đây được chứng minh tương tự như đối với giới hạn hàm một
biến.

Định lí 2.1. Nếu f có giới hạn l ∈ Rm tại x0 thì giới hạn đó là duy nhất.

Định lí 2.2. lim
x→x0

f (x) = l⇔∀{x k} ⊂ A\ {x0}, x k→ x0, ta có

lim
k→∞

f (x k) = l.

Định lí 2.3. Nếu lim
x→x0

f (x) 6= 0 thì tồn tại một lân cận U của x0 sao cho

f (x) 6= 0, ∀x ∈ U ∩ A, x 6= x0.
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Định lí 2.4. Giả sử f , g : A→ Rm có giới hạn tại x0 ∈ A′. Khi đó α f + β g có giới
hạn tại x0, ∀α,β ∈ R và

lim
x→x0
(α f + β g)(x) = α lim

x→x0
f (x) + β lim

x→x0
g(x).

Định lí 2.5. Giả sử f : A→ Rm và λ : A→ R là các hàm có giới hạn tại x0 ∈ A′.
Khi đó

(i) Hàm (λ f )(x) = λ(x). f (x) có giới hạn tại x0 và

lim
x→x0
(λ f )(x) = lim

x→x0
λ(x). lim

x→x0
f (x).

(ii) Nếu lim
x→x0

λ(x) 6= 0 thì trong lân cận U đủ bé của x0 hàm
f

λ
xác định trên

A∩ U và có giới hạn tại x0 và

lim
x→x0

f

λ
(x) =

lim
x→x0

f (x)

lim
x→x0

λ(x)
.

Định lí 2.6. (Nguyên lí Cauchy). Hàm f : A → Rm, A ⊂ Rm, có giới hạn tại
x0 ∈ A′ khi và chỉ khi với mọi ε > 0 tồn tại δ > 0 sao cho với mọi x ′, x ′′ ∈
A∩ B(x0,δ), x ′, x ′′ 6= x0 ta có

‖ f (x ′)− f (x ′′)‖< ε.

2.3. Giới hạn lặp và giới hạn theo hướng

Một sự khác biệt giữa hàm n-biến (n > 1) với hàm 1-biến là sự tồn tại khái
niệm giới hạn lặp và giới hạn theo hướng.

1. Giới hạn lặp

Để dễ hình dung khái niệm giới hạn lặp, đầu tiên ta xét trường hợp hàm hai
biến.

Cho A⊂ R2 và f : A→ Rm. Với mỗi y ∈ R đặt

Ay = {y ∈ R : (x , y) ∈ A}.
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