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Chuong 1

GIGI HAN VA HAM LIEN TUC TREN
RN

§1. Khong gian R"

I\" N
1.1. Chuan trén R"
1. CAu tric tuyén tinh trén R"
Ki hiéu
R"={x=(x1,...,x,}:x; €R, i=1,...,n}.
Pua vao trong R" phép cdng hai phan tt va phép nhan mot phén td véi mot vo

huéng dude dinh nghia nhu sau:

x+y=01+ Yy, X+ Yn)s
Ax =(Axq,...,Ax,), AER,

trong d6 x = (x1,...,%,),y = (¥1,...,¥,) € R". D& thiy R" v6i hai phép toan
trén tré thanh mot khéng gian vecto thuc n chiéu véi ¢o s chinh tac la

e; =(1,0,...,0),e,=(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).

2. Chuin trén R"

Dinh nghia. Chu4n trén R" 14 mét ham ¢ : R” — R thda mén cac diéu kién
sau:

N) e(x)=0 x =0;

N,) o(Ax) = |Alp(x), Vx e R, VA €R;

N)ox+y) <o)+ e(y), Vx,y €R™
Chi y. Gia st ¢ : R" — R 1a mot chuén trén R". Khi dé:
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i) ¢(x) >0, Vx € R". That vay, ta c6: 0 = ¢(0) = p(x + (—x)) < p(x)+
p(—x) = 2p(x).
i) lp(x) =< px—y), Vx,y €R"

Vi du 1.1. Ham tri tuyét dbi |.| 14 mot chudn trén R. Ngoai ra néu ¢(.) ciing 1a
mot chuan trén R thi ta ¢

p(x)=p(x.1)=|x|p(1),Vx €R.

Nhu vdy moi chuén trén R 13 mot bdi duong cta tri ) tuyét dbi.
Vi du 1.2. Ham ||.||, : R" — R cho béi

n 1/2
Il = (D x2) " ox =Cxpyeox) ERY,

i=1

12 mot chuén trén R™.
Thét véy, hién nhién N,), N,) dudc thod man. St dung bat ding thiic Cauchy-
Schwarz, ta co

n n n n
||X+J’||§ :Z(Xi+yi)2 :in2+2xiyi+2yi2
i=1 i=1 i=1 i=1
<ix2+2(ix2)1/2(i 2)1/2+i 2 ((ixz)l/z_i_(i 2)1/2)2
AN i .13’1 .lyi_ L% ‘lyi :
i= i= i= i= i=

i=1
Suy ra ||x + yI5 < [lx|5 + Iy ll3, Vx,y € R".
Chuén ||.||, dudc goi 1a chuin Euclid ctia R".
Téng quat, c6 thé chting minh duge ham ||.|| » - R" — R cho béi

n 1
Il = () 2 = Gy ) €R (92 1)
i=1

~ N R A n
cling la mo6t chuan trén R™.

Vi du 1.3. Dé dang kiém tra ham ||.||, : R" — R xac dinh béi

Ielle = max x|, x = (xy5.., x,) € R

cling 1a mot chudn trén R" va né dudc goi 1a chudn max ctia R™.
C6 thé chitng minh dudc rang lim llxl, = llxloo-
p—00



3. Khoang cach trén R"

binh ngh,ia. Ham p : R" X R" —R dudgc goi la mét khoang cach (hay metric)
trén R" néu nd thoa man cac diéu kién sau:

D)) p(x,y)=>0,Vx,yeR"vap(x,y)=0=x=y;

D,) p(x,y) = p(y,x),Vx,y € R" (tinh dbi xing);

D) p(x,2) < p(x,y)+ p(y,2),Vx, y,z € R" (bat ding thitc tam gi4c).

Ciing nhu chuén trén R, ta ¢6
lp(x,y) —p(y,2)l < p(x,2),Vx,y,z € R".

Khoang cach sinh béi chudn. Gid st ¢ : R" — R 13 mét chudn trén R". D&
kiém tra rang ham
plx,y)=¢(x—-y),x,y €R",

xac dinh mot khoang cach trén R". Khoang cach nay dudc goi la khoang cach
sinh béi chuén ¢.
Chtiy. Ngoai ba tinh chét D,), D,), D,), khodng cach sinh béi chudn con ¢ thém
hai tinh chat sau:

D,) p(Ax,Ay) =|Alp(x,y),VA €R,Vx, y € R" (tinh thuin nhit dbi véi phép
vi tw);

D) p(x+2,y +2) = p(x,y),Vx,y,z € R" (tinh bét bién dbi v6i phép tinh
tién).

Ngudgc lai, néu p(.,.) 13 mot khodng cach trén R" thod man cac tinh chét
D;) — Dg) thi ham ¢ : R" — R xac dinh béi

¢(x) = p(x,0)
1a mot chuén trén R™.
Tit day vé sau trén R” ta chi xét khoang cach sinh béi mét chuén nao dé.
4. Su tuong duong cta cac chudn trén R”

Pinh nghia. Hai chudn ¢ va v trén R" dudc goi 13 tuong duong (déu) va viét
( ~ 1) néu ton tai cac so duong C,, C, sao cho

CiY(x) < p(x) < Cp(x),Vx €R".



Dé thiy quan hé ~ giita cdc chuén 13 mét quan hé tuong duong.
binh 1i sau diy cho phép sau nay ta chi cin xét mot chuén nio dé trén R",
dac biét chuan Euclid hodc chuan max.

Pinh 1i 1.1. Hai chudn bdt ki trén R™ la tuong duong.

Chitng minh. Chi cin chiing minh moi chuén trén R" déu tuong duong véi
chuin max. Gid st ey,...,e, 1a co s6 chinh tac trén R". Viét

n
J— — n
x = E xie;,x =(eg,...,x,) €R".
i=1

Ta cb

p(x) < D Ixlo(e) < Collxll, ¥x €RT,

i=1
v8i C, =Y p(e) > 0.

DE tim C, sao cho
Cillxlle < @(x),Vx €R"

ta xét
S={xeR": x|, =1}
Chi can chimg t6 a = inf{y(x) : x € S} > 0. Vi khi dé
X

@(x) = [lxlloop (7==) 2 allx|l
1l

va C; c6 thé chon bang a.

k

Néu a = 0, ton tai mot day x* = (xk,...,x*) S sao cho lim (x¥)=o0.

Vi xll‘ <1,Vk > 1, ton tai ddy con
{x’f}keNl C {x’f}keN
hoi tu dén x; € R. Cling nhu vay vi xk < 1,Vk € Ny, ton tai ddy con
{Xé}keNz - {X;(}keNl

héi tu dén x, € R.
Ct tiép tuc qua trinh d6 ta sé tim dugc cac diy con

{Xll(}keNn = {x]f}keN



k k
{xn}keNn - {Xl Heen

lan luct hoi tu dén x,,...,x, € R™.
Hién nhién véi x = (x,,...,x,) ta co

x||.. = max |x;| = lim max |[xX| =1
Il [l oo 1§i§n| il k_mlSiSn| J

lo(x*) — p(x)] < p(x* = x) < Cylxp — x|
Suy ra p(x) = I}ian ¢(x*) = 0, nghia 1a x = 0, trai véi dazlng thiec ||x||, =1 #
S n
0. O

Cht y. Vi moi chuén trén R 13 tuong duong nén tit ddy vé sau ta sé stt dung ki
hiéu ||.|| dé chi mét chuan tuy y trén R".

5. Su hdi tu cta day trong R"

Pinh nghia. biém a € R" dudc goi 14 giéi han clia day {x*} ¢ R" néu v6i moi
¢ > 0 ton tai k(¢) sao cho Yk > k(&) ta co

llxk —a|| < e.

k

Khi d6 ta ciing néi day {x*} héi tu dén a va viét lim x* = a hay x* — a khi

—00
k — oo.
Chuy. i) Do cac chuin trén R" tuong ducng nén khai niém hoi tu ctia day
khong phu thudc viéc chon tirng chuan cu thé.
ii) Day x* = (x¥,...,x¥) e R" hoi tu dén (x,,...,x,) € R" khi va chi khi day
{x*} hoi tu vé x; v6i moii =1,...,n.

Nhu vay su hoi tu trong R" chinh Ia su héi tu theo toa do.

1.2. Topo trén R"

Trong muc nay khéng gian R" dudc xét v6i mot mot chuan ||.|| tuy y.



1. Hinh cAu mé, hinh ciu déng, 14n can
binh nghia. Gid st x° € R" va ¢ > 0. Tap
B(x°,r)={xeR":|lx —x°|| <r}

dugc goi 14 hinh cAu mé tAm x°, ban kinh r trong R".

Dic biét néu chudn dugdc xét trén R" 1a chudn Euclide thi vé6in = 1, B(x°, r)
1a khoang (x° — r,x° 4+ r), con v6i n = 2 (tuong ting n = 3) thi B(x?,r) 1 hinh
tron (tuong tng hinh cau) tdm x° ban kinh r, khong ké bién.

Pinh nghia. Gid st x° € R" va ¢ > 0. Tap
B[x°,r]={xeR": ||x —x°|| < r}

dudgc goi 14 hinh ciu déng tAm x° ban kinh r trong R".

Dinh nghia. Cho x° € R". TAp con U C R" dudc goi la mot 1an cin cla x° néu
3r > 0 sao cho B(x%r)C U.

LAn cin cta x° thudng dudc ki hiéu 1a U(x°). Ro6 rang rang:
i) Néu U 1a mét 14n cin ctia x° thi moi tip con ctia R" chita U déu 1a 14n cin
ctia x°.
ii) Giao hitu han va hop ctia mot ho tuy y cc 14n cén ctia x° cling 1a mot 1an
cin cua x°.
iii) V6i moi 1an cAn U déu ton tai 14n cAn V C U cta x° sao cho V 1a 14n c4n

cilamoi y € V.

Thét vay, chon r > 0 dé B(x°,r) c U. Cho x € B(x%, 7). Khi d6 v6i p =r —||x —
x°|| > 0, ta lu6n c6
B(x°, p)cB(x° r)cU.

Vay B(x°,r) 1a mot 14n cén cta x.

Chti y. Do cac chuén trén R" 13 tuong duong, khai niém 14n cin khong phu
thudc vao chuan da chon. Vi vay cac khai niém tiép theo xuat phat tir khai niém
lan can cting the.

2. Cac diém tépd quan trong

Dinh nghia. Cho AC R".
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a) x° goila diém trong ctia A néu A 14 14n cin clia x°. Néi cach khac 3r > 0:
B(x° r) C A

Tép tit cd cac diém trong ctia A dudc goi 1a phan trong clia A va viét 13
0
IntA hay A.
b) x° goi 1a dim tu clia A néu moi l4n cin U chta it nht mét diém (vAy thi
v6 so diém) cta A khac x°.
Tép tat ca cac diém tu clia A dudc goi 13 tip din xult clia A va vibt 1a A

RN R A 1A k3 A A .« 1A A b
c) x° goi la diém c6 14p cia A néu ton tai 1an cin U ctia x° sao cho UNA =

{x°}.

d) x° hoic 1a diém tu hoic 1a diém cb 14p clia A sé dudc goi chung 1a diém
dinh ctia A. Nhu vdy x° 1a diém dinh ctia A khi va chi khi v6i moi 1an cin
U cta x° thi UNA # 0.

Tép tat ca cac diém dinh cta A dudce ki hiéu 13 A va goi 13 bao déng cia A.
Vay thi 3
A={xeR":U(x)NA#0D,VU(x)}.

e) x° goila diém bién clia A néu UNA# 0 va UN CA # 0 v6i moi 1an can U
ctia x°.
Tép tt ca cac di€m bién clia A dudc goi 13 bién ctia A va dudc ki hiéu 13
0A.

Vi du 1.4. Cho tap
A={(x,y)eR*:0<x<1,0<y<1}U{(2,3)}.
Ta co

AZ{(X,y)€R2:0<x<1,O<y<1},
A={(x,y)€ER?*:0<x<1,0<y <1},
OA={(x,y)€R*:x=0,0<y<1}U{x=1,0<y < 1}U
{(x,y)€R?:y=0,0<x <1}U{y=1,0<x <1},
A={(x,y)eR*:0<x<1,0<y <1}U{(2,3)}.

biém (2,3) 1a diém c6 14p cta A.
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3. Tap dong, tip mé

Tap mé
Pinh nghia. Tip D C R" dudc goi 1a md néu D 13 1an cin ctia moi diém clia né.
Diéu nay c6 nghia la

Vx € D,3r > 0 sao cho B(x,r) C D.

Ho tt ca cac tAp mé trong R" dudc ki hiéu 13 9.
RO rang rang:
0,)0,R" € ¥,
0,) D, efg,izl,_m:D:ﬁlDi €Y;
0;)D;€¥9,icl=UD, €Y.

iel

Vidu 1.5. a) Hinh cAu mé B(x?,r) 13 mét tip mé trong R".

b) Hinh hoép 0%(a, b) = {x = (x,,...,x,) ER" :a; < x; < b;,i = 1,n} l]a mé
trong R" (a = (a,,...,a,),b =(by,...,b,) €R").

Tap dong
Pinh nghia. TAp M C R" dudc goi 1a déng (trong R™) néu phan bu CM :=
R"\ M la mé (trong R").

Ho tét ca cac tAp déng trong R" sé dudc ki hiéu 1a Z. Tit 0,), 0,), 05) sau dinh
nghia tip ma ta c6

F)O,R"e Z;

F, )M, e Z,icel= NM, € Z;

iel

FS)Mieg,i:1,m:>M=ﬁMieg.

1
RO rang rang:

i) A 1 tdp déng nho nhét chita A. Diéu nay ¢ nghia 13 A 13 tip déng va néu B
13 tp déng va A C B thi A C B. Thét viy néu R" \ A khéng mé thi ton tai x° ¢ A
sao cho B(x°,r)NA#0,Vr > 0. Suyra B(x°, r)NA#0,Vr > 0, nghia 1a x° € A.
V6 1i! Hon nita c6 thé chi ra ring A 13 tp déng bé nhit chita A.

ii) Hinh ciu déng 1a mot tip hop déng va bao déng ctia hinh ciu "md" 1a hinh
ciu "déng" cing tAm va ban kinh, nghia 1a

B(x%r)={xeR":||x —x°|| <r}.
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RO rang néu Ala mé thi A=A\ A.

Ménh dé 1.2. Cho A C R". Hai khdng dinh sau la tuong duong:
(i) Ala dong;
(i) Néu {x*} c A héi tu dén x thi x € A.

Chitng minh. (i) — (ii). Cho déy {x*} C A hdi tu dén x. Khi d6 B(x,r) NA #
0,Vr>0.Vay x e A=A.

_ 1 \
(ii) — (i). Gia stt x € A. Khi d6 v6i moi k € N, Ix* € B(x, E) NA. biéu nay suy
ra ddy {x*} € A hoi tu dén x. VAy x € A. Do d6 A 1a déng. O
1.3. Cac nguyén li vé tinh day du cta R”
1. Nguyén li Cauchy
Pinh nghia. Diy {x*} c R" dudc goi 1a diy co ban (hay diy Cauchy) néu

lim ||x*—xP||=0,
k,p—o00

titc 13 v6i moi € > 0 ton tai k(¢) sao cho
|k = xP|| < e, Yk, p > k(e).

Pinh 1i 1.3. (Nguyén Ii Cauchy). Ddy {x*} c R"™ héi tu khi va chi khi nd la ddy
co ban.

Chitng minh. Diéu kién cin 14 hién nhién. P& ching minh diéu kién dq, ta
dung chuin max. Tt bat dang thitc

k k :
|x — xP| Slrgii)fllxi -xil,i=1,nkp>1.

Suy ra mbi i =1, n, ddy sb {xf‘}k 13 ddy co ban trong R. Vi R 13 diy nén ton tai

X; =klim xf, Vi=1,n.
—00
Do d6 x* — x véi x = (xq,...,x,) €R". O
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2. Nguyeén li Cantor

Dinh nghia. Dy hinh cAu déng {B,} c R" dudc goi 14 thit ddn néu day cac
ban kinh r;, cia n6 dan dén 0 khi k — oo va

By C By, Vk>1.

Dinh li 1.4. (Nguyén li Cantor). Mdi ddy hinh cdu déng thdt dan déu cé mot diém
chung duy nhat.

Chitng minh. Cho {B,} c R" 1a day hinh ciu déng thit dan. V6i mbi k > 1,
chon x* € B,. Béi vi

||k — xP|| <r.+r,—0(khik,p— 00),

day {x*} 1a day co ban. Tit nguyén li Cauchy suy ra x* — x.
T hé thiic xP € Ep,Vp >k>1suyra

Xegk,Vk21.

Vay x € koﬁlﬁk. Do r;, — 0 nén koriﬁk = {x}.

U
3. Nguyén li Bolzano-Weierstrass
Pinh 1i 1.5. Moi ddy bi chdn trong R" déu chita mét ddy con héi tu.
Chitng minh. Béi vi d6i v6i chudn max ta c6
suplel < sup||x¥|| < 4+o0, Vi =1,n,
k>1 k>1
nhu trong Pinh 1i 1.1, ton tai ddy con {x*} c {x*} hoi tu dén x € R". O

1.4. Tap compact va tap lién thong trong R"
1. Tap compact

Pinh nghia. Tip A C R" dudc goi 14 tAp compact néu moi day trong A chtta mét
day con héi tu dén mot phan ti thudc A.
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RS rang giao clia mét ho bt ki va hop clia mét ho hitu han cac tip compact
trong R" la compact.
Dic trung Haussdorf cia tip compact.

Pinh nghia. Tip A C R" dudgc goi 14 bi chin néu
sup{||x]| : x € A} < 4o0.

Nhu vay day {x*} < R" 14 bi chin khi va chi khi né 14 bi chin nhu mot tip con
cta R".

RS rang giao cia mét ho bAt ki va hop clia mét ho hitu han cac tip bi chin
trong R" la bi chan.
Dinh li 1.6. (Hausdorff). Tdp A C R" la compact khi va chi khi no dong va bi
chan.

Chitng minh. Gia st A 1a compact. DAu tién ta ki€m tra tinh bi chin ctia A. Néu
A khoéng bi chin né sé chtta mot day {x*} sao cho ||x|| > k,Vk > 1. ViA la
compact, né c6 mot day con hoéi tu. Ta c6 thé coi x* — x. Khi d6

+oo = lim [|x¥]| = [|x|| < +oo.
k—o00

Piéu nay vé li. Con lai tinh déng ctia A 13 hién nhién.

Ngudgc lai, néu A déng va bi chin thi tit nguyén li Bolzano-Weierstrass suy ra
Ala compact. O
Dic trung Heine-Borel ctia tAp compact
Dinh nghia. Gia st A C R". Ho cac tip {U,},c; dudc goi la mot phi mé cta A
neu

(i) U;1a mé trong R, Vi €1;

(i) Ac UU;.
i€l
Néul,cIvaAC U U, tanéiho U U, 1a mét phti con cia U U,
i€l i€l i€l
BS dé 1.7. Trong R" moi tdp bi chdn déu c6 thé phit bdi mét hitu han hinh cdu
bdn kinh nho tuy y.
Chitng minh. D€ don gin ki hiéu ta xét trudng hop n = 2 (trudng hop n > 2
dudc chting minh tuong tu).
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Cho A 14 tap bi chin trong R2. Bdi vi moi chuén trong R*> déu tuong ducng
v6i chudn max, ta chi cn chi ra ring A c6 thé phti béi mét s6 hitu han cac hinh
vuong canh nho tuy y.

Cho ¢ > 0. Do A bi chén no6 sé bi chita trong hinh vu6ng du 16n:

H=1[a,b] x[c,d],(a<b,c<d,b—a=d—c).

Chia [a, b] va [¢, d] thanh m doan bing nhau béi cac diém chia x; = a—I—i%,i =
0,...,mvay; = a+jbja,j =0,...,m. Qua mdi diém chia dung cac dudng vudng
gbc véi cac truc toa do. Khi d6 H dudc chia thanh m? hinh vudéng con. R6 rang
ta co thé tdng s6 diém chia m sao cho moi canh cta méi hinh vuéng cé do dai
bé hon e. Nhu vy H va do d6 A duge phtt bi m? hinh vudng con. O

Bay gio ta di téi dinh li quan trong sau.

Dinh 1i 1.8. (Heine- Borel). Tdp A C R" compact khi va chi khi moi phtt mé ctia A
déu chita mot phii con hitu han.

Chitng minh. Gia stt A compact va gia st ton tai mot phtt mé {G,} ., clia A sao
cho moi pht con hitu han cia né khéng pht duge A. Do A bi chin né sé duge
phtt bdi mot sb hitu han cac hinh cdu ban kinh 1. Trong sb cac hinh cu nay
phai ton tai mét hinh cdu B, sao cho B; N A khéng thé pht bdi mét s6 hitu han
cac G,. Ap dung i luan trén vao tap bi chin B, NA, ta tim dudc hinh ciu B, ban
kinh % sao cho B, N B, N A khong thé phti dude mét sb hitu han cac G,. bic biét
B, NA ciing nhu vay. Cit tiép tuc qua trinh trén ta tim dudc cac hinh ciu B, ban
kinh % sao cho B, N A khong thé pht dude mot s6 hitu han cac G,. Voi mbi k
chon x* € B, N A. Do A compact, bang cach chuyén qua diy con, ta cé thé coi

xk - x0 eA.

Chon a, d€ x° € G,,. Do G, md, ton tai € > 0 dé B,(x°) € G, Lay k, dt1 16n
sao cho

0 _ yko E 3 l E
[[x®” —x™||<=va— < -.
2 ky, 4

Khi d6 v6i moi x € By ta co

£ £
[l — x| < [l — x| + []xcFe — x| < St 7<%

tic 1a By, C B,(x°) C G,,. VAy By, ddc biét B, NA dugc pht bdi mét G, , trai
v6i tinh chét cla By, NA.
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Ngugc lai chi cn chiing minh A bi chiin va déng. Xét pht mé {B,(x) : x € A}.
Theo gia thiét ton tai x!,...,x™ dé

m .
AC .UlBl(x‘).
i=
Tit bao ham thitc nay suy ra

sup{|lx|| : x €A} <1+ sup ||x']| < +o0.

1<i<m

Cubi cting d€ chitng minh A déng ta hiy gid st ring c6 mét diy {x*} c A héi
tu t6i x° ¢ A. Ap dung gia thiét t6i phti md {B, (x): x €A e, = w} ta tim
duge x1,...,x" €A dé

Ac ingg_xi(xi).

Chuyén qua déy con c6 thé coi ton tai 0 < ip < m sao cho
xke B ., (x),Vk > 1.
Hé thitc nay suy ra x° € I§€xi0 (x) ma n6 khong thé xay ra vi
1% = XDl > 2¢; .

Dinh 1i dudc chling minh. O

2. Tap lién thong trong R"

Dinh nghia. Tap E C R" dudc goi la lién thong néu khong ton tai hai tip mé A
va B ctia R" sao cho

ANB=0,ANE#0,BNE#0,E CAUB.

Ménh dé sau déy cho ta biét cdu triic cia tip lién théng trong R.
Ménh dé 1.9. Tdp E C R la lién théng néu va chi néu né ¢ tinh chdt
x€E,ye€E x<z<Yy kéotheoz €E.
Chitng minh. Gia st E lién théng va E khéng c6 tinh chét trén. Do dé ton tai

x,y € Eva ton tai z € (a, b) nhung z ¢ E. bat A= (—00,2),B = (2,00). Ta co
ANB=0,x € ANE,y e BNE vaE C AUB; tlic la E khong lién thong: Vo 1i.
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Ngudgc lai, gid st E c6 tinh chit trén va E khéng lién théng. Do d6 ton tai hai
tAp m& A va B nhu trong dinh nghia tinh lién théng. Suy ra, ton tai x €ANE,y €
BNEvay#x.Gidstx <y,ditS =AnN[x,y] vaki hiéu z = supS. Ta thiy:

e z thudc vao bao déng clia S, nén z thudc vao bao déng A ctia A. Vi B mé va
khong c6 diém chung v6iA, nénz ¢ B. Suyrax <z <y (viy €B).

eNéuz¢Athix <z <y (vix €A). Suyraz € E (theo tinh chét cta tip E).
Piéunay vo iviE CAUB vaz ¢ B,z ¢ A.

e Néu z € A thi z khéng thudc vio bao déng B clia B (vi A md). Do dé, ton tai
l4n cin (z — r,z + r) nam trong phan bu ctia B. Chon r sao cho z 4+ r < y. Khi
d6, tdhn taiz, ¢ Bsaocho x <z <z, <y.Suyraz, €Evaz, ¢ A (viz 1acin
trén ding ctia S). Diéu nay vé 1i. O

Hé qua 1.10. E C R la lién thdng néu va chi néu E c6 mét trong cdc dang sau:

(—o0,b],(—00,b),(a,o0),(—00,+0),[a,o0),(a,b),[a,b),(a,b],[a,b].

§2. GiGi han cua ham trén R"

2.1. HAm vectd n-bién

Pinh nghia. Ham f : A — R™, A C R", dugc goi 1a ham vecto n-bién trén A véi
gia tri trong R™; trong trudng hgp m = 1 thi f dudc goi la ham so n-bien.

Khi can chi o6 bién s6 ta con ki hiéu f(xi,...,x,) dé chi f(x) véi x =
(X1,.-.,X,) €EA.

Vidu2.1. a) Cadcham f(x)= (sinx,cosx), x € R,va g(x) = (x,x?), x €R,
la nhitng ham vecto 1-bién.

b) V6i mbi k = 1,n xét ham 7, : R" — R cho bdi

T.(x) =x;, x =(xq,...,Xx,) €R".

D6 13 nhitng ham sb n-bién. Cac ham nay dudc goi 1a cac phép chiéu chinh
tac 1én cac truc toa do. Vay 7, la phép chiéu chinh tac tt R" Ién truc toa
do thu k.

¢) Nho phép chiéu , ta c6 thé viét

x = (nl(x), e, nn(x)), Vx e R".
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Cho ham vectd f : A— R™. Ham sb
fk:ﬂ:kof :A_>R, 1Sk5m,

dugc goi 1a ham thanh phan tht k cla f. Ré rang f = (f1, ..., f,).

2.2. Gi6i han ctia ham vectd tai mot diém
Dinh nghia. Cho ham f : A —» R™,A C R". Ta ndi f c6 gi6i han | € R" tai

x% e A’ va viét

lim f(x)=10 hay f(x)—1 khi x - x°

X—X
néu véi moi ¢ > 0 ton tai 6 > 0 sao cho
1F ) = FOl <, Vx €A,0<lx —x°| < 6.

Doi khi ta viét limof(xl, ...,x,) =1 thay cho limof(x) =1.

XX xX—Xx
X, —xY
Chuy a) lim0 f(x) =1« véi moilan cAn V clia [ trong R™ tdn tai lan cin

X—X

U cta x° trong R" sao cho

f(x)€eV,Vx e UNA,x # x°.

b) limof(x) =le limofk(x) =L, Vk=1,m,
Sdayl=(l,...,L ) ER™.
Céc dinh 1i dusi ddy dugc chiing minh tuong ty nhu dbi véi gi6i han ham méot
bién.
Pinh li 2.1. Néu f ¢6 gii han | € R™ tai x° thi gidi han dé la duy nhdt.
Pinh1i 2.2. lim f(x)=1< Vixkt c A\ {x°}, x* — x°, ta c6

klim f(x"=1.

Pinh li 2.3. Néu lim f(x) # 0 thi ton tai mét lan cdn U cla x° sao cho

X—X

f(x)#0,Vx € UNA,x # x°.
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Dinh li 2.4. Gid sit f,g : A— R™ ¢4 gidi han tai x° € A'. Khi dé af + g c6 gidi
han tai x°, Va, B € R va

limo(af +Bg)x)=a limof(x) +B limO g(x).

Dinh li 2.5. Gid st f :A—> R™va A :A— R la cdc ham c6 gidi han tai x° € A'.
Khi dé

(i) Ham (Af)(x) = A(x).f (x) ¢6 gidi han tai x° va

lim (A£)(x) = lim A(x). lim f ().

x—x0

(i) Néu limO A(x) # 0 thi trong ldn cdn U du bé ctia x° ham j% xdc dinh trén
X—X

ANU va ¢6 gidi han tai x° va

lim0 f(x)
1 - _ X—X
Jim, 56 lim (x)

Dinh 1i 2.6. (Nguyén li Cauchy). Ham f : A - R™,A C R™, ¢6 gidi han tai
x° € A’ khi va chi khi véi moi € > 0 ton tai & > 0 sao cho véi moi x',x" €
ANB(x°%8),x",x" # x°ta cé

If D)= fFGMI <e.

2.3. Gidi han lap va gidi han theo hudng

Mot su khac biét gitta ham n-bién (n > 1) v6i ham 1-bién 13 su ton tai khai
niém giéi han lap va gi6i han theo hudng.

1. Gidi han lap
D€ dé hinh dung khai niém giéi han lip, d4u tién ta xét trudng hop ham hai
bién.
ChoAcCR?*va f:A— R™ V6imbi y € R dit
A ={yeR:(x,y) €A}l
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