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LỜI NÓI ĐẦU 

Nâng cao chất lƣợng, đổi mới trong giáo dục đào tạo là tiêu chí sống còn đối với 

một trƣờng đại học trong thời đại khoa học công nghệ nhƣ hiện nay. Một trong những 

nội dung đổi mới quan trọng ở Trƣờng Đại học Lạc Hồng đƣợc thực hiện trong thời 

gian qua là xây dựng và ban hành chuẩn đầu ra chất lƣợng cao bao gồm các yêu cầu về 

 Kiến thức; 

 Kĩ năng; 

 Thái độ; 

 Vị trí và khả năng công tác sau khi tốt nghiệp; 

 Khả năng học tập và nâng cao trình độ sau khi tốt nghiệp. 

Nhƣ vậy, việc trang bị và rèn luyện các kĩ năng nghề nghiệp cho sinh viên đƣợc xác 

định là nhiệm vụ vô cùng quan trọng và phải thực hiện lâu dài, xuyên suốt trong cả 

quá trình đào tạo. Tuy nhiên, một câu hỏi lớn nảy sinh đó là “các kĩ năng nghề nghiệp 

của sinh viên đƣợc trang bị và rèn luyện nhƣ thế nào thông qua quá trình học tập các 

môn thuộc lĩnh vực khoa học cơ bản và kiến thức đại cƣơng?” 

Môn học Toán Cao Cấp & Xác Suất Thống Kê là một môn thuộc khối kiến thức cơ 

bản và đây là một trong những học phần quan trọng đƣợc Bộ Giáo Dục và Đào Tạo 

quy định là môn học bắt buộc đối với sinh viên ngành Dƣợc. Giáo trình Toán Cao Cấp 

& Xác Suất Thống Kê theo định hƣớng phát triển kĩ năng này ra đời nhằm mục đích 

trả lời câu hỏi ở trên với nội dung nhƣ sau: 

Chƣơng 1. Phép tính tích phân hàm một biến 

Chƣơng 2. Phƣơng trình vi phân 

Chƣơng 3. Đại cƣơng về xác suất 

Chƣơng 4. Đại lƣợng ngẫu nhiên 

Chƣơng 5. Thống kê 

Trong giáo trình, bên cạnh việc trang bị các kiến thức cơ bản về phép tính tích phân 

hàm một biến, phƣơng trình vi phân, xác suất và công thức tính xác suất, các phân 

phối xác suất thông dụng, các bài toán về thống kê toán học, giáo trình còn hƣớng đến 

việc áp dụng các kiến thức vào bài toán ứng dụng thực tiễn của chuyên ngành Dƣợc và 

rèn luyện các kĩ năng cần có của sinh viên để thích ứng với nền giáo dục trong bối 

cảnh của cuộc cách mạng khoa học và công nghệ hiện đại nhƣ hiện nay. 

 Kĩ năng giải quyết vấn đề, đặc biệt là các vấn đề gắn với thực tiễn nghề nghiệp 

thông qua các tình huống, câu hỏi có vấn đề và bài tập ứng dụng ở mỗi chƣơng. 
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 Kĩ năng làm việc nhóm thông qua hệ thống bài tập ứng dụng. 

 Kĩ năng tự học, tự nghiên cứu thông qua việc trả lời các câu hỏi và giải hệ thống 

bài tập. 

 Kĩ năng tƣ duy tựa thuật giải thông qua các thuật toán đối với từng bài toán cụ 

thể. 

Nhƣ vậy, giáo trình trên đã bƣớc đầu đáp ứng đƣợc các yêu cầu đặt ra trong chuẩn 

đầu ra chất lƣợng cao của nhà trƣờng. Tuy nhiên, đây là giáo trình đầu tiên đƣợc biên 

soạn theo định hƣớng phát triển kĩ năng nên không thể tránh khỏi những thiếu sót. Tác 

giả xin chân thành cảm ơn ThS. Trần Đình Ánh đã cho nhiều góp ý rất quý báu trong 

suốt quá trình biên soạn giáo trình này. Tác giả cũng rất mong nhận đƣợc những góp ý 

từ các bạn sinh viên và các đồng nghiệp gần xa để giáo trình đƣợc hoàn thiện hơn khi 

tái bản. 

Xin trân trọng cảm ơn. 

     Biên Hòa, ngày 20 tháng 8 năm 2014 

     Tác giả 
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Chƣơng 1. PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 

Mục đích yêu cầu 

Chƣơng này trình bày các kiến thức về định nghĩa, tính chất, phƣơng pháp cơ bản 

tính tích phân bất định và tích phân xác định và một số ứng dụng hình học của tích 

phân xác định. 

Ngƣời học cần nắm vững các khái niệm, các phƣơng pháp tính tích phân, vận dụng 

thành thạo và linh hoạt các phƣơng pháp đó trong tính tích phân và biết cách sử dụng 

tích phân để xác định một số tính toán trong hình học. 

1.1. Nguyên hàm và tích phân bất định 

Mở đầu 

Ở phổ thông trung học, ta đã đƣợc tìm hiểu bài toán đạo hàm: Cho hàm số 

( ) cosF x x . Tìm hàm số ( ) ( )f x F x . Ở đây ( ) ( ) (cos ) sinf x F x x x     . 

Phát biểu bài toán ngƣợc lại của bài toán trên? 

Cho hàm số ( ) cosf x x . Tìm hàm số ( )F x  sao cho ( ) ( )F x f x  . Ta có 

(sin ) cosx x   nên ( ) sinF x x . 

Ngoài kết quả trên có thể tìm đƣợc các ( )F x  khác thỏa mãn yêu cầu bài toán 

hay không? 

Ta thấy ( ) sinF x x C   thì vẫn thỏa yêu cầu bài toán. 

Có bao nhiêu nguyên hàm của một hàm số cho trƣớc? 

Từ bài toán trên dẫn đến khái niệm nguyên hàm sau 

1.1.1. Nguyên hàm  

1.1.1.1. Định nghĩa  

Hàm số ( )F x  đƣợc gọi là nguyên hàm của hàm số  f x  trên khoảng  ;a b  nếu 

( )F x  liên tục, có đạo hàm tại mọi điểm thuộc  ;a b  và ( ) ( )F x f x  . 

1.1.1.2. Định lý 1 

Mọi hàm số ( )f x  liên tục trên  ;a b  đều có nguyên hàm trên khoảng đó. 
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Ví dụ 1.1. Cho 2( )f x x , dễ thấy 
3

( )
3

x
F x   là một nguyên hàm của ( )f x  trên . 

Ngoài ra nó còn có nguyên hàm dạng 
3

3

x
C , với C là hằng số tùy ý. 

1.1.1.3. Định lý 2 

 Nếu ( )F x  là nguyên hàm của ( )f x  trên (a,b) thì ( )F x C  (C là hằng số) cũng là 

nguyên hàm của ( )f x . 

 Mọi nguyên hàm của ( )f x  trên  ;a b  đều có dạng ( )F x C . 

1.1.2. Tích phân bất định  

1.1.2.1. Định nghĩa  

Dạng tổng quát của nguyên hàm của ( )f x  trên khoảng  ;a b , kí hiệu là ( )f x dx , 

đƣợc gọi là tích phân bất định của hàm f (x)  trên khoảng đó. 

( ) ( )f x dx F x C   

1.1.2.2. Tính chất cơ bản 

1)  ( ) ( )f x dx f x

 . 

2)  ( ) ( )d f x dx f x dx . 

3) Nếu ( )f x  khả vi thì ( ) ( )f x dx f x C   . 

4) Nếu ( )f x  khả vi thì ( ) ( )df x f x C  . 

5) ( ) ( )f x dx f x dx   . 

6)  ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx     . 

1.1.2.3. Nguyên hàm các hàm số sơ cấp 

Từ đạo hàm của các hàm sơ cấp cơ bản và các tính chất của tích phân bất định, ta có 

các tích phân bất định sau: 

1) adx ax C  , đặc biệt: dx x C  . 
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2) 
1

1

x
x dx C








 
  (  1), đặc biệt: 

2

1dx
C

x x
   . 

3) 
ax b

ax b e
e dx C

a


   . 

Các trƣờng hợp đặc biệt: 
x xe dx e C   và 

ln

x
x a

a dx C
a

  . 

4) 
sin( )

cos( )
ax b

ax b dx C
a


   , đặc biệt: cos sinxdx x C  . 

5) 
cos( )

sin( )
ax b

ax b dx C
a


    , đặc biệt: sin cosxdx x C   . 

6) 
2

tan( )

cos ( )

dx ax b
C

ax b a


 

 , đặc biệt: 
2

tan
cos

dx
x C

x
  . 

7) 
2

cot( )

sin ( )

dx ax b
C

ax b a


  

 , đặc biệt: 
2

cot
sin

dx
x C

x
   . 

8) 
'( )

ln ( )
( )

u x
dx u x C

u x
  . 

Các trƣờng hợp đặc biệt: 

 ln
dx

x C
x
   hay 

1
ln

dx
a x b C

ax b a
  

 . 

 
cos

cot ln | sin |
sin

x
xdx dx x C

x
    . 

 
sin

tan ln | cos |
cos

x
xdx dx x C

x


      . 

9) 
2 2

1
arctan

dx x
C

x a a a
 

 , đặc biệt: 
2

arctan
1

dx
x C

x
 

 . 

10) 
2 2

1
ln

2

dx x a
C

x a a x a


 

  . 

Chú ý. 
2 2

1
ln

2

dx a x
C

a x a a x


 

  . 

11) 
2

2
ln

dx
x x a C

x a
   


 . 
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12) 
2 2

arcsin
dx x

C
aa x

 


 , đặc biệt: 
2

arcsin
1

dx
x C

x
 


 . 

Các tích phân bất định trên đƣợc coi là các tích phân cơ bản. Để tính đƣợc tích phân 

bất định của một hàm số, trƣớc hết ta phải nhớ và biết vận dụng những tích phân cơ 

bản đó. Sau đây là một số ví dụ về cách vận dụng trực tiếp các tích phân cơ bản trên. 

Ví dụ 1.2. Vận dụng công thức tính tích phân x dx

 , ta có: 

a) 
1975 1 1976

1975

1975 1 1976

x x
x dx C C



   
 . 

b) 

1
1

1 2
2

2

1 3
1

2

x
x dx x dx C x x C



    


  . 

c) 

1 2
1

1 3 3
233

3

3

1 2 2
1

3 3

dx x x
x dx C C x C

x

 


      

 
  . 

d) 
2 2 2

( 2) 1

4 4 ( 2) ( 2) 2

dx dx d x
C

x x x x x


    

       . 

Ví dụ 1.3. Vận dụng công thức tính tích phân 
ax be dx

 , ta có: 

a) 
1

1

x
x

x x

dx e
e dx C C

e e


     

  . 

b) 
3 4

(3 4 ) ln 2 3 4
3 4 ln 2 (3 4 ) ln 2 2

2
4ln 2 4ln 2

x
x x

x x e
dx e dx e dx C C


 

         . 

Ví dụ 1.4. Vận dụng các công thức tính tích phân hàm lƣợng giác, ta có: 

a) 
sin(4 5)

cos(4 5)
4

x
x dx C


   . 

b) 
cos(2 )

sin(2 ) cos(2 )
1

x
x dx C x C


      

 . 

c) 
2

dx
tan(2 x) C

cos (2 x)
   


 . 

d) 
2

dx 1
co t(4x 5) C

sin (4x 5) 4
   


 . 



 

 

 

 

 

 

 

10 

 

e) 
2 2

x
tan

dx dx 1 dx 1 x2 C tan C
x x 11 cos x 2 2 2

2cos cos
2 2 2

     


   . 

Ví dụ 1.5. Vận dụng công thức tính tích phân
'( )

( )

u x
dx

u x , ta có: 

a) 
1 2 1

ln | 2 3 |
2 3 2 2 3 2

dx
dx x C

x x
   

   . 

b) 
cos(2 3) 1 2cos(2 3) 1

co t(2 3) ln | sin(2 3) |
sin(2 3) 2 sin(2 3) 2

x x
x dx dx dx x C

x x

 
     

    . 

c) 2

2 2

1 2 1
ln( 4)

4 2 4 2

xdx x
dx x C

x x
   

   . 

d) 

1

ln | ln |
ln ln

dx x dx x C
x x x

    . 

Ví dụ 1.6. Vận dụng công thức tính tích phân 
2 2

dx

x a  và
2 2

dx

x a , ta có: 

a) 
2 2 2

1
arctan

4 2 2 2

dx dx x
C

x x
  

   . 

b) 
2 2

1 1 1
arctan arctan

2 4 2 2 2 2 2 2 2 2

dx dx x x
C C

x x
    

   . 

c) 
2 2 2

( 1) 1 1
arctan .

2 10 ( 1) 9 ( 1) 9 3 3

dx dx d x x
C

x x x x

  
    

       
    

d) 
2 2 2

1 2 1 2
ln ln .

4 2 2.2 2 4 2

dx dx x x
C C

x x x x

 
    

      

e) 
2 2

1 1 1 2 1 2
. ln ln .

2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 2

dx dx x x
C C

x x x x

 
    

   
   

f) 
2

2

1
1 1 1 2. ln

1 1 11 4 4 4
2.

4 2 2

x
dx dx

C
x

x x


    


 

   

1 2 1 1 2 1
ln ln .

4 2 1 4 2 1

x x
C C

x x

 
    

 
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g) 
2 2 2

( 1) 1 1 3 1 2
ln ln .

2 8 ( 1) 9 ( 1) 9 2.3 1 3 6 4

dx dx d x x x
C C

x x x x x x

   
     

            

Ví dụ 1.7. Vận dụng công thức tính
2

dx

x a
  và 

2 2

dx

a x
 , ta có: 

a) 2

2
ln 4

4

dx
x x C

x
   




 

b) 2

2 2

( 1)
ln 1 2 3

2 3 ( 1) 2

dx d x
x x x C

x x x


      

   
   

c) 2

2 2

1 1
ln 2 .

2 22 4 2

dx dx
x x C

x x
    

 
 

 

d) 
2 2 2

arcsin .
416 4

dx dx x
C

x x
  

 
 

 

e) 
2 2

1 1
arcsin .

2 2 216 4 4

dx dx x
C

x x
  

 
   

f) 
2 2 2

( 1) 1
arcsin

23 2 3 ( 2 ) 4 ( 1)

dx dx d x x
C

x x x x x

  
    

      
   . 

1.1.3. Phƣơng pháp tính tích phân bất định bằng các biến đổi sơ cấp 

1.1.3.1. Tính tuyến tính của tích phân bất định 

Kết hợp tính chất 3 và 4 của tích phân bất định, ta có: 

 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx        . 

Tính chất trên của tích phân bất định đƣợc gọi là tính tuyến tính. Vận dụng tính chất 

này, ta có thể tính đƣợc tích phân bất định của một lớp hàm có dạng tổng và hiệu của 

những hàm có trong các tích phân cơ bản, đặc biệc là tích phân của hàm đa thức 

( )nP x dx , trong đó  nP x  là một đa thức bậc n . 

Ví dụ 1.8. Vận dụng tính tuyến tính của tích phân bất định, ta có: 

a) 
3

2 2 2( 2 3) 2 3 3
3

x
x x dx x dx xdx dx x x C            . 

b) 2 3 2 3

2 2

1
(2 3sin3 ) 2 3 sin3

2 2

x x dx
e x dx e dx xdx

x x

     
     . 
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2 3 1 2
cos3 ln

2 2 2

x x
e x C

x

 
   


. 

1.1.3.2. Phƣơng pháp tính tích phân bất định bằng các phép biến đổi sơ 

cấp 

Khi ta gặp một tích phân mà hàm số dƣới dấu tích phân có dạng tích, thƣơng hay 

lũy thừa của các biểu thức. Nếu ta có thể sử dụng đƣợc các phép biến đổi sơ cấp thích 

hợp để biến đổi hàm số dƣới dấu tích phân về dạng tổng và hiệu của các hàm có trong 

các tích phân cơ bản. Khi đó, ta có thể sử dụng tính tuyến tính của tích phân và các 

tích phân cơ bản để tính các tích phân đó. Các phép biến đổi sơ cấp thƣờng đƣợc sử 

dụng trong trƣờng này là: phép nhân và chia các biểu thức, phép khai triển hằng đẳng 

thức, các phép tính đối với các căn thức, các hệ thức và công thức trong lƣợng giác 

nhƣ hệ thức cơ bản, công thức nhân, công thức biến đổi. 

Ví dụ 1.9. Sử dụng các phép biến đổi thích hợp, ta có: 

a) 
6

2 2 2 4 3 5 2 4(2 ) (4 4 ) (4 4 ) 2
6

x
x x dx x x x dx x x x dx x x C             . 

b) 
3 2

22 7 12 11 2
2 3

2 3 2 3

x x x
dx x x dx

x x

    
    

  
 

 

3
2 3 ln 2 3

3

x
x x x C      . 

c) 

2

3 3 23

1 1
2

x
x dx x dx

x x x

  
     

   
 

 

1 2 2 6
36 3

12
2 3

2 7

x x x
xdx x dx x dx x C



         . 

d) 
1 sin 4 sin 2

cos cos3 (cos4 cos2 )
2 8 4

x x
x xdx x x dx C      . 

e) 2 1 cos2 1 sin 2 sin 2
cos

2 2 2 2 4

x x x x
xdx dx x C C

  
       

 
  . 

f) 2

2 2

1
tan 1 tan

cos cos

dx
xdx dx dx x x C

x x

 
       

 
    . 

g) 

2

4 2 2 1 cos2
sin (sin )

2

x
xdx x dx dx

 
   

 
  
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21
(1 2cos2 cos 2 )

4
x x dx    

1 1 cos4
1 2cos2

4 2

x
x dx

 
   

 
  

1 3 sin 2 sin 4
(3 4cos2 cos4 )

8 8 4 32

x x x
x x dx C       . 

Ghi chú. Ta có các công thức biến đổi trong lƣợng giác thƣờng đƣợc sử dụng trong 

phƣơng pháp này nhƣ sau: 

2 21 cos2 1 cos2
cos , sin

2 2

a a
a a

 
  ; 

 
1

cos cos cos( ) cos( )
2

a b a b a b    ; 

 
1

sin cos sin( ) sin( )
2

a b a b a b    ; 

 
1

sin sin cos( ) cos( )
2

a b a b a b     . 

1.1.4. Tích phân hàm hữu tỷ 

Tích phân hàm hữu tỉ là tích phân dạng 
( )

( )

n

m

P x
dx

Q x , trong đó  nP x  và  mQ x  là 

các đa thức bậc n  và m . Với tích phân 
( )nP x

dx
ax b , ta chỉ cần thực hiện phép chia đa 

thức  nP x  cho ax b  rồi sử dụng tính tuyến tính của tích phân thì sẽ tính đƣợc tích 

phân này dễ dàng: 1 1

( )
( ) ( )n

n n

P x dx
dx P x dx P x dx

ax b ax b ax b


 

 
       

    . 

Trong phần sau, ta sẽ nghiên cứu cách tính tích phân các hàm hữu tỉ có mẫu là đa 

thức bậc hai và ba. Trong trƣờng hợp đa thức mẫu  mQ x  có bậc 3m  , ta chỉ xét các 

trƣờng hợp có thể dễ dàng đƣa đƣợc về dạng tích của các nhị thức bậc nhất và tam 

thức bậc hai vô nghiệm. 

1.1.4.1. Tích phân hàm hữu tỉ với mẫu là đa thức bậc hai 

Với tích phân hàm hữu tỉ có mẫu là đa thức bậc hai, ta có ba dạng sau: 

 Tích phân dạng 
2

dx
I

ax bx c


  . 

Để tính tích phân dạng này, ta xét ba trƣờng hợp sau: 
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1) Tam thức 
2ax bx c   có hai nghiệm phân biệt là 

1x  và 
2x . 

Trong trƣờng hợp này, ta có 

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1
.

( )( )

dx
I dx

a x x x x a x x x x x x

 
   

     
   

  1
1 2

1 2 1 2 2

1 1
ln ln ln

( ) ( )

x x
x x x x C C

a x x a x x x x


      

  
. 

Ví dụ 1.10. Ta có: 
2

1 1 3 1 3
. ln ln

2 4 6 2 3 ( 1) ( 1) 8 1

dx x x
C C

x x x x

 
   

       . 

2) Tam thức 
2ax bx c   có nghiệm kép là 0x . 

Trong trƣờng hợp này, ta có: 

0

2 2

0 0 0 0

( )1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )

d x xdx
I C C

a x x a x x a x x a x x

 
        

    
  . 

Ví dụ 1.11. Ta có: 
2 2

1 1 1

2 8 8 2 ( 2) 2( 2) 4 2

dx dx
C C

x x x x x
     

      . 

3) Tam thức 
2ax bx c   vô nghiệm. 

Trong trƣờng hợp này, đầu tiên ta đặt a là thừa số chung rồi đƣa ra ngoài dấu tích 

phân và đặt lại nhƣ sau: 
2 2

1dx dx
I

ax bx c a x px q
 

     . 

Sau đó ta biến đổi và tính tích phân nhƣ sau: 

2 2
2 22 2

1 1 2

4 4

2 2 2 2

p
d x

dx
I

a a
q p q pp p

x x

 
 

  
       

                  

   

2 2

1 1 2arctan
4 4

2 2

p
x

C
a q p q p

 
 

   
  
 
 

 

2 2

2 2
arctan

4 4

x p
C

a q p q p

 
  
   

. 
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Ví dụ 1.12. Ta có: 
22 2 2

1

1 1 2

2 2 2 2 1 2 1 3

2 2

d x
dx dx

x x x x
x

 
 

  
      

    
   

    

1
1 1 1 2 12. arctan arctan
2 3 3 3 3

2 2

x
x

C C

 
   

      
  

 
 

. 

 Tích phân dạng 
2

x
I dx

ax bx c

 


    0  . 

Để tính tích phân dạng này, ta xét ba trƣờng hợp sau: 

1) Tam thức 
2ax bx c   có hai nghiệm phân biệt là 1x  và 2x . 

Với trƣờng hợp này, ta có thể tính tích phân bằng cách biến đổi nhƣ sau:  

1 2 1 2

1 1

( )( )

x A B
I dx dx

a x x x x a x x x x

   
   

    
 

 1 2

1
lnA x x B x x C

a
     . 

Trong đó, A và B là các hằng số đƣợc xác định theo   và   bằng phƣơng pháp hệ 

số bất định. 

Ví dụ 1.13. Tính tích phân sau: 
2

2 10

2 3

x
I dx

x x




  . 

Giải 

Ta có: 
2

2 10 2 10

2 3 ( 1)( 3) 1 3

x x A B
dx dx dx

x x x x x x

   
   

      
   . 

Do: 
( 3) ( 1) ( ) 3 2 10

1 3 ( 1)( 3) ( 1)( 3) ( 1)( 3)

A B A x B x A B x A B x

x x x x x x x x

      
   

       
. 

Nên: 
2 3

3 10 1

A B A

A B B

   
 

      
. 

Vậy, 
33 1 ( 1)

3ln 1 ln 3 ln
1 3 3

x
I dx x x C C

x x x

 
         

   
 . 

Ta cũng có thể tính tích phân này nhƣ sau: 

2

2 2

2 2 1 3
8 ln 2 3 8 ln

2 3 2 3 4 1

x dx x
I dx x x C

x x x x x

 
       

       
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33 ( 1)
ln ( 1)( 3) 2ln ln

1 3

x x
x x C C

x x

 
      

 
. 

2) Tam thức 
2ax bx c   có nghiệm kép là 

0x . 

Với trƣờng hợp này, ta có thể tính tích phân bằng cách biến đổi nhƣ sau: 

2 2

0 0 0

1 1

( ) ( )

x A B
I dx dx

a x x a x x x x

   
   

   
   

0 0

0 0

1
ln ln

( )

B A B
A x x C x x C

a x x a a x x

 
        

  
. 

Trong đó, A và B là các hằng số đƣợc xác định theo   và   bằng phƣơng pháp hệ 

số bất định. 

Ví dụ 1.14. Tính tích phân sau: 
2

2 3

4 4

x
I dx

x x




  . 

Giải 

Ta có: 
2 2 2

2 3 2 3

4 4 ( 2) 2 ( 2)

x x A B
dx dx dx

x x x x x

  
   

     
   . 

Do 
2 2 2 2

( 2) 2 2 3

2 ( 2) ( 2) ( 2) ( 2)

A B A x B Ax A B x

x x x x x

    
   

    
. 

Nên: 
2 2

2 3 7

A A

A B B

  
 

     
. 

Vậy, 

2

2

2 7 1 7
2ln 2 7 ln( 2)

2 ( 2) 2 2
I dx x C x C

x x x x

   
            

     
 . 

Ta cũng có thể tính tích phân này nhƣ sau: 

2

2 2

2 4 7
7 ln 4 4

4 4 4 4 2

x dx
I dx x x C

x x x x x


      

     

2 7
ln( 2)

2
x C

x
   


. 

3) Tam thức 
2ax bx c   vô nghiệm. 

Với trƣờng hợp này, ta có thể biến đổi để tính tích phân nhƣ sau: 
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2 2

(2 )
2 2

b
ax b

x a adx dx
ax bx c ax bx c

 


 
  




      

2 2

2

2 2

ax b b dx
dx

a ax bx c a ax bx c

 


  
   

    
   

2

2

1
ln

2 2

b dx
ax bx c

a a a x px q

 

 

     
  

 . 

Trong đó, 
2 2 2

2 2
arctan

4 4

dx x p
C

x px q q p q p

 
  
     

 . 

Ví dụ 1.15. Tính tích phân sau: 
2

3 5

4 13

x
I dx

x x




  . 

Giải 

Ta có: 
 

2 2 2

3 3.4
2 4 5

3 2 42 2

4 13 2 4 13 4 13

x
x dx

I dx dx
x x x x x x

  


  
         

 2

2 2

3
ln 4 13

2 ( 2) 3

dx
x x

x
   

   

 2 3 1 2
ln ( 4 13) arctan

3 3

x
x x C

 
     

 
. 

Chú ý. Cách biến đổi để tính tích phân trong trƣờng hợp này có thể sử dụng cho các 

trƣờng hợp 1 và 2. 

 Tích phân dạng 
2

( )nP x
I dx

ax bx c


    2n  . 

Để tính tích phân dạng này, trƣớc hết ta chia đa thức  nP x  cho tam thức bậc hai 

2ax bx c   để đƣa tích phân này về dạng: 

22 2

( )
( )n

n

P x x
dx P x dx dx

ax bx c ax bx c

 



 

      . 

Trong đó, tích phân thứ nhất ở vế phải là tích phân hàm đa thức và tích phân thứ hai 

sẽ rơi vào một trong hai dạng trên. 

Ví dụ 1.16. Tính tích phân sau: 
4 3 2

2

3 18 18 6 36

3 12 15

x x x x
I dx

x x

   


  . 

Giải 
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Thực hiện phép chia hai đa thức rồi tính tích phân, ta có: 

3
2 2

2 2

9
2 3 3 3

3 12 15 3 4 5

x dx
I x x dx x x

x x x x

 
        

    
   

3
2 3 5

3 ln
3 5 ( 1) ( 1)

x x
x x C

x


    

   
 

3
2 1 5)

3
3 2 1

x x
x x C

x


    


. 

Ví dụ 1.17. Tính tích phân sau: 
3 2

2

2 12 43 51

2 8 26

x x x
I dx

x x

  


  . 

Giải 

Thực hiện phép chia hai đa thức rồi tính tích phân, ta có: 

2

2 2

1 1
2 2

2 8 26 2 2 8 26

x x x
I x dx x dx

x x x x

  
      

    
   

2

2

1
(4 8) 3

42
2 2 8 26

x
x

x dx
x x

 
  

   

2

2 2

1 4 8 3
2

2 4 2 8 26 2 4 13

x x dx
x dx

x x x x


   

      

2
2

2 2

1 3
2 ln 2 8 26

2 4 2 ( 2) 3

x dx
x x x

x
     

   

2
21 1 2

2 ln 2 8 26 arctan
2 4 2 3

x x
x x x C

 
       

 
. 

1.1.4.2. Tích phân hàm hữu tỉ với mẫu là đa thức bậc ba 

Với tích phân này, ta chỉ xét dạng tích phân sau (trong trƣờng hợp tử là đa thức bậc 

3n   thì với phép chia đa thức ta sẽ đƣa về dạng này): 
2

3 2

x x
I dx

ax bx cx d

   


   . 

Để tính tích phân dạng này, ta xét bốn trƣờng hợp sau: 

1) Đa thức mẫu có ba nghiệm phân biệt là 1 2 3, ,x x x . 

Với trƣờng hợp này, ta có thể biến đổi và tính tích phân nhƣ sau: 

2

1 2 3 1 2 3

1 1

( )( )( )

x x A B C
I dx dx

a x x x x x x a x x x x x x

     
    

      
   
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 1 2 3

1
lnA x x B x x C x x C

a
       . 

Trong đó, A, B, C là các hằng số đƣợc xác định theo , ,    bằng phƣơng pháp hệ 

số bất định. 

Ví dụ 1.18. Tính tích phân sau: 
2

3 2

2 6

7 14 8

x x
I dx

x x x

 


   . 

Giải 

Ta thấy đa thức bậc ba dƣới mẫu có ba nghiệm là 1, 2, 4 nên: 

2 2 6

( 1)( 2)( 4) 1 2 4

x x A B C
I dx dx

x x x x x x

   
    

      
  . 

Do 
( 2)( 4) ( 1)( 4) ( 1)( 2)

1 2 4 ( 1)( 2)( 4)

A B C A x x B x x C x x

x x x x x x

       
  

     
 

2( ) ( 6 5 3 ) 8 4 2

( 1)( 2)( 4)

A B C x A B C x A B C

x x x

        


  
 

2 2 6

( 1)( 2)( 4)

x x

x x x

 


  
. 

Nên: 

1 3

6 5 3 2 7

8 4 2 6 5

A B C A

A B C B

A B C C

    
 
       
     

. 

Vậy, 
3 7 5

1 2 4
I dx

x x x

 
   

   
  

3 5

7

( 1) ( 4)
3ln 1 7ln 2 5ln 4 ln

( 2)

x x
x x x C C

x

 
        


. 

2) Đa thức mẫu có nghiệm kép là 0x  và nghiệm đơn là 1x . 

Với trƣờng hợp này, ta có thể biến đổi và tính tích phân nhƣ sau: 

2

2 2

0 1 0 0 1

1 1

( ) ( ) ( )

x x A B C
I dx dx

a x x x x a x x x x x x

     
    

     
   

0 1

0

1
ln

B
A x x C x x C

a x x

 
      

 
 

Ví dụ 1.19. Tính tích phân sau: 
3 2

3

2 4 3 1

2 6 4

x x x
I dx

x x

  


  . 

Giải 
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Thực hiện phép chia tử cho mẫu rồi biến đổi nhƣ sau: 

2 2

3 3

4 3 5 1 4 3 5
1

2 6 4 2 3 2

x x x x
I dx dx dx

x x x x

    
    

    
    

2

2 2

1 4 3 5 1

2 ( 1) ( 2) 2 1 ( 1) 2

x x A B C
x dx x dx

x x x x x

  
      

     
  . 

Ta có: 
2

2 2

( 1)( 2) ( 2) ( 1)

1 ( 1) 2 ( 1) ( 2)

A B C A x x B x C x

x x x x x

     
  

    
 

2

2

( ) ( 2 ) 2 2

( 1) ( 2)

A C x A B C x A B C

x x

       


 
 

2

2

4 3 5

( 1) ( 2)

x x

x x

 


 
 

Nên: 

4 1

2 3 2

2 2 5 3

A C A

A B C B

A B C C

   
 
       
      

. 

Vậy, 
2

1 1 2 3

2 1 ( 1) 2
I x dx

x x x

 
    

   
  

31 1
ln ( 1)( 3)

2 1
x x x C

x
     


. 

3) Đa thức mẫu có nghiệm bội ba là 0x . 

Với trƣờng hợp này, ta có thể biến đổi và tính tích phân nhƣ sau: 

2

3 2 3

0 0 0 0

1 1

( ) ( ) ( )

x x A B C
I dx dx

a x x a x x x x x x

     
    

    
   

0 2

0 0

1
ln

2( )

B C
A x x C

a x x x x

 
     

  
. 

Ví dụ 1.20. Tính tích phân sau: 
4 3 2

3 2

2 9 17 18 4

3 3 1

x x x x
I dx

x x x

   


   . 

Giải 

Thực hiện phép chia tử cho mẫu rồi biến đổi nhƣ sau: 

2 2
2

3 2 3

2 7 1 2 7 1
2 3 3

3 3 1 ( 1)

x x x x
I x dx x x dx

x x x x

    
      

    
   


