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1
MA TRẬN VÀ ĐỊNH THỨC

. Định nghĩa ma trận và các phép toán

Định nghĩa

ĐỊNH NGHĨA. Một ma trận kích thước m×n là một bảng hình chữ nhật gồm mn số thực được
xếp thành m dòng và n cột :

A =











a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn











với ai j ∈R là phần tử nằm ở dòng i cột j của A.

KÍ HIỆU. Để viết ngắn gọn, ta dùng kí hiệu A = [ai j ]m×n để nói A là ma trận kích thước m ×n

có phần tử ở dòng i cột j là ai j . Nếu không nói đến kích thước, ta viết A = [ai j ]. Tập hợp tất
cả các ma trận kích thước m ×n được kí hiệu là Mm×n(R).

Ví dụ 1

A =
[

π
p

2 −1

5 1
7

3

]

∈ M2×3(R)

là ma trận kích thước 2×3 có a12 =
p

2, a23 = 3.

Các dạng ma trận đặc biệt

ĐỊNH NGHĨA. Một ma trận không là ma trận mà tất cả phần tử đều là 0.

Ví dụ 2 O3×2 =







0 0

0 0

0 0






∈ M3×2(R) là một ma trận không kích thước 3×2.
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ĐỊNH NGHĨA. Ma trận A = [ai j ] có kích thước n ×n (số dòng bằng số cột) được gọi là ma trận
vuông cấp n. Khi đó, các phần tử a11, a22, . . . , ann tạo thành đường chéo chính của A.

Ví dụ 3 S =







−2 4 7

π 3 1
2
5

0 8





 là một ma trận vuông cấp 3 có a11 =−2, a22 = 3, a33 = 8 là các phần

tử trên đường chéo chính.

KÍ HIỆU. Tập tất cả các ma trận vuông cấp n được kí hiệu là Mn(R).

ĐỊNH NGHĨA. Một ma trận vuông A = [ai j ] mà tất cả các phần tử nằm ngoài đường chéo chính
đều bằng 0, tức là, ai j = 0 với mọi i 6= j , được gọi là một ma trận đường chéo.

Ví dụ 4 Các ma trận G =
[

4 0

0 −1

]

và H =







−3 0 0

0 −2 0

0 0 4





 là các ma trận đường chéo.

ĐỊNH NGHĨA. Một ma trận đường chéo A = [ai j ] mà tất cả các phần tử trên đường chéo chính
đều bằng 1, tức là, ai j = 1 với mọi i = j , và ai j = 0 với mọi i 6= j , được gọi là một ma trận đơn
vị. Ta kí hiệu ma trận đơn vị cấp n là In.

Ví dụ 5 Các ma trận I2 =
[

1 0

0 1

]

và I3 =







1 0 0

0 1 0

0 0 1






là các ma trận đơn vị.

ĐỊNH NGHĨA. Ma trận tam giác trên là ma trận vuông mà các phần tử có chỉ số dòng lớn hơn
chỉ số cột đều bằng 0. Ma trận tam giác dưới là ma trận vuông mà các phần tử có chỉ số dòng
bé hơn chỉ số cột đều bằng 0.

Ví dụ 6 Ma trận U =







1 0 −4

0 −2 11

0 0 3






là ma trận tam giác trên và ma trận L =







2 0 0

8 −1 0

−5 4 7






là

ma trận tam giác dưới.

ĐỊNH NGHĨA. Ma trận có kích thước 1×n (số dòng bằng 1) được gọi là ma trận dòng . Ma trận
có kích thước m ×1 (số cột bằng 1) được gọi là ma trận cột .

Ví dụ 7 Ma trận R =
[

1 2 −4
]

là ma trận dòng và ma trận C =







2

8

−5





 là ma trận cột.
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Hai ma trận bằng nhau

ĐỊNH NGHĨA. Hai ma trận A = [ai j ] và B = [bi j ] cùng kích thước m ×n được gọi là bằng nhau
nếu ai j = bi j ,1 ≤ i ≤ m,1≤ j ≤ n, tức là, các phần tử tương ứng là bằng nhau.

Ví dụ 8 Các ma trận







1 2 −1

2 −3 4

0 −4 5





 và







1 2 −1

2 x 4

y −4 5





 là bằng nhau nếu và chỉ nếu x =−3, y =

0.

LƯU Ý. Hai ma trận không cùng kích thước thì không bao giờ bằng nhau.

Các phép toán trên ma trận

PHÉP CỘNG MA TRẬN. Nếu A = [ai j ] và B = [bi j ] là các ma trận cùng kích thước m ×n, thì
tổng của A và B là một ma trận C = [ci j ] kích thước m ×n , trong đó

ci j = ai j +bi j (1 ≤ i ≤ m, 1≤ j ≤ n)

tức là, C thu được bằng cách cộng các phần tử tương ứng của A và B .

Ví dụ 9 Với A =
[

1 −2 4

2 −1 3

]

và B =
[

0 2 −4

1 3 1

]

Thì A+B =
[

1+0 −2+2 4+ (−4)

2+1 −1+3 3+1

]

=
[

1 0 0

3 2 4

]

.

TÍNH CHẤT CỦA PHÉP CỘNG. Phép cộng hai ma trận cùng kích thước có các tính chất sau:

Tính giao hoán A+B = B + A

Tính kết hợp (A+B)+C = A+ (B +C )

Không đổi khi cộng với ma trận không A+O =O + A = A

Tổng với ma trận đối bằng ma trận không A+ (−A) =O

trong đó −A = [−ai j ].

PHÉP NHÂN SỐ THỰC VỚI MA TRẬN . Nếu A = [ai j ] là một ma trận kích thước m ×n và r là
một số thực, thì tích r A là một ma trận kích thước m×n thu được bằng cách nhân mỗi phần
tử của A với r , tức là, r A = [r ai j ].

Ví dụ 10 Với A =
[

3 −7 2

−1 0 2

]

thì 3A =
[

9 −21 6

−3 0 6

]

và − A = (−1)A =
[

−3 7 −2

1 0 −2

]
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TÍNH CHẤT CỦA PHÉP NHÂN SỐ THỰC VỚI MA TRẬN. Với r, s là các số thực và A,B là các
ma trận thì:

(r + s)A = r A+ s A (r s)A = r (s A)

r (A+B) = r A+ r B 1A = A, (−1)A =−A

PHÉP NHÂN HAI MA TRẬN. Nếu A = [ai j ] là một ma trận kích thước m ×p và B = [bi j ] là một
ma trận kích thước p ×n, thì tích của A và B , ký hiệu bởi AB , là một ma trận C = [ci j ] kích
thước m ×n định nghĩa bởi

ci j = ai 1b1 j +ai 2b2 j + . . .+ai p bp j =
p
∑

k=1

ai k bk j (1 ≤ i ≤ m,1≤ j ≤ n).

























a11 a12 . . . a1p

a21 a22 . . . a2p

... ... ...
ai 1 ai 2 . . . ai p

... ... ...
am1 am2 . . . amp





































b11 b12 . . . b1 j . . . b1n

b21 b22 . . . b2 j . . . b2n

... ... ... ...
bp1 bp2 . . . bp j . . . bpn













=













c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

... ... ci j
...

cm1 cm2 . . . cmn













Ví dụ 11 Với A =
[

1 2 −1

3 1 4

]

,B =







−2 5

4 −3

2 1





 và C =
[

1 2

−1 3

]

Thì AB =
[

(1)(−2)+ (2)(4)+ (−1)(2) (1)(5)+ (2)(−3)+ (−1)(1)

(3)(−2)+ (1)(4)+ (4)(2) (3)(5)+ (1)(−3)+ (4)(1)

]

=
[

4 −2

6 16

]

Và B A =







(−2)(1)+ (5)(3) (−2)(2)+ (5)(1) (−2)(−1)+ (5)(4)

(4)(1)+ (−3)(3) (4)(2)+ (−3)(1) (4)(−1)+ (−3)(4)

(2)(1)+ (1)(3) (2)(2)+ (1)(1) (2)(−1)+ (1)(4)





=







13 1 22

−5 5 −16

5 5 2







Tương tự C A =
[

7 4 7

8 1 13

]

, và BC =







−7 11

7 1

1 7







Phép nhân AC và C B là không thực hiện được.

LƯU Ý. Cho ma trận A có kích thước m ×p và ma trận B có kích thước p ×n. Khi đó:

• Phép nhân B A không thực hiện được khi m 6= n.

• Khi phép nhân B A thực hiện được, tức là m = n, thì B A có kích thước là p × p, có thể
khác với kích thước của AB (m ×m).

• Khi AB và B A có cùng kích thước (tức là m = p), thì chúng có thể bằng nhau, cũng có
thể khác nhau.
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Ví dụ 12 Với A =
[

1 2

−1 3

]

và B =
[

2 1

0 1

]

Thì AB =
[

2 3

−2 2

]

trong khi B A =
[

1 7

−1 3

]

TÍNH CHẤT CỦA PHÉP NHÂN MA TRẬN. Với A,B và C là các ma trận có kích thước thích hợp
(để đảm bảo cho các phép nhân thực hiện được) thì:

Tính kết hợp A(BC ) = (AB)C

Tính phân bố A(B +C )= AB + AC

(A+B)C = AC +BC

Không đổi khi nhân với ma trận đơn vị AIn = A và ImB = B

Với n là số cột của A và m là số dòng của B .

PHÉP CHUYỂN VỊ MA TRẬN. Nếu A = [ai j ] là một ma trận kích thước m ×n, thì ma trận
AT = [aT

i j
] kích thước n ×m , trong đó

aT
i j = a j i (1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ m)

được gọi là chuyển vị của A.

Ví dụ 13 Với A =
[

4 −2 3

0 5 −2

]

, B =







5 4

−3 2

2 −3






và C =

[

6 2

−3 1

]

thì các chuyển vị là AT =







4 0

−2 5

3 −2





 , B T =
[

5 −3 2

4 2 −3

]

và C T =
[

6 −3

2 1

]

TÍNH CHẤT CỦA CHUYỂN VỊ. Với r là một số thực và A,B là các ma trận. Khi đó:

(a) (AT )T = A

(b) (A+B)T = AT +B T

(c) (AB)T = B T AT

(d) (r A)T = r AT

. Định thức
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Hoán vị và nghịch thế

ĐỊNH NGHĨA. Xét tập {1,2, . . . ,n} gồm n số tự nhiên đầu tiên. Một sự sắp xếp lại j1 j2 · · · jn các
phần tử của tập này được gọi là một hoán vị của nó. Kí hiệu Sn là tập tất cả các hoán vị của n

số tự nhiên đầu tiên. Như vậy Sn có n! phần tử.

Ví dụ 1 S1 gồm chỉ 1! = 1 hoán vị của tập {1}; S2 gồm 2! = 2 hoán vị của tập {1,2}, đó là: 12
và 21; S3 gồm 3! = 6 hoán vị của tập {1,2,3}, đó là: 123,132,213,231,312 và 321.

ĐỊNH NGHĨA. Một hoán vị j1 j2 . . . jn của tập {1,2, . . . ,n} được gọi là có một nghịch thế nếu có
một jr lớn hơn đứng trước một js nhỏ hơn. Kí hiệu N (σ) là tổng số nghịch thế của hoán vị
σ ∈ Sn . Một hoán vị σ được gọi là chẵn hay lẻ tùy theo N (σ) là chẵn hay lẻ.

Ví dụ 2 Hoán vị 4132 ∈ S4 có bốn nghịch thế: 4 trước 1, 4 trước 3, 4 trước 2 và 3 trước 2.
Đây là một hoán vị chẵn (N (4132)= 4).

Trong S2, hoán vị 12 là chẵn, vì nó không có nghịch thế (N (12) = 0); hoán vị 21 là lẻ, vì nó có
một nghịch thế (N (21)= 1).

Định thức của ma trận

ĐỊNH NGHĨA. Cho A = [ai j ] là ma trận vuông cấp n. Ta định nghĩa định thức của A, kí hiệu là
det A (hoặc |A|) bởi:

det A =
∑

j1 j2... jn∈Sn

(−1)N( j1 j2... jn )a1 j1 a2 j2 . . . an jn ,

trong đó tổng được lấy trên tất cả các hoán vị j1 j2 . . . jn của tập {1,2, . . . ,n}.

Ví dụ 3 Với A = [a11] là ma trận vuông cấp 1, thì S1 chỉ có một hoán vị duy nhất là 1, là
hoán vị chẵn. Vậy det A = a11.

Ví dụ 4 Với A =
[

a11 a12

a21 a22

]

là ma trận vuông cấp 2, để tính det A ta viết các số hạng a1−a2−

và a1−a2− rồi điền vào chỗ trống các hoán vị của S2, đó là 12 và 21. Do 12 là hoán vị chẵn nên số
hạng a11a22 mang dấu +; do 21 là hoán vị lẻ nên số hạng a12a21 mang dấu −. Vậy

det A = a11a22 −a12a21.

Cụ thể, nếu A =
[

2 −3

4 5

]

thì det A = (2)(5)− (−3)(4) = 22.

Ví dụ 5 Nếu A =







a11 a12 a12

a21 a22 a23

a31 a32 a33





 thì, để tính det A, ta viết sáu số hạng

a1−a2−a3−, a1−a2−a3−, a1−a2−a3−, a1−a2−a3−, a1−a2−a3−, và a1−a2−a3−
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Tất cả các hoán vị của S3 được điền vào các chỗ trống, và dấu của các số hạng là + hay − tùy
thuộc vào hoán vị là chẵn hay lẻ. Ta được

det A = a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a31 −a11a23a32 −a12a21a33 −a13a22a31

Ta có thể tính det A theo cách sau: thêm vào bên phải A cột thứ nhất và cột thứ hai. Tích các
phần tử trên đường thẳng từ trái qua phải được lấy dấu + ; tích các phần tử trên đường thẳng từ
phải qua trái được lấy dấu - .

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Ví dụ 6 Cho A =







1 2 3

2 1 3

3 1 2





. Tính det A.

Giải det A = (1)(1)(2)+ (2)(3)(3)+ (3)(2)(1)− (1)(3)(1)− (2)(2)(2)− (3)(1)(3)= 6.

Các tính chất của định thức

ĐỊNH LÍ. Định thức của một ma trận và chuyển vị của nó là bằng nhau, tức là, det A = det AT .

Ví dụ 7 Với A =







1 2 3

2 1 3

3 1 2





, thì AT =







1 2 3

2 1 1

3 3 2





,

và det AT = (1)(1)(2)+ (2)(1)(3)+ (3)(2)(3)− (1)(1)(3)− (2)(2)(2)− (3)(1)(3)= 6 = det A

ĐỊNH LÍ. Nếu B là ma trận thu được từ A bằng cách đổi chỗ hai dòng (cột) của A thì detB =
−det A.

Chứng minh. Giả sử B có được từ bằng A bằng cách đổi chỗ dòng r và dòng s của A, với r < s.
Khi đó ta có br j = as j ,bs j = ar j , và bi j = ai j với i 6= r, s. Bây giờ

detB =
∑

(−1)N( j1 ... jr ... js ... jn )b1 j1 b2 j2 . . .br jr . . .bs js . . . bn jn

=
∑

(−1)N( j1 ... jr ... js ... jn )a1 j1 a2 j2 . . . as jr . . . ar js . . . an jn

=−
∑

(−1)N( j1 ... js ... jr ... jn )a1 j1 a2 j2 . . . ar js . . . as jr . . . an jn

=−det A.

Ví dụ 8 Ta có
∣

∣

∣

∣

∣

2 −1

3 2

∣

∣

∣

∣

∣

= 7 và
∣

∣

∣

∣

∣

3 2

2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

=−7.
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ĐỊNH LÍ. Nếu hai dòng (cột) của A là bằng nhau, thì det A = 0.

Chứng minh. Giả sử dòng r và dòng s của A là bằng nhau. Đổi chỗ các dòng r và s của A để được
ma trận B . Khi đó det A = −detB . Mặt khác, B = A, nên detB = det A. Vậy det A = −det A và do đó
det A = 0.

Ví dụ 9 Theo Định lý trên, ta có
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

−1 0 7

1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

ĐỊNH LÍ. Nếu một dòng (cột) của A bằng 0, thì det A = 0.

Chứng minh. Giả sử dòng thứ r của A bằng 0. Vì mỗi số hạng trong định nghĩa định thức của A

đều chứa một nhân tử từ dòng thứ r , nên các số hạng trong det A đều bằng 0. Do đó det A = 0.

Ví dụ 10 Theo Định lý trên thì
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 5 6

0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

ĐỊNH LÍ. Nếu B thu được từ A bằng cách nhân một dòng (cột) của A với một số thực c, thì
detB = c det A.

Chứng minh. Giả sử dòng thứ r của A = [ai j ] được nhân với c để thu được B = [bi j ]. Khi đó
bi j = ai j nếu i 6= r và br j = car j . Theo Định nghĩa thì

detB =
∑

(−1)N( j1 j2... jn )b1 j1 b2 j2 . . . br jr . . .bn jn

=
∑

(−1)N( j1 j2... jn )a1 j1 a2 j2 . . .car jr . . . an jn

= c(
∑

(−1)N( j1 j2... jn )a1 j1 a2 j2 . . . ar jr . . . an jn ) = c det A.

Ví dụ 11 Ta có
∣

∣

∣

∣

∣

2 6

1 12

∣

∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

∣

1 3

1 12

∣

∣

∣

∣

∣

= (2)(3)

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

1 4

∣

∣

∣

∣

∣

= 6(4−1) = 18.
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Ví dụ 12 Ta có
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

1 5 3

2 8 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

1 5 3

1 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (2)(3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1

1 5 1

1 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (2)(3)(0)= 0.

ĐỊNH LÍ. Nếu B = [bi j ] thu được từ A = [ai j ] bằng cách cộng mỗi phần tử của dòng (cột) thứ
r của A với c lần (c là hằng số) phần tử tương ứng của dòng (cột) thứ s của A với r 6= s, thì
detB = det A.

Ví dụ 13 Ta có
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

2 −1 3

1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 0 9

2 −1 3

1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

thu được bằng cách cộng hai lần dòng thứ hai với dòng thứ nhất.

ĐỊNH LÍ. Nếu A = [ai j ] là một ma trận tam giác trên (dưới), thì

det A = a11a22 . . . ann .

tức là, định thức của một ma trận tam giác là tích của các phần tử trên đường chéo chính.

Ví dụ 14
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 −4

0 −2 11

0 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1)(−2)(3)=−6.

ĐỊNH LÍ. Định thức của tích hai ma trận bằng tích các định thức, tức là

det(AB) = det(A)det(B)

Ví dụ 15 Với

A =
[

1 2

3 4

]

và B =
[

2 −1

1 2

]

.

Thì |A| = −2 và |B | = 5.

AB =
[

4 3

10 5

]

và
|AB | = −10= |A||B |.
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Tính định thức bằng công thức khai triển

ĐỊNH NGHĨA. Cho A = [ai j ] là ma trận vuông cấp n. Với mỗi cặp gồm một tập k (1 ≤ k ≤ n) chỉ
số dòng i1 < i2 < . . . < ik và một tập k chỉ số cột j1 < j2 < . . . < jk , ta gọi

M
j1 j2 ... jk

i1i2...ik
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ai1 j1 ai1 j2 . . . ai1 jk

ai2 j1 ai2 j2 . . . ai2 jk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aik j1 aik j2 . . . aik jk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, tức là định thức của ma trận vuông cấp k gồm các phần tử nằm trên k dòng và k cột này, là
định thức con cấp k của A sinh bởi các dòng i1, i2, . . . , ik và các cột j1, j2, . . . , jk .
Đặt M

j1 j2... jk

i1i2...ik
là định thức của ma trận vuông cấp n − k thu được từ A bằng cách xóa đi

các dòng i1, i2, . . . , ik và các cột j1, j2, . . . , jk , gọi là định thức con phụ của M
j1 j2... jk

i1i2...ik
. Ta gọi

(−1)i1+i2+...+ik+ j1+ j2+...+ jk M
j1 j2... jk

i1i2...ik
là phần bù đại số của M

j1 j2... jk

i1i2...ik
.

Ví dụ 16 Với

A =

















1 2 3 4 5

6 7 8 9 0

a b c d e

f g h i k

l m n p q

















Thì

M25
12 = det

[

2 5

7 0

]

; M
25

12 = det







a c d

f h i

l n p






.

ĐỊNH LÍ LAPLACE. Cho A = [ai j ] là ma trận vuông cấp n. Khi đó với k dòng (cột) cho trước,
định thức của A bằng tích của tất cả các định thức con cấp k lấy từ k dòng (cột) đó với phần
bù đại số của nó. Cụ thể,

(i) Với mỗi tập k dòng 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n, ta có

det A =
∑

1≤ j1< j2<...< jk≤n

(−1)i1+i2+...+ik+ j1+ j2+...+ jk M
j1 j2... jk

i1i2...ik
M

j1 j2... jk

i1i2...ik

(ii) Với mỗi tập k cột 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤ n, ta có

det A =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

(−1)i1+i2+...+ik+ j1+ j2+...+ jk M
j1 j2... jk

i1i2...ik
M

j1 j2... jk

i1i2...ik

Ví dụ 17 Bằng cách khai triển theo cột 1 và cột 3, ta có:
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D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−4 1 2 −2 1

0 0 0 1 −5

2 −3 1 −3 1

−1 −1 3 −1 0

0 4 0 2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= M13
13 M

13

13 +M13
14 M

13

14 +M13
34 M

13

34

= (−1)8

∣

∣

∣

∣

∣

−4 2

2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 1 −5

−1 −1 0

4 2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ (−1)9

∣

∣

∣

∣

∣

−4 2

−1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 1 −5

−3 −3 1

4 2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ (−1)11

∣

∣

∣

∣

∣

2 1

−1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 1

3 1 −5

4 2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=−1069.

KÍ HIỆU. Cho A = [ai j ] là một ma trận vuông cấp n. Khi đó, với mỗi phần tử ai j , thì M
j

i là định
thức của ma trận con kích thước (n−1)× (n−1) của A thu được bằng cách xóa dòng i và cột j

của A. Phần bù đại số của ai j được ký hiệu bởi Ai j :

Ai j = (−1)i+ j M
j

i

Ví dụ 18 Với

A =







3 −1 2

4 5 6

7 1 2







Thì
M

2

1 =

∣

∣

∣

∣

∣

4 6

7 2

∣

∣

∣

∣

∣

= 8−42 =−34, M
3

2 =

∣

∣

∣

∣

∣

3 −1

7 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 3+7= 10,

và

M
1

3 =

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2

5 6

∣

∣

∣

∣

∣

=−6−10=−16.

Vì vậy,

A12 = (−1)1+2M
2

1 = (−1)(−34)= 34

A23 = (−1)2+3M
3

2 = (−1)(10)=−10

và
A31 = (−1)3+1M

1

3 = (1)(−16)=−16
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HỆ QUẢ (LAPLACE). Với A = [ai j ] là ma trận vuông cấp n. Khi đó, với mỗi 1 ≤ i ≤ n,

det A = ai 1 Ai 1 +ai 2 Ai 2 + . . .+ai n Ai n

(khai triển của det A theo dòng i);
và với mỗi 1 ≤ j ≤ n,

det A = a1 j A1 j +a2 j A2 j + . . .+an j An j

(khai triển của det A theo cột j ).

Ví dụ 19 Tính det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −3

−4 2 1

2 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

bằng cách khai triển theo dòng thứ ba, ta được

det A = (−1)3+1(2)

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3

2 1

∣

∣

∣

∣

∣

+ (−1)3+3(−2)

∣

∣

∣

∣

∣

1 2

−4 2

∣

∣

∣

∣

∣

= (1)(2)(8)+ (1)(−2)(10)=−4

Hạng của ma trận

ĐỊNH NGHĨA. Cho ma trận A = [ai j ]. Ta định nghĩa hạng của A là cấp cao nhất của tất cả các
định thức con khác không của ma trận A, ký hiệu r (A).

Ví dụ 20 Xét ma trận

A =







1 −3 4 2

2 1 1 4

−1 −2 1 −2





 ∈ M3×4(R)

Các định thức con cấp ba của A là
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −3 4

2 1 1

−1 −2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 2

2 1 4

−1 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−3 4 2

1 1 4

−2 1 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −3 2

2 1 4

−1 −2 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

Tồn tại định thức con cấp hai của A khác không là
∣

∣

∣

∣

∣

1 −3

2 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 7 (gồm các phần tử trên các

dòng 1,2 và các cột 1,2).
Như vậy: r (A) = 2
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ĐỊNH LÍ. Các phép biến đổi sơ cấp sau không làm thay đổi hạng của ma trận

1. Đổi chỗ hai dòng (cột).

2. Nhân một dòng (cột) với một số khác không.

3. Cộng vào một dòng (cột) với các phần tử tương ứng của dòng (cột) khác sau khi đã nhân
với một số.

ĐỊNH NGHĨA. Ma trận bậc thang là ma trận có hai tính chất sau:

• Các dòng khác không (tức là có phần tử khác 0) luôn ở trên các dòng không (tức là có
tất cả các phần tử bằng 0).

• Trên hai hàng khác không bất kì thì phần tử khác không đầu tiên ở dòng dưới bao giờ
cũng ở bên phải cột chứa phần tử khác không đầu tiên ở dòng trên.

Ví dụ 21 Các ma trận sau có dạng bậc thang:

A =







1 −3 0 4

0 0 1 2

0 0 0 5





 , B =







1 −2 0 4

0 0 2 7

0 0 0 0





 , C =







1 2 3

0 4 5

0 0 6







Ta thấy rằng, định thức con khác không cấp cao nhất của A là 3 (gồm các phần tử trên các
dòng 1,2,3 và các cột 2,3,4), nên r (A) = 3. Định thức con khác không cấp cao nhất của B là 2 (gồm
các phần tử trên các dòng 1,2 và các cột 3,4) nên r (B) = 2.

NHẬN XÉT. Hạng của một ma trận dạng bậc thang chính là số dòng khác không của nó.

CÁCH TÌM HẠNG CỦA MA TRẬN.

Cách 1. Dùng định nghĩa

• Chỉ ra một định thức con cấp r khác không

• Chứng tỏ rằng các định thức con cấp lớn hơn r (nếu có) đều bằng không.

• Kết luận hạng của ma trận bằng r .

Cách 2. Dùng các phép biến đổi sơ cấp

• Đưa A về dạng bậc thang B bằng các phép biến đổi sơ cấp

• Kết luận hạng của A chính là số dòng khác không của B .
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Ví dụ 22

A =







2 −1 −1 3

−6 6 5 −3

4 4 7 3







d1:= 1
2 d1−−−−−→







1 −1
2

−1
2

3
2

−6 6 5 −3

4 4 7 3







d2 :=d2+6d1−−−−−−−−→
d3 :=d3−4d1







1 −1
2

−1
2

3
2

0 3 2 6

0 6 9 −3







d2:= 1
3 d2−−−−−→







1 −1
2

−1
2

3
2

0 1 2
3

2

0 6 9 −3







d1=d1+ 1
2 d2−−−−−−−−→

d3:=d3−6d2







1 0 −1
6

5
2

0 1 2
3

2

0 0 5 −15







d3:= 1
5 d3−−−−−→







1 0 −1
6

5
2

0 1 2
3

2

0 0 1 −3







d1=d1+ 1
6 d3−−−−−−−−→

d2:=d2− 2
3 d3







1 0 0 2

0 1 0 4

0 0 1 −3







Hạng của A là 3.

Ví dụ 23

B =













1 7 1 3 0

1 7 −1 −2 −2

2 14 2 7 0

6 42 3 13 −3













d2:=d2−d1
d3:=d3−2d1−−−−−−−−→
d4:=d4−6d1













1 7 1 3 0

0 0 −2 −5 −2

0 0 0 1 0

0 0 −3 −5 −3













d4:=d4− 3
2 d2−−−−−−−−→













1 7 1 3 0

0 0 −2 −5 −2

0 0 0 1 0

0 0 0 5
2

0













d4:=d4− 5
2 d3−−−−−−−−→











1 7 1 3 0

0 0 −2 −5 −2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0











r (B) = 3.

Nghịch đảo của ma trận

ĐỊNH NGHĨA. Một ma trận vuông cấp n được gọi là khả nghịch (hay không suy biến) nếu tồn
tại một ma trận B vuông cấp n sao cho

AB = B A = In

Ma trận B được gọi là nghịch đảo của A. Nếu không tồn tại một ma trận B như vậy, thì A được
gọi là không khả nghịch (hay suy biến)

Ví dụ 24 Cho

A =
[

2 3

2 2

]

B =
[

−1 3
2

1 −1

]

.

Vì
AB = B A = I2

ta kết luận rằng B là một nghịch đảo của A và A là ma trận không suy biến.
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ĐỊNH LÍ. Nếu một ma trận có nghịch đảo, thì nghịch đảo đó là duy nhất. Khi đó, ta ký hiệu
nghịch đảo của ma trận A là A−1.

Chứng minh. Với B và C là các nghịch đảo của A. Thì

B A = AC = In .

Do đó,
B = B In = B(AC ) = (B A)C = InC =C .

TÍNH CHẤT.

(a) Nếu A là ma trận khả nghịch thì A−1 khả nghịch và (A−1)−1 = A.

(b) Nếu A và B là các ma trận khả nghịch thì AB khả nghịch và (AB)−1 = B−1 A−1.

(c) Nếu A là ma trận khả nghịch thì (AT )−1 = (A−1)T .

ĐỊNH LÍ. Ma trận vuông A là khả nghịch khi và chỉ khi det A 6= 0.

Chứng minh. (⇒) Vì A khả nghịch nên tồn tại mà trận A−1 thỏa A A−1 = A−1 A = In.
Do đó (det A)(det A−1) = det A A−1 = det In = 1.

Từ đó det A 6= 0.
(⇐) Với det A 6= 0. Ta cần tìm ma trận A−1 thỏa A A−1 = A−1 A = In.
Ta định nghĩa ma trận PA vuông cấp n, được gọi là ma trận phụ hợp của A, là ma trận có

phần tử ở vị trí (i , j ) là phần bù đại số A j i của a j i :

PA =











A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann











Khi đó, phần tử ở vị trí (i , j ) của ma trận tích A(PA) là:

ai 1 A j 1 +ai 2 A j 2 + . . .+ai n A j n =
n
∑

k=1

ai k A j k

Với i = j thì ∑n
k=1

ai k A j k =
∑n

k=1
ai k Ai k = det A (khai triển theo dòng i).

Với i 6= j , ta đặt B là ma trận thu được từ ma trận A bằng cách thay dòng thứ j của A bởi dòng
thứ i . Khi đó, B có hai dòng bằng nhau nên detB = 0. Mặt khác, khai triển detB theo dòng thứ j

ta được

0= detB = b j 1 A j 1 +b j 2 A j 2 + . . .+b j n A j n

= ai 1 A j 1 +ai 2 A j 2 + . . .+ai n A j n

=
n
∑

k=1

ai k A j k
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Điều này có nghĩa là

A(PA) =













det A 0 . . . 0

0 det A 0
... ... ... ...
0 . . . 0 det A













Tương tự ta cũng có

(PA)A =













det A 0 . . . 0

0 det A 0
... ... ... ...
0 . . . 0 det A













Như vậy A−1 =
1

det A
(PA)

TÌM MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO BẰNG MA TRẬN PHỤ HỢP.

• Tính det A

– Nếu det A = 0⇒ A không khả nghịch.

– Nếu det A 6= 0⇒ sang bước tiếp.

• Lập ma trận phụ hợp PA của A.

• Tính ma trận nghịch đảo A−1 =
1

det A
(PA)

Ví dụ 25 Tìm ma trận nghịch đảo của A =
[

cosα −sinα

sinα cosα

]

.

Giải Ta có det A = cos2α+ sin2α= 1 6= 0.

A11 = (−1)1+1 cosα= cosα A12 = (−1)1+2(sinα) =−sinα

A21 = (−1)2+1(−sinα) = sinα A22 = (−1)2+2 cosα= cosα

Như vậy

A−1 =
[

cosα sinα

−sinα cosα

]

.

TÌM MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO BẰNG PHƯƠNG PHÁP GAUSS-JORDAN.

• Lập ma trận [A I ]

• Thực hiện trên [A I ] các phép biến đổi sơ cấp dòng đưa ma trận A về dạng bậc thang
thu gọn, ta được ma trận [C D]. Khi đó, nếu C = I thì D = A−1 chính là nghịch đảo của A.
Nếu C 6= I , tức là ta không đưa được ma trận A về I bằng các phép biến đổi sơ cấp dòng
thì A không khả nghịch.
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