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Chương I: KHÁI NIỆM VỀ TẬP HỢP VÀ ÁNH XẠ 
§1. TẬP HỢP 

1.1 Các khái niệm về tập hợp 
 Trong ngôn ngữ hàng ngày, ta thường dùng đến khái niệm tập hợp: tập hợp các 
sinh viên có mặt trong một lớp học, tập hợp các câu hỏi ôn thi…Ở đây ta không định 
nghĩa tập hợp mà chỉ mô tả nó bằng một dấu hiệu hay một tính chất nào đó cho phép ta 
nhận biết được tập hợp đó và phân biệt nó với các tập hợp khác. Ta coi tập hợp là một 
khái niệm nguyên thuỷ cũng giống như khái niệm điểm, đường thẳng, mặt phẳng trong 
hình học. 
 Các đối tượng lập nên tập hợp được gọi là các phần tử của tập hợp. 
 Nếu a  là một phần tử của tập hợp A  thì ta ký hiệu: a A . 
 Nếu a không phải là một phần tử của tập hợp A thì ta ký hiệu: a A . 
Ví dụ: Nếu A  là tập hợp các số nguyên chẵn thì 2 ,10A A   nhưng 15 A .  

Một tập hợp được gọi là hữu hạn nếu nó gồm một số nhất định phần tử. 
Ví dụ: Tập hợp các sinh viên của một lớp học là hữu hạn, số phần tử ở đây là số sinh 
viên của lớp đó. 

 Tập hợp các nghiệm của phương trình 2 3 2 0x x    là hữu hạn, nó gồm hai 
phần tử là 1 và 2. 
 Có những tập hợp chỉ có đúng một phần tử, chẳng hạn tập hợp các nghiệm dương 

nhỏ hơn 2 của phương trình 1sin
2

x   chỉ có một phần tử là 
6
 . 

 Để được thuận tiện, người ta cũng đưa vào loại tập hợp không chứa một phần tử 
nào và gọi nó là tập hợp rỗng, ký hiệu là . 

Ví dụ: Tập hợp các nghiệm thực của phương trình 2 1 0x    là rỗng, vì không tồn tại 
số thực nào mà bình phương lại bằng 1 . 
 Tập hợp gồm vô số phần tử gọi là tập hợp vô hạn. Người ta phân biệt:  
 Tập hợp vô hạn đếm được là tập hợp tuy số lượng phần tử là vô hạn song ta có 
thể đánh số thứ tự các phần tử của nó (tức là có thể biết được phần tử đứng liền trước 
và đứng liền sau của một phần tử bất kỳ). 
Ví dụ: Tập hợp các nghiệm của phương trình sin 1x   là vô hạn đếm được, vì các phần 

tử của nó có dạng 2
2kx k   ; với 0, 1, 2, 3, ...k      chúng được đánh số theo số 

nguyên k . 
 Tập hợp vô hạn không đếm được là tập hợp có vô số phần tử và không có cách 
nào đánh số thứ tự các phần tử của nó. 
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Ví dụ: Tập hợp các điểm trên đoạn thẳng [0,1] . 

 Tập hợp con 
 Cho hai tập hợp A  và B . Nếu bất kỳ phần tử 
nào của tập hợp A  cũng là phần tử của tập hợp B  thì 
ta nói A  là tập hợp con của B  và ký hiệu A B  
(đọc: A  bao hàm trong B ). 
Như vậy ta có:   

A B x A x B      

(ký hiệu   đọc là “khi và chỉ khi”, nó có nghĩa của điều kiện cần và đủ, ký hiệu   
đọc là “suy ra” hay “kéo theo”). 

Ví dụ: Gọi A  là tập hợp các nghiệm của phương trình 2 3 2 0x x   , B  là tập hợp 
các số nguyên dương thì A B  vì 1 và 2  cũng là các số nguyên dương. 
 Quan hệ bao hàm giữa các tập hợp có tính chất bắc cầu nghĩa là:  Nếu A B  và 
B C  thì A C . 
 Tập hợp bằng nhau 
 Nếu A B  đồng thời  B A  thì ta nói hai tập hợp A  , B  là bằng nhau. Ta 
cũng ký hiệu A B . 

 Như vậy: 
A B

A B
B A


   
 

 Người ta quy ước rằng : Tập hợp rỗng  là tập hợp con của bất kỳ tập hợp nào. 
Thật vậy, nếu A B  thì bất kỳ phần tử nào không thuộc B  cũng không thuộc A  và 
như vậy B   vì không có phần tử nào thuộc tập hợp rỗng. 
 Để tiện lợi cho việc xét các tập hợp, ta thường coi tập các tập hợp được khảo sát 
là các tập hợp con của một tập hợp E  “đủ lớn” nào đó, chẳng hạn trong chương 
trình toán học ở Trung học khi xét tập hợp các nghiệm của phương trình, ta đều coi 
chúng là tập hợp con của tập hợp số thực. 
1.2 Các phép toán trên tập hợp 
 Giả sử , , ,...A B C là các tập hợp con của một tập hợp E  nào đó. Ta có thể xây 
dựng các tập hợp mới dựa trên các tập hợp đó bằng các phép toán sau:  
 a) Phép hợp: Hợp của hai tập hợp A và B  là 
một tập hợp chứa các phần tử thuộc ít nhất một 
trong hai tập hợp A hoặc B . Ta cũng nói hợp của 

,A B , là tập hợp chứa các phần tử hoặc thuộc A  hoặc 
thuộc B . Ta ký hiệu hợp của hai tập hợp A  và B  là: 
A B . 

A 
B 

E 

B 
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 Như vậy: x A B x A     hoặc x B  
Ví dụ: Nếu A  là tập hợp các số thực nhỏ hơn 1, B  là tập hợp các số thực lớn hơn 2  
thì tập hợp các nghiệm thực của bất phương trình 2 3 2 0x x    là A B . 
 b) Phép giao: Giao của hai tập hợp A và B  là 
một tập hợp chứa các phần tử thuộc cả A lẫn cả B . 
Ta ký hiệu giao của hai tập hợp A  và  B  là A B . 

 Như vậy: x A B x A     và x B  
Ví dụ: A  là tập hợp các số thực nhỏ hơn 2 , B  là tập hợp  

các số thực lớn hơn 1 thì tập hợp các nghiệm của phương trình 2 3 2 0x x    là 
A B . 

Nếu A B   thì ta nói các tập hợp A và B không giao nhau hay rời nhau. 
Ví dụ: A  là tập hợp các điểm trên đường thẳng  1y x  , B  là tập hợp các điểm trên 

Parabol 2y x   thì A B   (hai đường không giao nhau.) 

 c) Phép trừ: Hiệu của hai tập hợp A và B là một 
tập hợp chứa các phần tử thuộc A mà không thuộc B. 
 Ta ký hiệu hiệu của hai tập hợp A và B  là \A B . 
Ví dụ: y  là tập hợp số thực, x  là tập hợp gồm hai số thực 1  

và x  thì tập hợp xác định của phân thức 2
1

3 2
x

x x


 
  là \R B . 

 Đặc biệt, hiệu \E A  được gọi là phần bù (hay bổ sung ) của A  trong E , ký hiệu 
là EC A , hay nếu tập E  đã biết thì có thể ký hiệu đơn giản là A . 

 Các tính chất của các phép toán trên:  
 Giả sử , ,A B C là các tập con của một tập hợp E . Các phép toán hợp, giao, bổ 
xung có các tính chất sau:  

 1.  A A   
 2.  A A A   A A A   

 3.  A A E   A A   
 4.  A E E   A E A   
 5.  A A   A   
 6.  A B B A    A B B A    

 7. ( ) ( )A B C A B C     , ( ) ( )A B C A B C      

 8. ( ) ( ) ( )A B C B C A C      ; ( ) ( ) ( )A B C A C B C       

 9. A B A B   ; A B A B    

B 

Hình 3. A B  

A 

B 

Hình 4. BA \  

A 
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 Tính chất cuối cùng còn được gọi là quy tắc Đờ mooc-găng: Khi lấy phần bù 
của hợp hay giao hai tập hợp, thì mỗi tập hợp được thay bằng phần bù của nó, phép 
hợp được thay bằng phép giao, phép giao thay bằng phép hợp. 
 Việc chứng minh các tính chất trên dựa vào việc chứng minh sự bằng nhau của 
hai tập hợp. Ta nhắc lại: T P khi và chỉ khi T P  và P T . 

 Ta chứng minh tính chất 9.1 : Đặt T A B   và P A B  . 
 Đầu tiên chứng minh T P : 

 Lấy x T  tức là x A B  . Theo hình vẽ 2, x  thuộc phần bù của A B  tức là 
x  phải không thuộc A  và không thuộc B : , .x A x B   Nhưng x A  tức là x A . 

Cũng như vậy, tức là x B . Vậy x A  và x B  hay x A B  . 

Ta đã chứng minh nếu x A B   thì x A B  . Từ đó ta có:   

A B A B           (1) 
 Bây giờ ta chứng minh P T . 

 Lấy y P  tức là y A B  . Theo định nghĩa phép giao ta có y A  và y B  
tức là y A  và y B . Khi đó y  phải thuộc phần bù của A B  tức là ta có 

y A B  . Như vậy:  A B A B            (2) 

 Từ (1) và (2) ta suy ra:  A B A B     
 Phương pháp chứng minh các tính chất khác cũng tương tự. 

1.3 Cách cho một tập hợp 
 Người ta thường cho tập hợp bằng cách:  

a) Liệt kê các phần tử của nó 
Ví dụ: Bảng danh sách các thí sinh trúng tuyển vào một trường đại học. 
 Nếu số các phần tử của tập hợp ít, ta có thể viết tên các phần tử của tập hợp giữa 
hai dấu {}, chẳng hạn {1,2,3,4}A  ; thì A  là tập có 4  phần tử là 1,2,3,4  

b) Cho quy tắc để nhận biết các phần tử của nó 
 Ta viết: { : ( )}A x P x và hiểu: A  là tập hợp gồm các phần tử x  sao cho tính chất 
P  đúng với x . 

Ví dụ:  2: 3 2 0A x R x x      hiểu: A  là tập hợp các số thực x  là nghiệm của 

phương trình 2 3 2 0x x    tức là {1,2}A   
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§2. ÁNH XẠ 
2.1 Khái niệm về ánh xạ 
 Cho hai tập hợp A  và B . Ta nói rằng có 
một ánh xạ f  từ A vào B  nếu với mỗi phần tử 
x A  có tương ứng theo một quy tắc nào đó 
một phần tử duy nhất  y B  

 Ta ký hiệu: :f A B (đọc: f  là ánh xạ 
từ x  vào B ) A  là tập nguồn, B  là tập đích. 
 Phần tử y B  tương ứng với phần tử x A  bởi ánh xạ f , được gọi là ảnh của 
x  qua f  và được ký hiệu là ( )f x . 

 Nếu với bất kỳ phần tử x  nào của A , ảnh ( )f x  của nó được xác định thì A  còn 
được gọi là tập xác định của ánh xạ f . 

 Nếu A  là tập xác định của ánh xạ f  thì ảnh của tập hợp A bởi ánh xạ f được 
định nghĩa bởi: ( ) { : , ( )}f A y B x A y f x      

Ví dụ: Xét ánh xạ f  từ tập hợp số thực R  vào chính nó xác định bởi 2
1( )f x
x

  thì 

tập xác định của nó là  \ 0R  còn tập hợp ảnh của nó là tập hợp mọi số thực dương 

R . 
 Ánh xạ bằng nhau 
 Cho ánh xạ :f A B  và :g A B  . Nếu với mọi x A  ta có ( ) ( )f x g x  thì 
ta nói hai ánh xạ f  và a b  là bằng nhau, ta viết f g . 

Ví dụ: Cho tập hợp { 1,0,1}A   và các ánh xạ:  

  :f A R  xác định bởi ( ) 1f x x  ; 

  :g A R  xác định bởi 3( ) 2 1g x x x    . 

 Ta có: f g  (Nếu xét các ánh xạ f  và g  từ R  vào 1N  thì ta lại có f g ). 

 Người ta cũng định nghĩa các phép toán trên ánh xạ. Ở đây ta chỉ hạn chế xét các 
trường hợp các ánh xạ ,f g  có cùng miền xác định a  và lấy giá trị trong R . 

2.2 Các loại  ánh xạ 
 Cho ánh xạ f  từ A  vào B . 

a) Ánh xạ f  được gọi là đơn ánh nếu ảnh của các phần tử khác nhau là khác 
nhau. Nói cách khác, với mọi 1 2,x x A , nếu 1 2x x  thì 1 2( ) ( )f x f x .  

b) Ánh xạ f  được gọi là toàn ánh nếu ( )f A B . Nói cách khác, với bất kỳ y  
thuộc B , tồn tại ít nhất phần tử x  thuộc A  sao cho: ( )f x y . 

x  

y f  

Hình 5 
B A 
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c) Ánh xạ f  được gọi là song ánh nếu nó vừa là toàn ánh vừa là đơn ánh. 

 Ta chú ý rằng nếu f  là song ánh từ A  lên 
B  thì do tính chất toàn ánh nên với mỗi 
y B có tương ứng một x A  để 0h  , và do 
tính chất đơn ánh nên phần tử x  đó phải duy 
nhất (nếu trái lại, giả sử phần tử y B  tương 
ứng với hai phần tử khác nhau 1 2x x  mà 

1 2( ) ( )f x f x y  , trái tính chất đơn ánh). 

 Như vậy, nếu f  là song ánh từ A lên B  thì ta lại có một ánh xạ từ B  lên A, 
ánh xạ này được gọi là ánh xạ ngược của ánh xạ f , nó cũng là song ánh. Ánh xạ 

ngược của ánh xạ f  ký hiệu là 1f  . 

 Với song ánh :f A B  xác định bởi ( )y f x  thì ánh xạ ngược của nó là 

. 1 :f B A  . xác định bởi 1( )x f y . 

Các ví dụ:  

 Ánh xạ :f R R  xác định bởi ( ) xf x a  là đơn ánh, vì với 1 2x x  ta có 
1 2x xa a  

 Ánh xạ : [ 1,1]g R    xác định bởi ( ) sing x x  là toàn ánh vì với số thực p  bất 
kỳ thuộc khoảng [ 1,1]  ta luôn luôn tìm được số thực x  sao cho sin x p . 

 Ánh xạ :h R R  xác định bởi 3( )h x x  là song ánh, vì nó vừa là đơn ánh vừa 
là toàn ánh. 
2.3 Ánh xạ hợp 
 Giả sử f  và g  là hai ánh xạ sao cho tập hợp xác định của g  trùng với tập hợp 
ảnh của f . Khi đó ta có thể viết dãy liên tiếp các ánh xạ : ; :f A B g B C  . Như 
vậy ta có thể xác định một ánh xạ mới :h A C  bởi ( ) [ ( )]h x g f x , trong đó 

( )f x B  là ảnh của x A  bởi ánh xạ f ; [ ( )]g f x C  là ảnh của ( )f x B  bởi ánh 
xạ g . 

 Ánh xạ h  xác định như trên được gọi là ánh xạ hợp của ánh xạ f  và ánh xạ g , 
được ký hiệu là g f . Như vậy ( ) ( )( ) [ ( )]h x g f x g f x  . 

Ví dụ: Cho :f R R  xác định bởi ( ) 2 1f x x  ; 

  :g R R  xác định bởi 2( )g x x ; 

 Ta có: 
2 2 2( )( ) [ ( )] [ ( )] [2 1] 4 4 1g f x g f x f x x x x       . 

x y 

f 

Hình 6 

f-1 
B A 
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Chú ý: Khi ánh xạ hợp g f  được xác định thì chưa chắc ánh xạ f g  đã xác định. 
Ngay cả trong trường hợp f g  xác định thì nói chung ta có g f f g  . Chẳng hạn 

trong Ví dụ trên ta có 2( )( ) [ ( )] 2 ( ) 1 2 1.f g x f g x g x x      

 
§3 TẬP HỢP SỐ THỰC 

3.1 Định nghĩa trường 
 Cho một tập hợp E . Ta coi đã xác định được một phép toán hai ngôi trong E  
hay một luật hợp thành trong E  nếu với mỗi cặp phần tử ( , )a b  của a   ta cho tương 
ứng với một phần tử c  cũng của a . Ta ký hiệu phép toán đó bởi dấu * và ta viết 

*a b c  với , ,a b c E . (Nếu phép toán là phép cộng ta dùng dấu   như thường lệ, 
nếu là phép nhân ta dùng dấu   hay dấu  ). 
 Phép toán * được gọi là có tính chất kết hợp nếu với , ,a b c E  ta có:  

( * )* *( * )a b c a b c  

 Phép toán * được gọi là có tính chất giao hoán nếu với a, b  E ta có:  

* *a b b a  
 Phần tử e E  được gọi là phần tử trung hoà đối với phép toán * nếu với mọi 
a E  ta có: * *a e e a a  . (Với phép cộng phần tử trung hoà là số 0 , với phép nhân 
đó là số 1). 
 Phần tử a E  sao cho với a E  ta có * *a a a a e    với e  là phần tử trung 
hoà của phép toán *, được gọi là phần tử ngược của a  đối với phép toán *. Ta ký hiệu 
phần tử ngược của phần tử a  là 1a  (với phép cộng, phần tử ngược của m  chính là số 

đối a , với phép nhân đó chính là số nghịch đảo 1 , 0a
a

 ). 

 Tập hợp E  được gọi là có cấu trúc trường, hay nói gọn hơn, là một trường nếu 
trong E  có xác định hai phép toán: 
 + Phép toán thứ nhất được gọi là phép cộng, nó thỏa mãn các tính chất sau: 
A1 – Phép cộng có tính chất giao hoán: , ,a b E a b b a      

A2 – Phép cộng có tính chất kết hợp: , , ,( ) ( )a b c E a b c a b c         

A3 – Phép cộng có phần tử trung hoà trong E , ký hiệu là 0 : f  

A4 - Mọi phần tử trong E  đều có phần tử ngược  ký hiệu là a : 0a a    
 + Phép toán thứ hai được gọi là phép nhân, nó thoả mãn các tính chất sau:  
B1 – Phép nhân có tính chất giao hoán: , , . .a b E a b b a    

B2 – Phép nhân có tính chất kết hợp: , , , ( . ). .( . )a b c E a b c a b c    

B3 - Phép nhân có phần tử trung hòa (hay phần tử đơn vị) 
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: , . .e E a E a e e a a      

B4 - Mọi phần tử , 0a E a    đều có phần tử ngược đối với phép nhân là phần tử 

nghịch đảo 1
a

  cũng thuộc E . 

+ Giữa phép cộng và phép nhân có tính chất:  
C – phép nhân có tính chất phân phối đối với phép cộng: 

, , : .( ) . .a b c E a b c a b a c      

Ví dụ: Tập hợp các số hữu tỷ, tức là tập các số có dạng , ( , ) 1p p q
q

 , có cấu trúc 

trường: cộng hai số hữu tỷ, nhân hai số hữu tỷ ta được một số hữu tỷ, cả hai phép toán 
đó đều thoả mãn 8 tính chất trên. 
 Tập hợp các số nguyên không có cấu trúc trường vì nghịch đảo của một số 
nguyên khác không không phải là một số nguyên. 

Chú ý: Trong trường ta có thể định nghĩa phép chia cho một số khác không: nếu 0b   

thì 1: .( )a b a
b

 . 

3.2 Các tính chất cơ bản của trường số thực 
 Tập hợp số thực R  với hai phép toán cộng và nhân có cấu trúc trường, nghĩa là 
cộng hai số thực ta được một số thực, nhân hai số thực ta được một số thực. Phép cộng 
và phép nhân có các tính chất giao hoán, kết hợp; phép nhân có tính chất phân phối 
đối với phép cộng; phần tử trung hoà của phép cộng là số 0 , của phép nhân là số 1; 
phần tử ngược đối với phép cộng của số a  là số đối a , đối với phép nhân của số 

0a   là số nghịch đảo 1
a

. 

 Trong tập hợp số thực R  ta xét một tập hợp con ký hiệu là R  và ta định nghĩa 
R  là tập hợp những số đối của x  nếu x R  (tức là x R  ) sao cho: 

 

1) ;
2) {0} ;
3) , : , .

R R
R R R

a b R a b R a b R

 

 

  

 

  

    

 

 Khi đó ta nói rằng trường số thực R  là một trường có thứ tự. Các số thực thuộc 
R  được gọi là các số thực dương, các số thực thuộc R  được gọi là các số thực âm. 
 Ta xác định trên R  một quan hệ thứ tự ký hiệu < (đọc là bé hơn) như sau: Với 
hai số thực ,a b  ta có a b  khi và chỉ khi b a  là số thực dương (tức là 

( )b a R   ). Quan hệ  <  có tính chất bắc cầu, nghĩa là: nếu a b  và b c  thì 
a c . 



 

 

 

 

 

 

 

Bộ môn KHOA HỌC CƠ BẢN  KHOA CÔNG NGHỆ THÔNG TIN 

GIÁO TRÌNH  TOÁN CAO CẤP 1 9

Chú ý: Nếu ta có y  thì người ta còn viết b a  (đọc b  lớn hơn a ). Nếu a  là số thực 
âm thì ta viết 0a  , nếu a  là số thực dương thì ta viết 0a  . 

 Trường số thực còn là trường có thứ tự Acsimet: Với hai số thực tuỳ ý , ; 0a b a   
bao giờ cũng tìm được một số tự nhiên n  sao cho na b . Nói cách khác, dù số thực 
dương a  có nhỏ đi bao nhiêu chăng nữa và dù số thực b  có lớn đi bao nhiêu chăng 
nữa thì tổng của một số đủ lớn a  sẽ vượt quá b . 
 Tính chất trên cho phép người ta có thể xấp xỉ tuỳ ý một số thực bởi một số thập 
phân (gần đúng thiếu hoặc gần đúng thừa), và như vậy trong thực hành người ta có thể 
thực hiện được các phép tính trên các số thực. 
3.3 Giá trị tuyệt đối của một số thực 

Với mọi số thực x  ta định nghĩa giá trị tuyệt đối của x , ký hiệu x  như sau: 

    khi  0
  khi  0

x x
x

x x


  
 

Ta có các tính chất sau:  

) 0 0;

) ;

) . ;

) ;

) .

a x x

b x x

c x y x y

d x y x y

e x y x y

  

 



  

  

 

 Ta chứng minh một trong các tính chất, tính chất )d chẳng hạn:  

Từ định nghĩa ta có:  

;

x x x

y y y

  

  
 

Từ đó: ( ) ;x y x y x y       

Hay: .x y x y    

3.4 Tập hợp số thực suy rộng 
 Ta thêm vào tập số thực R  hai phần tử khác nhau, ký hiệu là   và   (đọc là 
dương vô cùng và âm vô cùng), không thuộc R , và với mọi số thực x  ta đặt: 

  

;
( ) ( ) ;
( ) ( ) ;

x
x x
x x

   
      
      

 

 Với 0x  : 
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.( ) ( ). ; .( ) ( ). ;

( ) ( ) ; ( ) ( ) ;
( ).( ) ; ( ).( ) ;

x x x x         
         
       

 

 Tập hợp số thực R  cùng với hai phần tử ;   có các tính chất trên gọi là tập 
hợp số thực suy rộng. 
 Có thể biểu diễn hình học tập hợp số thực nhờ trục số: Đó là đường thẳng x Ox , 
điểm gốc O  ứng với số không, các số thực dương thuộc nửa đường thẳng Ox , các số 
thực âm thuộc nửa đường thẳng Ox , mỗi số thực a  ứng với một điểm .. trên đường 
thẳng sao cho độ dài OA a . 

 
§4 TẬP HỢP SỐ PHỨC 

 Ta đã biết rằng nếu chỉ hạn chế trong trường số thực thì có những phương trình 
vô nghiệm, chẳng hạn phương trình bậc hai 2 1 0x   . 
 Trong phần này ta sẽ tìm cách mở rộng trường số thực sang một tập hợp số mới 
sao cho tập hợp số thực là tập con của tập số mới này và trong tập số mới đó mọi 
phương trình bậc hai đều có nghiệm. 

4.1 Định nghĩa và các phép toán 
 Xét tập hợp C  mà các phần tử z C  là các cặp số thực ( , )a b : 

 ( , ), R, b RC z a b a     

 Phần tử z C  được gọi là số phức.  

Hai số phức ( , ); ( , )z a b z a b     được gọi là bằng nhau khi và chỉ khi ;a a b b    

Trong tập hợp số phức C  ta xác định hai phép tính:  
 Phép cộng hai số phức: với hai số phức ( , )z a b  và ( , )z a b    thì tổng của 
chúng được xác định bằng: ( , )z z a a b b      . 

 Phép nhân hai số phức: với hai số phức ( , )z a b  và ( , )z a b    thì tích của 
chúng được xác định bằng: . ( . . , . . )z z a a b b a b b a        

 Có thể kiểm chứng rằng các phép toán cộng và nhân trên có các tính chất giao 
hoán, kết hợp, phép nhân có tính chất phân phối đối với phép cộng, phần tử trung hoà 
của phép cộng là số phức (0,0) , của phép nhân là số phức (1,0) ; phần tử ngược của số 
phức ( , )z a b  đối với phép cộng là ( , )a b  , đối với phép nhân (với điều kiện 

0, 0a b  ) là số phức 2 2 2 2
1 ( , )a b
z a b a b




 
 

 Như vậy, tập hợp số phức có cấu trúc một trường, ta gọi nó là trường số phức. 
4.2 Các chú ý 
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1) Có thể đồng nhất số phức ( ,0)a  với số thực a  vì ta có:  

 ( ,0) ( ,0) ( ,0) a a a a     là số thực  a a  

( ,0).( ,0) ( . ,0)a a a a   là số thực   . ;a a  

 Như vậy có thể coi tập hợp số thực là tập con của tập số phức R C . 

 Sau này ta sẽ viết a  thay cho ( ,0)a  

2) Có thể viết số phức ( , )a b  dưới dạng tổng:  ( , ) ( ,0) ( ,0).(0,1)a b a b   

 Số ( ,0)a  được viết bằng a , số ( ,0)b  được viết bằng b . 

 Ta đặt (0,1)i   thì ta có 2 (0,1).(0,1) ( 1,0) 1i      . 

 Như vậy, số phức ( , )a b  được viết dưới dạng: ( , )  z a b a bi   với 2 1i   . a  
được gọi là phần thực, b  được gọi là phần ảo của số phức z , số phức (0,1)i   mà 

2 1i    được gọi là đơn vị ảo. 

 Trong thực tế người ta thường viết số phức dưới dạng a bi  
3) Khi viết số phức dưới dạng a bi  thì ta có thể thực hiện các phép tính theo các quy 
tắc thông thường của số thực (do có cùng cấu trúc trường) và với chú ý rằng 2 1i    

2

( ) ( ) ( ) ( ) ;
( ).( ) . ( ) ( )
a bi a b i a a b b i
a bi a b i a a ab i ba i bb i aa bb ab ba i

         

                  
 

Để tìm số phức đảo của số phức z a bi   ta làm như sau:  

2 2 2 2 2 2
1 1

( )( )
a bi a bi a bi

z a bi a bi a bi a b a b a b
 

    
     

 

 Từ đó, phép chia số phức z  cho số phức 0z   được thực hiện theo quy tắc 
1.( )z
z

. 

 Số phức a bi  được gọi là số phức liên hợp của số phức a bi . 

4) Ta tìm nghiệm của phương trình 2 1 0x    trong trường số phức. 

 Ta có thể viết 2 21x i   ; từ đó, x i  . 
 Trong trường số phức mọi phương trình bậc hai với hệ số thực đều có nghiệm. 

 Thật vậy, ta có:   
2

2 2
2
4( ) ( ) 0 (*)

2 4
b b acax bx c a x
a a


       

 Đặt 2 4b ac    thì:  

 + Nếu 0   phương trình bậc hai có nghiệm thực 
2

bx
a

  
  

 + Nếu 0   đặt 
2

2
2

4
2 4

b ac b
a a

  
   thì (*) trở thành:  
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 2 2. ( ) 0a x x i            

Ví dụ: Xét phương trình 2 2 4 0x x    

 Ta có 212 12i     từ đó phương trình có hai nghiệm phức: 1 3x i   

4.3 Dạng lượng giác của số phức 
 Cho số phức z x yi  . Có thể biểu diễn hình học số phức đó trên mặt phẳng số 
phức: đó là mặt phẳng trên đó có hai trục x Ox  và y Oy  vuông góc với nhau. Ta cho 
tương ứng số phức z x yi   với điểm M  có toạ độ ( , )x y  trên mặt phẳng đó (hay 

với véc tơ OM


); Các điểm trên trục x Ox  tương ứng với các số ( ,0)x , đó là các số 
thực x ; các điểm trên trục y Oy  tương ứng với các số (0, )y , đó là các số phức có 
dạng iy . 

 Độ dài r  của véc tơ OM


 được gọi là mô đun của số phức z , ta ký hiệu là 
r z .  

 Góc   giữa véc tơ OM


 và Ox  được gọi là argumen của số phức z , ký hiệu là 
Argz  . 

 Góc   được xác định chính xác đến 2k , người ta thường chọn giá trị chính của 
nó trong khoảng [ ; ]  . 

 Ta có:  2 2cos ; sin ( ; )yx r y r hay r x y tg
x

        

Khi đó ta có thể viết số phức z x yi   dưới dạng lượng giác: 
.(cos sin )z r i    

Ví dụ: Viết các số phức (1,0), ,1i i  dưới dạng lượng giác. 

 Với số (1,0)  ta có 1x  ; 0y   nên 1r  , 0 0tg    . 

 Vậy (1,0) cos0 sin 0i   

 Với số i  ta có 0, 1  1x y r    , 
2

tg      

 Vậy cos sin
2 2

i i 
   

 Tương tự 1 2 cos sin
4 4

i i     
 

 

 Khi viết số phức dưới dạng lượng giác thì các phép tính nhân, chia, luỹ thừa các 
số phức được tiến hành thuận lợi. Ta có các quy tắc: 

 Nếu    1 1 1 1 2 2 2 2. cos sin ; . cos sinz r i z r i       thì  
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 a)    1 2 1 2 1 2 1 2. . cos sin ;z z r r i           

 b)    1 1
1 2 1 2 2

2 2

cos sin ; 0z r i z
z r

            

 c)    1 1 1 1cos sinn nz r n i n       

Ta chứng minh cho a):  

   

2
1 2 1 2 2 2

2
1 2

. . cos .cos sin .sin (cos .sin sin .cos )

. cos sin ; do 1.

z z r r i i

r r i i

       

   

     

   

      
        

 

 Chứng minh tương tự cho (b). Phép chứng minh (c) được suy ra từ (a) bằng quy 
nạp. 
 Dùng kết quả trên có thể chứng tỏ được rằng: Trong trường số phức căn bậc n 
của đơn vị [sô phức (1,0) ]  có n giá trị khác nhau. 

 Thật vậy, ta viết (1,0)  dưới dạng lượng giác:  1,0 cos0 sin 0.i   

 Gọi căn bậc n của (1,0) là z , tức là (1,0)nz  . 

 Giả sử số phức z  có dạng lượng giác là  . cos sinz r i    

 Khi đó:    os n sin n cos0 sin 0.n nz r c i i         

 Từ đó suy ra: 
1

cos cos0;sin sin 0

nr
n n 

 


 
 

1
22 0,1,2... 1

r
kn k k n
n
  


 

    

 

Vậy căn bậc n của số phức đơn vị có n giá trị khác nhau, gọi các căn bậc n đó là 
, 0,1,... 1.k k n   Ta có:  

2k 2os sin ; 0,1,..., 1.k
kc i k n

n n
       
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BÀI TẬP 
1.1 Ta ký hiệu các khoảng đóng, nửa khoảng đóng, nửa đóng (hoặc nửa mở), mở trên 

tập hợp số thực R như sau: 

  

   
   
   
   

, , ;

, , ;

, , ;

, , .

x ba b x R a

a b x R a x b

a b x R a x b

a b x R a x b

  

   

   

   

 

Tìm , , \ , \A B A B A B B A   trong các trường hợp sau: 

  
   
   
   

, 3,5 , 2,4 ;

, 3,5 , 2,4 ;

, 3,5 , 2,4 .

a A B

b A B

c A B

 

 

 

 

1.2 Cho    ,| | 5 ; , 6 0 .A x R x B x R x         Xác định các tập hợp: 

, , \ , \ ,A B A B A B B A A    và biểu diễn chúng trên trục số. 

1.3 Chứng minh các đẳng thức tập hợp sau: 

           
           

; ;

\ \ \ ; \ \ \ ;

A B C A B A C A B C A B A C

A B C A B A C A B C A B A C

           

     
 

1.4 Trong 100 sinh viên có 28 người học tiếng Anh, 30 người học tiếng Đức, 42 người 
học tiếng Pháp, 8 người học cả tiếng Anh và tiếng Đức, 10 người học cả tiếng Anh 
và tiếng Pháp, 5 người học cả tiếng Đức và tiếng Pháp, 3 người học cả 3 thứ tiếng. 
Hỏi có bao nhiêu người không học ngoại ngữ nào? Có bao nhiêu người chỉ học 
một ngoại ngữ? 

1.5 Cho ,A B  là các tập hợp, f  là ánh xạ. Chứng minh rằng: 

 
     
     

, ;

, ;

a f A B f A f B

b f A B f A f B

  

  
 

 c, Nếu f  là đơn ánh thì      .f A B f A f B    

1.6 Chứng minh rằng các ánh xạ sau là song ánh và xác định ánh xạ ngược của chúng. 
, :a f R R  xác định bởi ( ) 2 1f x x   

   , : 0,1 0,1b g   xác định bởi 2( ) 1g x x   

1.7 Cho các ánh xạ 2: ; ( ) 2 1; : ; ( ) 1 3 ;f A R f x x g A R g x x       

Tìm tập hợp A  để f g . 
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1.8 Số hữu tỷ là số có dạng p
q

 trong đó p  và q  là hai số nguyên tố cùng nhau. Dùng 

định nghĩa đó hãy chứng minh số 2  không phải là số hữu tỷ (chứng minh bằng 
phản chứng). 

1.9 Các số , , ,a b a b   là hữu tỷ, c  không phải là hữu tỷ. Chứng minh rằng  nếu 

' 'a b c a b c    thì ,a a b b   . Dùng kết quả ấy hãy tìm các số x  và y  sao 

cho 2 17 12 2x y   . 

Nguyên lý quy nạp: Nhiều mệnh đề toán học được chứng minh bằng nguyên lý quy 
nạp sau: Nếu P  là một tính chất nào đó được xác định trên tập hợp các số tự nhiên 
N  sao cho: 
 a, Tính chất P  đúng với số tự nhiên 1. 
 b, Nếu tính chất P  đã đúng cho số tự nhiên n thì nó cũng đúng cho số tự nhiên 
n+1. Khi đó tính chất P  sẽ đúng cho mọi số tự nhiên n. 
 Sơ đồ chứng minh theo quy nạp như sau:  
 Đầu tiên ta chứng tỏ tính chất P  đúng cho 1n  . 
 Sau đó ta giả sử tính chất P  đúng cho n  và tìm cách chứng minh nó cũng đúng 
cho 1n  . 
 Ta kết luận tính chất P  đúng cho mọi n . 

Ví dụ: Chứng minh tổng:  1
1 2 ...

2n
n n

P n


      với n là số tự nhiên bằng 

phương pháp quy nạp. 

 Với 1n   ta có  
1

1 1 1
1

2
P


  công thức đúng. 

 Ta giả sử công thức đúng cho n, tức là:  1
.

2n
n n

P


  Từ đó ta sẽ chứng minh 

công thức đúng cho 1n   tức là phải chứng minh:   
1

1 2
2n

n n
P 

 
 . Ta có 

      
1

1 1 2
1 1

2 2n n
n n n n

P P n n

  
       . Vậy công thức đúng cho mọi số 

tự nhiên n. 
1.10 Dùng nguyên lý quy nạp hãy chứng minh: 

 
 2 3 3 3

, 1 1 , 1

, 1 2 ... 1 2 ... .

na a na a

b n n

    

      
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c, Nếu một tập hữu hạn có n  phần tử thì số tất cả các tập hợp con của nó là 2n  

1.11 Tính:  21 1 2) ; ) ; ) ; ) 3 .
1 1 3

ia b c d i
i i i




 
 

1.12 Viết các số phức , 8,1i i  dưới dạng lượng giác, từ đó hãy tính 3 3, 8, 1 .i i   

Tìm miền chứa điểm phức z  nếu: ,| | 5; ,| 2 | 2a z b z i    

1.13 Giải các phương trình sau. 

1,  6 3 1 0z z i i        2,  6 1 1 3z i i    

3,  4 26 1 5 6 0z i z i       4, 6 3 1 0z iz i     

5, 3 3 0x i       
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Chương II. MA TRẬN VÀ ĐỊNH THỨC 
§1 PHÉP TÍNH MA TRẬN 

1.1 Định nghĩa 
 Cho m , n  là hai số nguyên dương. Một ma trận loại m n  là một bảng hình chữ 
nhật gồm .m n  số thực được trình bày theo m  hàng và n  cột: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 

      (1) 

 Các số ij; 1 ,1a i m j n     được gọi là các phần tử của ma trận A  (phần tử 

nằm ở hàng i  và cột j  của ma trận). 

 Ma trận loại 1 n  là ma trận hàng: nó chỉ có một hàng. 
 Ma trận loại 1m  là ma trận cột: nó chỉ có một cột. 
 Giả sử ta có ma trận A . Bây giờ ta lập một ma trận mới, nó có các hàng là các 
cột của ma trận A  còn các cột là các hàng của ma trận A  (vẫn giữ nguyên thứ tự các 
hàng và các cột). Ma trận mới này được gọi là ma trận chuyển vị  của ma trận A , ta 
ký hiệu nó là tA . Như vậy, nếu A  là ma trận cho bởi (1) thì ta có: 

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

m

mt

n n mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

 Nếu A là ma trận loại m n  thì tA  là ma trận loại n m . 
 Ma trận loại n n  là ma trận vuông cấp n ; nó có n  hàng và n  cột. 

 Các phần tử của ma trận vuông có chỉ số hàng bằng chỉ số cột 11 22; ;...; nna a a  là 
các phần tử nằm trên đường chéo chính. 
 Ma trận vuông được gọi là ma trận đối xứng nếu các phần tử ở vị trí đối xứng 
qua đường chéo chính là bằng nhau. 
 Với ma trận đối xứng ta có: ij jia a i j    

 Ma trận vuông được gọi là ma trận chéo nếu mọi phần tử nằm ngoài đường 
chéo chính đều bằng không. 

Ma trận vuông được gọi là ma trận tam giác trên nếu ij 0a i j    

Ma trận vuông được gọi là ma trận tam giác dưới  nếu ij 0a i j    

 Ma trận không là ma trận có mọi phần tử đều bằng không. 
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 Hai ma trận là bằng nhau nếu chúng cùng loại và có các phần tử tương ứng 
bằng nhau. 
Các ví dụ:  

   
1 0

1 2 3
; 2 5

0 5 4
3 4

tA A
 

          
 

 

Ma trận vuông: 
5 1 0
3 8 2
0 6 4

B
 

   
 
 

; Ma trận chéo 
1 0 0
0 4 0
0 0 2

C
 
   
  

 

Ma trận đối xứng 
1 0 5
0 3 7
5 7 2

D
 
   
 
 

 

1.2 Các phép toán trên ma trận 
1) Phép cộng hai ma trận 

 Giả sử    ;ij ijA a B b   là hai ma trận cùng loại m n . 

 Tổng hai ma trận A  và B  là một ma trận C  cùng loại với A và B. Phần tử 

ij ij ijc a b    (hàng i , cột j ) của ma trận C  là tổng các phần tử ở vị trí tương ứng 

của A và B  
Ta ký hiệu:  C A B  . 

2) Phép nhân một ma trận với một số thực 
 Tích của một ma trận A  với một số thực   là một ma trận cùng loại với A  có 
phần tử ở vị trí ( , )i j  là tích của  với phần tử ija  của ma trận A. 

 Ta viết:  ijA a   

 Ví dụ: Cho 
1 2 3 2 0 4

; .
0 5 4 3 5 2

A B
   

       
 

 Ta có: 
3 2 1 2 4 6

; 2
3 0 6 0 10 8

A B A
   

     
   

 

3) Phép nhân hai ma trận 
a) Phép nhân một ma trận hàng với một ma trận cột 
Giả sử:     
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 

1

2
1 2 ... ;

...n

v
v

u u u u v

v

 
 
  
 
 
 

 

u  là ma trận hàng loại (1 )m , v  là ma trận cột loại ( 1)n . 

Tích của  , u v  được xác định bởi:   1 1 2 2 ... .n nuv u v u v u v     

b, Phép nhân hai ma trận 
 Điều kiện của phép nhân: Muốn nhân ma trận A với ma trận B  thì số cột của 
ma trận A   phải bằng số hàng của ma trận B . 
 Tích của ma trận A  loại ( )m p  và ma trận B  loại ( )p n  là một ma trận C . C  
là ma trận loại ( )m n  có phần tử ở vị trí ( , )i j  bằng tích của hàng i  của ma trận A 
với cột j  của ma trận B : 

ij 1 1 2 2 ... .i j i j in njc a b a b a b     Ta ký hiệu .C A B . 

Ví dụ: Cho các ma trận:  
1 3 0 0

3 1 4
; 1 1 0 0 ;

2 0 5
0 0 1 1

A B
 

          
 

 

Tìm ma trận tích .C A B . 

C  sẽ là ma trận loại (2 4)  với:  

11 12

13 14

21 22

23 24

3 1 1 1 4 0 4; 3 3 1 1 4 0 10
3 0 1 0 4 1 4; 3 0 1 0 4 1 4;
2 1 0 1 5 0 2; 2 3 0 1 5 0 6;
2 0 0 0 5 1 5; 2 0 0 0 5 1 5.

c c
c c
c c
c c

             
             

             
             

 

Ma trận tích:  
4 10 4 4
2 6 5 5

C  
  
 

 

 Ta có thể nghiệm lại rằng: Nếu các ma trận , ,A B C  thỏa mãn điều kiện nhân: A  
là ma trận loại ( )m p , B  là ma trận loại ( )p q , C  là ma trận loại ( )q n thì tích 

. .A B C  có tính kết hợp: ( . ) ( . )A B C A B C  

 Nhưng ta cần chú ý rằng phép nhân hai ma trận không có tính chất giao hoán. 
Nếu ma trận A  nhân được với ma trận B  thì chưa chắc B  đã nhân được với A  
(không thỏa mãn điều kiện nhân); ngay cả khi tích .B A  tồn tại thì chưa chắc ta có 

. .A B B A . 

Ví dụ: Cho 
1 1 1 0

;
0 0 1 0

A B   
    
   

. Khi đó 
2 0
0 0

AB  
  
 

 còn 
1 1
1 1

BA  
  
 
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 Nếu A  và B  thỏa mãn điều kiện nhân thì tB  và tA  cũng thỏa mãn điều kiện 
nhân và ta có: ( . )t t tA B B A  

 Chuyển vị của ma trận tích bằng tích các ma trận chuyển vị nhưng lấy theo thứ 
tự ngược lại. 
 Ta cũng cần chú ý rằng trong phép nhân ma trận thì hệ thức 0AB   chưa chắc 
đã kéo theo hoặc 0A   hoặc 0B  . 

Chẳng hạn, cho 
0 0 0 1

;
0 1 0 0

A B   
    
   

,  nhưng 
0 0
0 0

AB  
  
 

. 

 Bây giờ ta xét ma trận vuông cấp n  là ma trận chéo có các phần tử nằm trên 
đường chéo chính bằng 1. Ta ký hiệu ma trận đó là I  
 Khi đó mọi ma trận vuông A cấp n ta có: AI IA A   
 Ma trận I  được gọi là ma trận đơn vị cấp n . 

 
§2 ĐỊNH THỨC 

2.1 Hoán vị và nghịch thế 

 Cho tập hợp hữu hạn  1,2,..., .E n  

 Xét một hoán vị của các phần tử của E  (đó là một song ánh P  từ E  vào chính 
nó): 

1 2 ...
... n

n
P

   

 
 
 

 

 với , ,..., .n E      Lấy hai số ,i j  trong một hoán vị của E . Nếu i j   

với i j  thì ta nói các số ,i j   lập thành một nghịch thế. 

Ví dụ: Trong hoán vị 3214  của 4  số 1234  thì có 3  cặp tạo thành nghịch thế, đó là 
(3,2), (3,1),(2,1)   

 Để ,i j   lập thành một nghịch thế thì  ( )( ) 0j i j    . 

 Ta ký hiệu  , ,..., nI      là tổng số tất cả các nghịch thế của hoán vị 

 , ,..., n    . Trong ví dụ trên ta có: (3,2,1,4) 3I  . 

Định nghĩa 1: Một hoán vị của E  được gọi là hoán vị chẵn nếu tổng số các 
nghịch thế của nó là chẵn hoặc bằng không, hoán vị là lẻ nếu tổng số các nghịch thế 
của nó là lẻ.  

 Xét một hoán vị  , ,..., n    . Nếu ta đổi chỗ hai phần tử ,i j   cho nhau còn 

các phần tử khác vẫn giữ nguyên thì ta nói đã thực hiện một phép chuyển vị. Phép 
chuyển vị làm thay đổi tính chẵn lẻ của hoán vị. 


