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Chương 1

TÍCH PHÂN BỘI HAI

I =
∫∫
D

f (x, y)dxdy,

trong đó f (x, y) là một hàm hai biến xác định trên miền bị chặn D ⊂ R2. dxdy gọi là yếu tố diện
tích.

1.1 GIỚI THIỆU

Cho R = [a, b]× [c, d] và hàm số f (x, y) xác định trên R. Giả sử f (x, y) > 0, ∀(x, y) ∈ R và có đồ
thị là một mặt cong (S) nằm phía trên (Oxy). Xét vật thể (Ω) bị giới hạn trên bởi (S), giới hạn
dưới bởi (Oxy) và bị giới hạn xung quanh bởi mặt trụ song song với trục Oz có đường chuẩn là
biên của miền R. Bài toán đặt ra là làm thế nào để xác định được thể tích V của vật thể này.

Để giải bài toán này người ta làm như sau

1. Chia đoạn [a, b] thành m đoạn bằng nhau [xi−1, xi] có độ dài ∆x = (b− a)/m. Chia đoạn [c, d]
thành n đoạn bằng nhau [yi−1, yi] có độ dài ∆y = (d− c)/n. Khi đó hình chữ nhật R được
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chia thành những hình chữ nhật nhỏ Rij có dạng

Rij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj] = {(x, y)/xi−1 6 x 6 xi, yj−1 6 y 6 yj}

có diện tích là ∆x∆y = (xi − xi−1) · (yj − yj−1).

2. Tại ô Rij ta tính thể tích hình hộp chữ nhật có đáy Rij chiều cao f (x∗ij, y∗ij), (với (x∗ij, y∗ij) tùy ý
thuộc ô Rij), cụ thể bằng

f (x∗ij, y∗ij)∆x∆y.

3. Dựng các khối trụ có đáy Rij quét khắp R. Tổng thể tích các khối này gần bằng thể tích khối
cần tìm. Tính tổng thể tích của dãy hình trụ thì ta được thể tích Vmn như sau

Vmn =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (x∗ij, y∗ij)∆x∆y.

Thể tích này xấp xỉ gần bằng thể tích V của vật thể ban đầu.
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4. Độ chính xác càng cao tức xấp xỉ càng tốt khi lưới được chia dày đặc hơn, hay m, n đủ lớn.
Khi đường kính lớn nhất của các miền Rij dần tới 0, tức là m, n → +∞ thì Vmn dần tới một
giới hạn. Giới hạn này chính là thể tích V của vật thể ban đầu và bài toán đặt ra đã được giải.
Vậy

V = lim
m,n→+∞

Vmn = lim
m,n→+∞

m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (x∗ij, y∗ij)∆x∆y.

Từ bài toán này người ta xây dựng định nghĩa tích phân bội hai cũng tương tự như vậy nhưng lúc
này hàm f có dấu bất kì trên miền R. Ta có định nghĩa sau:
Cho hàm z = f (x, y) xác định trên hình chữ nhật R. Nếu

lim
m,n→+∞

(
m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (x∗ij, y∗ij) · ∆x∆y

)

tồn tại thì giới hạn này được gọi là tích phân bội hai của f trên R, ký hiệu là
∫∫
R

f (x, y)dxdy. Vậy

∫∫
R

f (x, y)dxdy = lim
m,n→+∞

(
m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (x∗ij, y∗ij) · ∆x∆y

)
.

Như vậy trong trường hợp hàm f (x, y) > 0, ∀(x, y) ∈ R thì thể tích của vật thể (Ω) được chính là
tích phân bội hai của f trên R, tức là

V =
∫∫
R

f (x, y)dxdy.

Để khảo sát tích phân
∫∫

D
f (x, y)dxdy trên miền D bất kỳ (hình bên dưới)

ta mở rộng hàm f xác định trên hình chữ nhật R bao quanh D bằng hàm F sau đây

F(x, y) =

{
f (x, y), (x, y) ∈ D
0, (x, y) /∈ D

(Equation 1)

Nếu F có tích phân trên R thì ∫∫
D

f (x, y)dxdy =
∫∫
R

F(x, y)dxdy.
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1.2 CÁC TÍNH CHẤT CƠ BẢN

Ta có một vài tính chất cơ bản của tích phân bội hai như sau

1. ∫∫
D

( f (x, y) + g(x, y))dxdy =
∫∫
D

f (x, y)dxdy +
∫∫
D

g(x, y)dxdy.

∫∫
D

A f (x, y)dxdy = A
∫∫
D

f (x, y)dxdy.

2. Nếu D chia thành hai miền D = D1 ∪ D2 trong đó D1, D2 không trùng lắp lên nhau thì∫∫
D

f (x, y)dxdy =
∫∫
D1

f (x, y)dxdy +
∫∫
D2

f (x, y)dxdy.

3. Nếu f (x, y) 6 g(x, y), ∀(x, y) ∈ D thì∫∫
D

f (x, y)dxdy 6
∫∫
D

g(x, y)dxdy.

1.3 PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN BỘI HAI

Xét tích phân

I =
∫∫
D

f (x, y)dxdy.

Ta chia D thành các trường hợp sau.

1. Nếu D = {(x, y)/a 6 x 6 b, c 6 y 6 d} (Miền hình chữ nhật) thì

I =
b∫

a

 d∫
c

f (x, y)dy

dx =

d∫
c

 b∫
a

f (x, y)dx

dy.

2. Nếu D là miền loại 1, tức là D = {(x, y)/a 6 x 6 b, g1(x) 6 y 6 g2(x)}
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thì

I =
b∫

a

 g2(x)∫
g1(x)

f (x, y)dy

dx.

3. Nếu D = {(x, y)/c 6 y 6 d, h1(y) 6 x 6 h2(y)} (Miền loại 2)

thì

I =
d∫

c

 h2(y)∫
h1(y)

f (x, y)dx

dy.

Ta xem giải thích về công thức 2 trong tài liệu Calculus của James Stewart như sau.

Chứng minh tương tự cho công thức 3.
Ví dụ:
1. Tính tích phân

I =
∫∫
D

(x + 2y)dxdy

với D giới hạn bởi đường cong y = 2x2; y = 1 + x2. Đáp số I =
32
15

.

2. Tính tích phân

I =
∫∫
D

xydxdy

trong đó D giới hạn bởi đường cong y = x− 1; y2 = 2x + 6. Đáp số I = 36.
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Bài tập:

1. Tính
I =

∫∫
D

xexydxdy,

trong đó D là hình chữ nhật 0 6 x 6 1, 1 6 y 6 2.

2. Tính
I =

∫∫
D

x sin ydxdy,

trong đó D là hình tam giác OAB với A(π, 0), B(π, π).

3. Tính
I =

∫∫
D

(
x2y− 2xy

)
dxdy,

trong đó D là hình chữ nhật x ∈ [0, 3], y ∈ [−2, 0].

4. Tính
I =

∫∫
D

yexydxdy,

trong đó D là miền bị giới hạn bởi các đường y = 1; y = 4; x = 0; xy = 1
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