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Chương 1

HÀM SỐ VÀ GIỚI HẠN HÀM SỐ

1.1 ÁNH XẠ

1.1.1 Định nghĩa

Cho hai tập hợp E và F, ta gọi một ánh xạ từ tập E vào tập F là một quy luật tương ứng f sao cho
với mỗi phần tử x ∈ E, có duy nhất một phần tử y ∈ F được xác định bởi y = f (x). Ta thường ký
hiệu ánh xạ đó là f : E→ F.

1.1.2 Các loại ánh xạ

Cho ánh xạ f : E→ F. Ta nói
1. f là một đơn ánh nếu với mọi y ∈ F, có nhiều nhất một x ∈ E sao cho y = f (x).
2. f là một toàn ánh nếu với mọi y ∈ F, có ít nhất một x ∈ E sao cho y = f (x).
3. f là một song ánh nếu f vừa là đơn ánh vừa là toàn ánh.
4. Cho ánh xạ f : E → F và ánh xạ g : F → G. Ta nói ánh xạ h = g ◦ f là ánh xạ hợp của g và f
nếu với mọi x ∈ E, tồn tại duy nhất z ∈ G được xác định bởi z = h(x) = (g ◦ f )(x) = g( f (x)).
5. Cho ánh xạ f : E → F là một song ánh lúc này và ánh xạ g : F → E cũng là một song ánh sao
cho với mọi y ∈ F, tồn tại duy nhất x ∈ E được xác định bởi x = g(y) với y = f (x). g được gọi là
ánh xạ ngược của f ký hiệu là g = f−1.

1.2 DÃY SỐ

1.2.1 Định nghĩa

Cho ánh xạ f : N → R. Với n = 1, 2, 3, .... Ta có các giá trị f (1), f (2), f (3), ... lập thành một dãy
các số thực và ta nói đây là một dãy số thực. Nếu đặt xn = f (n), ta có dãy số x1, x2, x3, ..., xn, ..., ký
hiệu là (xn)n∈N hay {xn}n∈N.
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1.2.2 Ví dụ

Cho dãy số (xn) với xn như sau
xn = 1, ta có dãy 1, 1, 1, ..., 1....
xn = (−1)n, ta có dãy −1, 1,−1, ..., (−1)n, ....

xn =
1 + (−1)n

n
, ta có dãy 0, 1, 0,

1
2

, ...,
1 + (−1)n

n
, ....

1.3 HÀM SỐ

1.3.1 Định nghĩa

Một hàm số f là một ánh xạ đi từ một tập con D của R vào chính nó. D được gọi là miền xác định
của hàm số và tập f (D) = { f (x) : x ∈ D} gọi là miền giá trị của hàm số. Phần tử x ∈ D gọi là
biến số của hàm.

1.3.2 Ví dụ về các hàm sơ cấp cơ bản

Hàm lũy thừa

Là hàm số có dạng y = f (x) = xα trong đó α ∈ R. Hàm số này có miền xác định phụ thuộc vào
α. Ví dụ như:
Nếu α = 0, 1, 2, ... thì miền xác định là D = R.
Nếu α = −1,−2, ... thì miền xác định là D = {x ∈ R : x 6= 0}.
Nếu α =

1
2

,
1
4

,
1
8

... thì miền xác định là D = [0,+∞).

Nếu α = −1
2

,−1
4

,−1
8

... thì miền xác định là D = (0,+∞).

Nếu α =
1
3

,
1
5

,
1
7

... thì miền xác định là D = R.

Nếu α = −1
3

,−1
5

,−1
7

... thì miền xác định là D = {x ∈ R : x 6= 0}.
Nếu α là số vô tỉ và α > 0 thì D = [0,+∞), α < 0 thì D = (0,+∞).
Nếu α ∈ R thì D = (0,+∞).

Hàm mũ

Là hàm số có dạng y = f (x) = ax trong đó 0 < a 6= 1. Hàm số này có miền xác định là D = R và
miền giá trị f (D) = (0,+∞). Hàm số tăng khi a > 1 và giảm khi a ∈ (0, 1).

Hàm logarit

Là hàm số có dạng y = f (x) = logax trong đó 0 < a 6= 1. Hàm số này có miền xác định là
D = (0,+∞) và miền giá trị f (D) = R. Hàm số tăng khi a > 1 và giảm khi a ∈ (0, 1).

TS. Bùi Thanh Duy 2 duybui55@gmail.com
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Các hàm lượng giác

y = f (x) = sin x, y = f (x) = cos x, y = f (x) = tan x, y = f (x) = cot x.

Các hàm lượng giác ngược

1. Hàm số y = arcsin x. Hàm số này có miền xác định D = [−1, 1] và miền giá trị R =
[
−π

2
,

π

2

]
.

Với mọi x ∈ (−1, 1), ta có (arcsin x)′ =
1√

1− x2
.

2. Hàm số y = arccos x. Hàm số này có miền xác định D = [−1, 1] và miền giá trị R = [0, π].

Với mọi x ∈ (−1, 1), ta có (arccos x)′ = − 1√
1− x2

.

3. Hàm số y = arctan x. Hàm số này có miền xác định D = R và miền giá trị R =
(
−π

2
,

π

2

)
.

Với mọi x ∈ R, ta có (arctan x)′ =
1

1 + x2 .

4. Hàm số y = arccotx. Hàm số này có miền xác định D = R và miền giá trị R = (0, π). Với

mọi x ∈ R, ta có (arccotx)′ = − 1
1 + x2 .

5. Chú ý:

y = arcsin x ⇔ x = sin y,

y = arccos x ⇔ x = cos y,

y = arctan x ⇔ x = tan y,

y = arccotx ⇔ x = cot y.

1.3.3 Hàm sơ cấp

Hàm sơ cấp là những hàm được tạo ra từ một số hữu hạn các phép lấy tổng, hiệu, tích, thương,
hàm hợp của các hàm sơ cấp cơ bản và các hằng số.

1.4 GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ

1.4.1 Định nghĩa

Cho dãy số (xn) : x1, x2, x3, ..., xn, .... Ta nói số L ∈ R là giới hạn của dãy số này nếu với mọi số
ε > 0 đủ bé cho trước, tồn tại số nε ∈ N sao cho với mọi chỉ số n > nε, ta có |xn − L| < ε. Lúc này
ta ký hiệu L = lim xn. Nói một cách dễ hiểu hơn, số L ∈ R là giới hạn của dãy số (xn) nếu |xn− L|
tiến về 0 khi n tiến ra vô cùng.
Cho dãy số (xn), ta nói dãy số này có giới hạn là dương vô cùng hay dần tới dương vô cùng nếu
với mọi số M > 0 đủ lớn cho trước, tồn tại số nM ∈ N sao cho với mọi chỉ số n > nM, ta có

TS. Bùi Thanh Duy 3 duybui55@gmail.com
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xn > M. Lúc này ta viết lim xn = +∞.
Cho dãy số (xn), ta nói dãy số này có giới hạn là âm vô cùng hay dần tới âm vô cùng nếu với mọi
số M < 0 sao cho |M| đủ lớn cho trước, tồn tại số nM ∈ N sao cho với mọi chỉ số n > nM, ta có
xn 6 M. Lúc này ta viết lim xn = −∞.

Ví dụ: Xét dãy số (xn), xn = 1 +
1
n

. Nhận xét rằng khi n càng lớn thì
1
n

càng nhỏ nên xn tiến gần

về 1. Do vậy ta sẽ chứng minh giới hạn của dãy số trên là 1. Thật vậy, ta xét |xn − 1| = 1
n

. Với

mọi ε > 0 nhỏ tuỳ ý cho trước, theo định nghĩa, để |xn − 1| = 1
n

< ε thì n >
1
ε

. Như vậy chọn

nε =

[
1
ε

]
+ 1 (số tự nhiên nhỏ nhất lớn hơn

1
ε

) thì với mọi n > nε, ta được |xn − 1| = 1
n

< ε.

Tóm lại, với mọi ε > 0 nhỏ tuỳ ý cho trước, tồn tại số nε =

[
1
ε

]
+ 1 sao cho với mọi n > nε, ta có

|xn − 1| = 1
n
< ε. Vậy lim xn = 1.

1.4.2 Các tính chất cơ bản

1. lim A = A, trong đó A là hằng số.

2. Cho lim xn = A, lim yn = B, với mọi α ∈ R, ta có

(a) lim(xn + αyn) = A + αB.

(b) lim xn lim yn = AB.

(c) lim
xn

yn
=

A
B

với B 6= 0.

(d) Nếu lim xn = A, lim yn = ∞ thì lim
xn

yn
= 0.

(e) Nếu lim xn = A, lim yn = 0 thì lim
xn

yn
= ∞.

3. lim
1
nk = 0, ∀k ∈ Z+.

4. Cho Pk(n) = aknk + ak−1nk−1 + ... + a1n + a0, ta có lim Pk(n) = lim aknk.

5. lim αn = 0 nếu |α| < 1.

1.4.3 Một số kết quả thông dụng

1. Cho dãy số (xn). Nếu tồn tại hai dãy số (yn), (zn) và số n0 ∈N sao cho yn 6 xn 6 zn, ∀n > n0

đồng thời lim yn = lim zn = L thì lim xn = L.

2. Nếu lim xn = L thì lim xn+k = L, ∀k ∈ Z.

3. lim n
√

n = 1,

4. lim
(

1 +
1
n

)n
= e,
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5. Với p > 0, ta có lim n
√

p = 1,

6. Với p > 0, α ∈ R, ta có lim
nα

(1 + p)n = 0

7. Với α ∈ R, ta có lim
nα

n!
= 0,

8. Với x ∈ R, ta có lim
xn

n!
= 0.

1.4.4 Tính giới hạn của một dãy số

Trong chương trình phổ thông, khi tính giới hạn của một dãy số ta thường gặp hai dạng vô định
sau đây

∞
∞

, ∞−∞.

Lúc này, ta không thể xác định được liệu là giới hạn đang xét có tồn tại hay không do đó phải tìm
cách khử các dạng vô định này đi. Có nhiều phương pháp để khử các dạng vô định như: Quy
đồng mẫu số, nhân lượng liên hợp, đặt thừa số chung, đặt ẩn phụ, dùng các tiêu chuẩn tồn tại
giới hạn, dùng các giới hạn cơ bản... Sau đây, ta nhắc lại một vài ví dụ cho hai dạng vô định này.
Dạng

∞
∞

. Đây là dạng vô định thường gặp khi ta tính các giới hạn dạng phân thức, phương pháp

chung là rút n có số mũ cao nhất nằm dưới mẫu ở trên tử lẫn dưới mẫu.
Ví dụ:

1. Tính L1 = lim
2n5 − 3n3 + n2 + 1

n5 + 1
.

L1 = lim
n5
(

2− 3
n2 +

1
n3 +

1
n5

)
n5
(

1 + 1
n5

) = lim
2− 3

n2 +
1

n3 +
1

n5

1 + 1
n5

= 2.

2. Tính L2 = lim

√
n3 + 2n + 1 + n2 − 2

n2 + 2n + 3
.

L2 = lim
n2
(√

1
n + 2

n3 +
1

n4 − 2
n4

)
n2
(

1 + 2
n + 3

n2

) = lim

√
1
n + 2

n3 +
1

n4 − 2
n4

1 + 2
n + 3

n2

= 0.

3. Tính L3 = lim
n3

−n2 + 1
.

L3 = lim
n3

n2
(
−1 + 1

n2

) = lim
n

−1 + 1
n2

= −∞.

Dạng ∞−∞. Để giải quyết dạng này ta thường đặt thừa số chung hoặc đưa về dạng
∞
∞

bằng cách
nhân lượng liên hợp. Ta xem các trường hợp thường gặp sau đây.
Ví dụ:
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1. Tính L4 = lim
(√

4n2 + n + 1− n
)

.

L4 = lim n

(√
4 +

1
n
+

1
n2 − 1

)
= +∞.

2. Tính L5 = lim
(√

n2 + n + 1− n
)

.

L5 = lim
(√

n2 + n + 1− n
)
= lim n

(√
1 +

1
n
+

1
n2 − 1

)
= 0

Cách làm trên sai vì dấu bằng thứ 2, giới hạn cần tính có dạng 0.∞ và đây cũng là một dạng
vô định. Do đó, ta phải làm lại như sau

L5 = lim
(n2 + n + 1)− n2
√

n2 + n + 1 + n
= lim

n + 1√
n2 + n + 1 + n

= lim
1 + 1

n√
1 + 1

n + 1
n2 + 1

=
1
2

.

3. Tính L6 = lim
(

3
√

n3 + n2 + 1− n
)

.

L6 = lim
n2 + 1{

3
√
(n3 + n2 + 1)2

}
+ n 3
√

n3 + n2 + 1 + n2

= lim
1 + 1

n2{
3

√(
1 + 1

n + 1
n2

)2
}
+ 3
√

1 + 1
n + 1

n2 + 1

=
1
3

.

1.5 GIỚI HẠN HÀM SỐ

1.5.1 Định nghĩa

Cho hàm số f : D ⊂ R → R và điểm x0 ∈ R. Điểm x0 được gọi là điểm tụ của hàm số nếu với
mọi h > 0 nhỏ tùy ý, ta có (x0 − h, x0 + h)\{x0} ∩ D 6= ∅.
Giả sử x0 là một điểm tụ của D, hàm số f được gọi là có giới hạn hữu hạn L khi x tiến về x0

nếu với mọi số ε > 0 nhỏ tùy ý cho trước, tồn tại số δ(x0, ε) > 0 sao cho với mọi x ∈ D thỏa
0 < |x− x0| < δ(x0, ε), ta có | f (x)− L| < ε. Lúc này ta viết lim

x→x0
f (x) = L.

Nói một cách dễ hiểu hơn, hàm số f có giới hạn hữu hạn là L khi x tiến về x0 (x 6= x0) nếu
| f (x)− L| → 0 khi |x− x0| → 0.
Ví dụ: Ta xét hàm số f (x) = x2− x + 2 và tính giá trị của hàm số này tại các điểm x gần 2 như sau.
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x f (x) x f (x)
1.5 2.750000 2.5 5.750000
1.8 3.440000 2.5 4.640000
1.9 3.710000 2.1 4.310000
1.95 3.852500 2.05 4.152500
1.99 3.970100 2.01 4.030100
1.995 3.985025 2.005 4.015025
1.999 3.997001 2.001 4.003001

Ta thấy khi x gần bằng 2 thì giá trị hàm f (x) gần bằng 4. Vậy ta có thể nói "4 là giới hạn hàm số
f (x) = x2 − x + 2 khi x tiến tới 2" và viết lim

x→2
(x2 − x + 2) = 4.

Ta minh họa thêm bằng một ví dụ khác. Dự đoán giới hạn lim
x→1

x− 1
x2 − 1

. Ta có bảng giá trị sau

x < 1 f (x) x > 1 f (x)
0.9 0.526316 1.1 0.476190
0.99 0.502513 1.01 0.497512
0.999 0.500250 1.001 0.499750
0.9999 0.500025 1.0001 0.499975

Hàm số f (x) =
x− 1
x2 − 1

không xác định tại x = 1, nhưng vẫn có giới hạn tại 1, cụ thể khi x ≈ 1 thì

f (x) ≈ 0.5 từ bảng giá trị ta đoán lim
x→1

x− 1
x2 − 1

= 0.5.

Hàm số f dần về dương vô cùng khi x tiến về x0 nếu với mọi số M > 0 đủ lớn cho trước, tồn tại
số δ(x0, M) > 0 sao cho với mọi x ∈ D thỏa 0 < |x− x0| < δ(x0, M), ta có f (x) > M. Lúc này ta
viết lim

x→x0
f (x) = +∞.

Hàm số f dần về âm vô cùng khi x tiến về x0 nếu với mọi số M < 0 sao cho |M| đủ lớn, tồn tại
số δ(x0, M) > 0 sao cho với mọi x ∈ D thỏa |x− x0| < δ(x0, M), ta có f (x) < M. Lúc này ta viết
lim

x→x0
f (x) = −∞.

Một hàm số f không có giới hạn hữu hạn khi x tiến về x0 được hiểu theo hai nghĩa. Một là giới
hạn này bằng vô cùng. Hai là giới hạn này hoàn toàn không có.
Ngoài ra, người ta còn định nghĩa giới hạn của một hàm số thông qua giới hạn của dãy số như
sau. Cho hàm số f xác định trên D ⊂ R và x0 ∈ R. Ta nói hàm số có giới hạn hữu hạn là L tại x0

nếu với mọi dãy (xn) ⊂ D sao cho lim xn = x0 (xn → x0), ta có lim f (xn) = L ( f (xn) → L). Lúc
này, ta viết lim

x→x0
f (x) = L.

Ví dụ: Dùng định nghĩa tính lim
x→2

x2 − 1
x + 2

. Giới hạn đang xét được viết lại như sau lim
x→2

f (x), trong

đó f (x) =
x2 − 1
x + 2

xác định với mọi x 6= −2. Với mọi dãy (xn) ⊂ R\{−2} thỏa lim xn = 2, ta có

f (xn) =
x2

n − 1
xn + 2

và lim f (xn) =
22 − 1
2 + 2

=
3
4

. Vậy lim
x→2

f (x) =
3
4

.
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1.5.2 Các tính chất cơ bản

1. Giới hạn của một hàm số nếu có là duy nhất.

2. Giả sử f là một hàm sơ cấp có tập xác định là D ⊂ R và x0 ∈ D. Lúc này lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Ví dụ: Tính giới hạn lim
x→2

x2 − 1
x + 2

như sau lim
x→2

x2 − 1
x + 2

=
22 − 1
2 + 2

=
3
4

.

3. lim
x→x0

C = C, lim
x→±∞

C = C và lim
x→±∞

C
xn = 0, trong đó C là hằng số và n ∈N.

4. (Tiêu chuẩn tồn tại giới hạn 1) Giả sử các hàm số f , g, w xác định trên một lân cận của x0

ngoại trừ x0 và thỏa g(x) 6 f (x) 6 w(x). Nếu lim
x→x0

g(x) = lim
x→x0

w(x) = L thì lim
x→x0

f (x) = L.

5. (Tiêu chuẩn tồn tại giới hạn 2) Giả sử các hàm số f xác định trên [a,+∞) với a là một số
dương đủ lớn. Hơn nữa f là hàm đơn điệu tăng và tồn tại M sao cho f (x) 6 M. Lúc này

lim
x→+∞

f (x) tồn tại.

6. Giả sử các hàm số f và g đều có giới hạn trong cùng một quá trình (x → x0 hay x → ±∞).
Trong quá trình đó, ta có

(a) lim[ f (x) + g(x)] = lim f (x) + lim g(x).

(b) lim[ f (x)g(x)] = lim f (x) lim g(x).

(c) lim
f (x)
g(x)

=
lim f (x)
lim g(x)

nếu lim g(x) 6= 0.

7. Các giới hạn cơ bản

lim
u→0

sin u
u

= 1, lim
u→0

tan u
u

= 1, lim
u→0

eu − 1
u

= 1,

lim
u→0

ln(1 + u)
u

= 1 lim
u→0

(1 + u)
1
u = e lim

u→+∞

(
1 +

1
u

)u
= e

8. (a) Nếu f (x) > 0 trên một lân cận của x0 và lim
x→x0

f (x) = L > 0 thì lim
x→x0

ln [ f (x)] =

ln
(

lim
x→x0

f (x)
)
= ln L.

(b) Nếu f (x) > 0 trên một lân cận của x0 và lim
x→x0

f (x) = L > 0, lim
x→x0

g(x) = K thì

lim
x→x0

[ f (x)]g(x) =

[
lim

x→x0
f (x)

] lim
x→x0

g(x)
= LK.

1.5.3 Giới hạn một bên

Cho hàm số f xác định trên D ⊂ R và x0 ∈ R.

1. Ta nói hàm số có giới hạn bên trái là L tại x0 nếu với mọi dãy (xn) ⊂ D sao cho xn < x0 và
xn → x0, ta có f (xn)→ L. Lúc này, ta viết lim

x→x−0
f (x) = L.
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2. Ta nói hàm số có giới hạn bên phải là L tại x0 nếu với mọi dãy (xn) ⊂ D sao cho xn > x0 và
xn → x0, ta có f (xn)→ L. Lúc này, ta viết lim

x→x+0
f (x) = L.

Từ định nghĩa ta suy ra lim
x→x0

f (x) tồn tại khi và chỉ khi lim
x→x−0

f (x), lim
x→x+0

f (x) tồn tại và bằng nhau.

Khi đó lim
x→x0

f (x)= lim
x→x−0

f (x)= lim
x→x+0

f (x).

Ví dụ:

1. Tính giới hạn sau: lim
x→1+

x2 − 3x + 1
x− 1

. Ta có lim
x→1+

(x2 − 3x + 1) = −1 < 0 và lim
x→1+

(x− 1) = 0.

Hơn nữa, do x → 1+ nên x− 1 > 0. Vậy lim
x→1+

x2 − 3x + 1
x− 1

= −∞.

2. Xét sự tồn tại của giới hạn tại x0 của các hàm số sau

(a) f (x) =

{
2x + 1, x < 1,

−x2 + 4, x > 1
(x0 = 1). Ta có lim

x→1−
f (x) = lim

x→1−
(2x + 1) = 3. Mặt khác,

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(−x2 + 4) = 3. Vậy lim
x→1−

f (x) = lim
x→1+

f (x) = 3 nên lim
x→1

f (x) = 3.

(b) f (x) =
|x|
x

(x0 = 0). Ta có lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x
x

= 1. Mặt khác, lim
x→0−

−x
x

= −1. Vậy

lim
x→0+

f (x) 6= lim
x→0−

f (x) nên lim
x→0

f (x) không tồn tại.

1.5.4 Các dạng vô định khi tính giới hạn của hàm số

Khi tính giới hạn của một hàm số ta cũng thường gặp các dạng vô định sau đây

0
0

,
∞
∞

, ∞−∞, 0×∞, 1∞, 00, ∞0

Lúc này, ta phải tìm cách khử các dạng vô định này đi. Có nhiều phương pháp để khử các dạng
vô định như đã đề cập ở phần giới hạn của dãy số. Sau đây là một vài ví dụ minh hoạ.
Ví dụ:

1. Dạng
0
0

.

(a) lim
x→−3

x2 + x− 6
x + 3

= lim
x→−3

(x + 3)(x− 2)
x + 3

= lim
x→−3

(x− 2) = −3− 2 = −5.

(b) lim
x→1

√
x + 8− 3

x2 + 2x− 3
= lim

x→1

x− 1
(
√

x + 8 + 3)(x− 1)(x + 3)
= lim

x→1

1
(
√

x + 8 + 3)(x + 3)
=

1
24

.

(c) lim
x→1

√
x + 3− 3

√
3x2 + 5

x− 1
= lim

x→1

(
√

x + 3− 2)− ( 3
√

3x2 + 5− 2)
x− 1

=

lim
x→1

(
x− 1

(x− 1)(
√

x + 3 + 2)
− 3(x2 − 1)

(x− 1)( 3
√
(3x2 + 5)2 + 2 3

√
3x2 + 5 + 4)

)
=

lim
x→1

(
1√

x + 3 + 2
− 3(x + 1)

3
√
(3x2 + 5)2 + 2 3

√
3x2 + 5 + 4

)
= −1

4
.
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(d) lim
x→1

3
√

x− 4
√

x√
x(x− 1)

. Đặt t = 12
√

x, suy ra t→ 1 khi x → 1 và giới hạn trên trở thành

lim
t→1

t4 − t3

t6(t12 − 1)
= lim

t→1

t− 1
t3(t− 1)(t11 + t10 + ... + 1)

= lim
t→1

1
t3(t11 + t10 + ... + 1)

=
1

12
.

2. Dạng
∞
∞

.

(a) lim
x→+∞

2x− 3
1− 3x

= lim
x→+∞

2− 3
x

1
x − 3

= −2
3

.

(b) lim
x→+∞

(2x− 5)(1− x)2

3x3 − x + 1
= lim

x→+∞

(
2− 5

x
) ( 1

x − 1
)2

3− 1
x2 +

1
x3

=
2
3

.

(c) lim
x→−∞

3x + 1√
1− x + 4x2 − x

= lim
x→−∞

3 + 1
x

−
√

1
x2 − 1

x + 4− 1
= −1 (Lưu ý x → −∞ nên x < 0

do đó khi rút x2 ra khỏi căn ta được −x).

(d) lim
x→+∞

(1− 2x)
√

3x− 1
x3 + 1

= lim
x→+∞

−

√
(1− 2x)2(3x− 1)

x3 + 1
= −2

√
3 (lưu ý u = −

√
u2 nếu

u < 0 và u =
√

u2 nếu u > 0).

3. Dạng ∞−∞.

(a) lim
x→+∞

(√
x2 + x + 1− x

)
= lim

x→+∞

x + 1√
x2 + x + 1 + x

= lim
x→+∞

1 + 1
x√

1 + 1
x + 1

x2 + 1
=

1
2

.

(b) lim
x→+∞

(
3
√

x3 + x2 − x
)
= lim

x→1

x2

( 3
√

x3 + x2)2 + x 3
√

x3 + x2 + x2
=

1
3

.

(c) lim
x→+∞

(
3
√

x3 + 3x2 −
√

x2 − 2x
)
= lim

x→+∞

(
(

3
√

x3 + 3x2 − x) + (x−
√

x2 − 2x)
)
=

lim
x→+∞

(
3x2

( 3
√

x3 + 3x2)2 + x 3
√

x3 + 3x2 + x2
+

2x
x +
√

x2 − 2x

)
= 2.

4. Dạng 0.∞.

(a) lim
x→+∞

x sin
(

1
x

)
= lim

x→+∞

sin
(

1
x

)
1
x

= 1. (Dùng lim
u→0

sin u
u

= 1 với u =
1
x

).

(b) lim
x→0

x sin
(

1
x

)
= lim

x→0

sin
(

1
x

)
1
x

= 1. (Dùng lim
u→0

sin u
u

= 1 với u =
1
x

). Cách làm này sai vì

u =
1
x
→ ∞ khi x → 0. Do đó ta không thể áp dụng giới hạn cơ bản lim

u→0

sin u
u

= 1. Bài

toán này làm lại như sau. Với mọi x 6= 0, ta có
∣∣∣∣sin

(
1
x

)∣∣∣∣ 6 1. Suy ra
∣∣∣∣x sin

(
1
x

)∣∣∣∣ 6 |x|.
Do đó −|x| 6 x sin

(
1
x

)
6 |x|. Vì lim

x→0
|x| = 0 = lim

x→0
−|x| = 0 nên lim

x→0
x sin

(
1
x

)
.
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5. Dạng 1∞. lim
x→+∞

(
x

x + 1

)x
= lim

x→+∞

{(
1− 1

x + 1

)−(x+1)
}− x

x+1

= e−1 (Dùng lim
u→0

(1 + u)
1
u =

e với u = − 1
x + 1

và lim
x→+∞

− x
x + 1

= −1).

6. Dạng 00. lim
x→0+

xx. Với mọi x > 0, ta có xx = ex ln x. Xét L = lim
x→0+

x ln x. Đây là một giới hạn

khó nếu chỉ dùng những biến đổi cơ bản. Do đó để có thể giải quyết bài toán này, ta dùng
một ứng dụng của đạo hàm trong một quy luật sau.

1.5.5 Quy tắc L’Hospital

Giả sử các hàm f , g có đạo hàm ở lân cận điểm x0 và g′(x) 6= 0 ở lân cận x0. Nếu lim
x→x0

f (x)
g(x)

có

dạng
0
0

hay
∞
∞

và nếu lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

tồn tại hữu hạn thì lim
x→x0

f (x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

. Quy tắc này vẫn

đúng cho trường hợp x → ∞.
Quay lại ví dụ ở Dạng 00, ta nhận thấy giới hạn L = lim

x→0+
x ln x có dạng 0.∞ do đó để sử dụng

được quy tắc L’Hospital ta viết lại giới hạn này như sau L = lim
x→0+

ln x
1
x

(Dạng
∞
∞

). Áp dụng quy

tắc L’Hospital ta được L = lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0. Suy ra lim
x→0+

xx = eL = e0 = 1.

7. Dạng ∞0. lim
x→+∞

x
1
x . Với mọi x > 0, ta có x

1
x = e

ln x
x . Xét L = lim

x→+∞

ln x
x

(Dạng
∞
∞

). Áp dụng

quy tắc L’Hospital ta được L = lim
x→+∞

1
x
= 0. Suy ra lim

x→+∞
x

1
x = eL = e0 = 1.

8. Chứng minh lim
x→+∞

sin x không tồn tại. Giới hạn đang xét có thể không tồn tại theo hai

nghĩa. Một là lim
x→+∞

sin x = ±∞, hai là lim
x→+∞

sin x không xác định. Do sin x ∈ [−1, 1] nên

lim
x→+∞

sin x = ±∞ là vô lý. Vậy lim
x→+∞

sin x là không xác định. Thật vậy, giả sử lim
x→+∞

sin x

tồn tại hữu hạn và có giá trị là L. Như vậy với mọi dãy (xn) ⊂ R sao cho xn → +∞, ta

có sin xn → L. Chọn xn =
π

2
+ n2π, ta có sin xn = 1. Suy ra L = 1. Chọn xn = nπ, ta có

sin xn = 0. Suy ra L = 0, điều này vô lý vì L là duy nhất. Bằng cách chứng minh tương tự ta
cũng có các kết quả sau lim

x→−∞
sin x, lim

x→±∞
cos x không tồn tại.

1.6 BÀI TẬP CHƯƠNG 1

Bài 1. Chứng minh rằng

1. lim n
√

n = 1. (Đặt un = n
√

n− 1 và dùng Định lý kẹp.)

TS. Bùi Thanh Duy 11 duybui55@gmail.com



 

 

 

 

 

 

 

TOÁN CAO CẤP 1

2. lim xn = 0 nếu |x| < 1. (Xét x = 0 sau đó xét x 6= 0, lúc này đặt y =
1
|x| − 1 > 0 rồi dùng bất

đẳng thức Bernoulli.)

3. Với p > 0, ta có lim n
√

p = 1. (Xét p > 1. Đặt xn = n
√

p− 1 và dùng Định lí kẹp.)

4. Với p > 0, α ∈ R, ta có lim
nα

(1 + p)n = 0. (Ta chỉ xét α > 0. Chọn k là số nguyên nhỏ nhất lớn

hơn α. Xét (1 + p)n > Ck
n pk. )

5. Với α ∈ R, ta có lim
nα

n!
= 0. (Giả sử L = lim

nα

n!
. Suy ra lim

(n + 1)α

(n + 1)!
= L.

Suy ra lim
(

nα

n!
− (n + 1)α

(n + 1)!

)
. Suy ra L = 0.)

6. Với x ∈ R, ta có lim
xn

n!
= 0. (Tương tự câu trên.)

7. lim(sin n) và lim(cos n) không tồn tại.

Bài 2. Tính các giới hạn sau

1. lim
x→9

√
1 + 2x−

√
19√

x− 3
.

2. lim
x→∞

√
x4 + 2x3 − 4x2 + 9

3x2 + 1
.

3. lim
x→+∞

(√
x2 + 7−

√
x2 − 1

)
.

4. lim
x→+∞

x
(

3
√

x3 + 3x2 − 2
√

x2 + x + x
)

.

5. lim
x→+∞

(
x + 1
x− 2

)2x
.

6. lim
x→0+

(sin x)x.

7. lim
x→0+

(cot x)x.

8. lim
x→0

sin 7x
tan 10x

.

9. lim
x→0

(
1

sin x
− cot x

)
.

10. lim
x→0

1−
√

cos x
x2 .

11. lim
x→0

ex − cos x
sin x

.

12. lim
x→0

ln(cos x)
x2 .

13. lim
x→+∞

ln4 x
x

.

14. lim
x→0

ex − e−x − 2x
x− sin x

.

15. lim
x→0

(cos x)
1

x2 .

16. lim
x→+∞

x
(

e
1
x − 1

)
.

17. lim
x→0

5x − 4x

x2 + x
.

18. lim
x→0

(
1
x
− 1

ex − 1

)
.

19. lim
x→1

xx − 1
x− 1

.

20. lim
x→0

(1 + sin x)
1
x .

21. lim
x→0

(1− ex)(1− cos x)
x3 + sin3x

.

22. lim
x→0

ln(cos x)
ln(1 + x2)

.

23. lim
x→0

(
1
x2 − cot2x

)
.

24. lim
x→0

(
tan x

x

) 1
x2

.
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25. lim
x→+∞

(x + 2x)
1
x .

26. lim
x→0+

x
1

ln(ex−1) .

27. lim
x→0+

ln x
1 + 2 ln(sin x)

.

28. lim
x→+∞

x2 − sin22x
x2 + sin22x

.

29. lim
x→+∞

x + ln x + cos x
x

.

30. lim
x→+∞

π − 2 arctan x

ln
(

1 + 1
x

) .

31. lim
x→0

etan x − ex

tan x− x
.

32. lim
x→0

e−
1

x2 x−100.

33. lim
x→0+

(π − 2 arctan x) ln x.

34. lim
x→1

(
tan

πx
4

)tan(πx
2 )

.

35. lim
x→0+

(
ln

1
x

)x
.

36. lim
x→+∞

(arctan x)
ln x

x .

37. lim
x→π

2
−

√
2e

1
tan x sin

(
x− π

4

)
(1−

√
sin x)(1 + tan2x)

.

38. lim
x→+∞

x
(

3
√

x3 + x2 − 2
√

x2 + x + x
)

2x + 1
.

39. lim
x→−∞

(
(2x + 1)2 + 4

√
x2 + 4 3

√
x3 + 3x2

)
.

40. lim
x→+∞

ln(1 + xe2x)

x2 .

41. lim
x→0

(
1

x sin x
− 1

x2

)
.

42. lim
x→0+

(
1
x2 −

1
x ln x

)
.

43. lim
x→0

(
e−x

x
− 1

ex − 1

)
.

44. lim
x→0+

xsin x.

45. lim
x→+∞

(
e−3x + e−2x

) 1
x .

46. lim
x→0+

xxx
.

47. lim
x→0+

x(xx−1).

48. lim
x→0+

(
1− 2−x)−x .

49. lim
x→0+

x3 ln2 x
ex .

50. lim
x→+∞

(
1 +

1
x

)x2
1
ex .

51. lim
x→0+

sin x ln x.

52. lim
x→+∞

ex

xn (n ∈ Z+).

53. lim
x→+∞

ln x
xp (p ∈ R+).

54. lim
x→0

√
1 + tan x−

√
1 + sin x

x3 .

55. lim
x→0

(
log3(1 + 4x) ln 3

4x

) 1
x

.

56. lim
x→1+

ln x tan
πx
2

.

57. lim
x→1

(
x

x− 1
− 1

ln x

)
.

58. lim
x→+∞

(
1 +

3
x
+

5
x2

)x
.

59. lim
x→0

cos x− 1 + x2

2
x4 .

60. lim
x→+∞

x
ln 2

1+ln x .
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Bài 3. Một vật thể có khối lượng m được thả rơi tự do từ trạng thái nghỉ. Vận tốc của vật sau thời
gian t giây, có tính lực cản của không khí được cho bởi công thức

v =
mg
c
(1− e−

ct
m )

trong đó g là gia tốc trọng trường, c là hằng số cản của không khí. Biết rằng lực cản của không khí
là f = cv. Hãy chứng minh công thức trên. Giả sử vật thể rơi trong một không gian mở (không có
đáy), hãy tìm vận tốc của vật lúc này. Với t cho trước, tính lim

c→0+
v qua đó ta có nhận xét gì về hiện

tượng này.
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Chương 2

BỔ SUNG VỀ ĐẠO HÀM HÀM MỘT BIẾN

2.1 ĐẠO HÀM

2.1.1 Đạo hàm của hàm số tại một điểm

Cho hàm số f xác định trên (a, b) và x0 ∈ (a, b). Xét một số ∆x sao cho |∆x| nhỏ tuỳ ý để x0 +∆x ∈
(a, b). Nếu

lim
∆x→0

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x

tồn tại hữu hạn thì ta nói hàm số có đạo hàm tại x0 và kí hiệu

f ′(x0) = lim
∆x→0

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x
.

Ví dụ: Tính đạo hàm của hàm số y = f (x) = x2 tại x0 = 1. Xét

lim
∆x→0

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x
= lim

∆x→0

(x0 + ∆x)2 − x2
0

∆x
= lim

∆x→0

∆x(∆x + 2x0)

∆x
= lim

∆x→0
(∆x+ 2x0) = 2x0.

Vậy f ′(x0) = 2x0 nên f ′(1) = 2.1 = 2. Từ đây ta cũng suy ra kết quả sau f ′(x) = 2x, ∀x ∈ R với
f (x) = x2.

2.1.2 Đạo hàm bên trái và bên phải

Cho hàm số f xác định trên (a, x0]. Xét một số ∆x < 0 sao cho |∆x| nhỏ tuỳ ý để x0 + ∆x ∈ (a, x0].
Nếu

lim
∆x→0−

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x

tồn tại hữu hạn thì giới hạn này gọi đạo hàm bên trái của hàm số f tại điểm x0 và ta kí hiệu là
f ′(x−0 ).
Cho hàm số f xác định trên [x0, b). Xét một số ∆x > 0 nhỏ tuỳ ý để x0 + ∆x ∈ [x0, b). Nếu

lim
∆x→0+

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x
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