CHUONG V
MOT SO BAI TOAN TOI UU TREN PO THI

5.1. PO THI CO TRONG SO VA BAI TOAN DPUONG DI NGAN NHAT.
5.1.1. Mé dau:

Trong doi sdng, chung ta thuong gip nhimg tinh hudng nhu sau: dé di tir dia
diém A dén dia diém B trong thanh phd, c6 nhiéu duong di, nhiu cach di; ¢ lic ta
chon duong di ngin nhét (theo nghia cu ly), ¢ luc lai cin chon dudng di nhanh nhat
(theo nghia thoi gian) va c6 lic phai cAn nhic dé chon dudng di ré tién nhét (theo nghia
chi phi), v.v...

C6 thé coi so dd cua duong di tir A dén B trong thanh phé 13 mét d6 thi, v6i dinh
1a cac giao 16 (A va B coi nhu giao 19), canh 1a doan dudng ndi hai giao 16. Trén mdi
canh cta d thi ndy, ta gan mot s6 duong, tng voi chiéu dai cua doan duong, thoi gian
di doan duong hoic cude phi van chuyén trén doan dudng do, ...

Db thi 6 trong sb 1 d6 thi G=(V,E) ma mdi canh (hoic cung) ecE duoc gan boi
mot s thue m(e), goi 1a trong sé cua canh (hodc cung) e.

Trong phan nay, trong sb ctia mdi canh dwogc xét 1a mot s duong va con goi 1a
chiéu dai ctia canh d6. Mdi dudng di tir dinh u dén dinh v, c6 chiéu dai 1a m(u,v), bang
tong chiéu dai cac canh ma né di qua. Khoang cach d(u,v) giita hai dinh u va v 1a chiéu
dai duong di ngan nhat (theo nghia m(u,v) nho nhat) trong cac dudng di tir u dén v.

Co thé xem mdt dd thi G bat ky la mot dd thi ¢ trong s6 ma moi canh déu co
chiéu dai 1. Khi d6, khoang cach d(u,v) giita hai dinh u va v 1a chiéu dai ctia dudng di tir
u dén v ngan nhit, tirc 1a dudng di qua it canh nhit.

5.1.2. Bai toan tim dwong di ngin nhat:

Cho don d6 thi lién thong, c6 trong sb G=(V,E). Tim khoang cach d(uo,v) tir mot
dinh u, cho trude dén mot dinh v bat ky ciia G va tim dudng di ngin nhét tir uy dén v.

C6 mét sb thudt toan tim dudng di ngin nhit; ¢ day, ta co thuat toan do E.
Dijkstra, nha toan hoc ngudi Ha Lan, dé xut nam 1959. Trong phién ban ma ta s& trinh
bay, ngudi ta gia sir d6 thi 1a v hudng, cac trong sd 1a duong. Chi can thay d6i doi chut
14 c6 thé giai duoc bai toan tim duong di ngan nhat trong do thi c6 hudng.

Phuong phép cua thuit toan Dijkstra 1a: x4c dinh tuan tu dinh c6 khoang cach
dén u, tir nho dén 16n.

Trudc tién, dinh c6 khoang cach dén a nho nhét chinh 14 a, véi d(ug,u)=0. Trong
cac dinh v # uy, tim dinh c6 khoang cach k; dén u, 12 nho nhat. Pinh nay phai la mot
trong cac dinh ké v&i ug. Gia st d6 1a u;. Ta ¢o:

d(uo,u) = k.
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Trong cac dinh v # uy va v # uy, tim dinh c6 khoang cach k, dén u, 1a nhé nhéit. Dinh
nay phai la mot trong cac dinh ké v&i ug hodc véi u,. Gia st d6 1a u,. Ta co:
’ ’ d(ug,uy) = ks. ’
Tiép tuc nhu trén, cho dén bao gio tim dugc khoang cach tir uy dén moi dinh v cua G.
Néu V={ug, uy, ..., u,} thi:
0 = d(ug,up) < d(up,u;) <d(up,uy) <... <d(up,uy).
5.1.3. Thuat toan Dijkstra:

procedure Dijkstra (G=(V,E) 1a don d6 thi lién thong, c6 trong sd voi trong s6 duong)
{G ¢6 cac dinh a=u,, uy, ..., u,=z va trong sb m(u;,y), vo1 m(u;,u;) =
o néu (uj,uj) khong la mot canh trong G}
fori:=1ton
L(y) =
L@):=0
S:=V\{a}
u:=a
while S # &
begin
for tat ca cac dinh v thudc S
if L(u) +m(u,v) < L(v) then L(v) := L(u)+m(u,v)
u := dinh thudc S ¢6 nhan L(u) nhé nhét
{L(u): d6 dai dudng di ngin nhat tir a dén u)
S:=8S\ {u}
end

Thi du 1: Tim khoang cach d(a,v) tir a @n moi dinh v va tim dudng di ngan nhét tir a
dén v cho trong do thi G sau.
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5.1.4. Pinh ly: Thuat toan Dijkstra tim dugc dudng di ngan nhat tir mot dinh cho trudc
dén mot dinh tuy ¥ trong don d6 thi vé huéng lién thong co trong sb.

Chirng minh: Pinh 1y duoc ching minh bang quy nap. Tai budc k ta ¢ gia thiét quy
nap la:

(i) Nhin cua dinh v khong thudc S 13 d6 dai ciia duong di ngan nhét tir dinh a téi dinh
nay;

(ii) Nhén cua dinh v trong S 1a d6 dai ciia duong di ngin nhat tir dinh a toi dinh nay va
duong di nay chi chira cac dinh (ngoai chinh dinh nay) khong thudc S.

Khi k=0, ttrc 1a khi chua c6 budce 1dp nao dugc thyc hi¢n, S=V \ {a}, vi thé do dai
ctia dudng di ngin nhét tir a t6i cac dinh khéc a 1 oo va do dai cua duong di ngan nhat tir
a t6i chinh né bang 0 (¢ day, ching ta cho phép duong di khong cé canh). Do d6 budc
co s¢ la dung.

Gia sir gia thiét quy nap 1a ding voi bude k. Goi v 1a dinh 14y ra khoi S & bude
lap k+1, vi vay v 1a dinh thudc S & cudi bude k c6 nhin nhoé nhat (néu cé nhiéu dinh co
nhan nho nhét thi c6 thé chon mot dinh nao d6 lam v). Tir gia thiét quy nap ta thiy rang
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trude khi vao vong lap thir k+1, cac dinh khong thudce S d3 dugce gan nhin bang d6 dai
ciia duong di ngin nhit tir a. Pinh v ciing viy phai duoc gan nhin bing d6 dai cua
duong di ngan nhét tr a. Néu diéu nay khong xay ra thi & cudi budc lap thir k s& co
duong di véi d6 dai nhé hon Li(v) chura ca dinh thudc S (vi Li(v) 1a 46 dai cia duong di
ngan nhét tir a t6i v chira chi cac dinh khong thudc S sau budce lap thr k). Goi u 1a dinh
dau tién ctia dudng di nay thudc S. D6 1a dudng di v6i do dai nhoé hon Li(v) tir a téi u
chtra chi cac dinh khong thudc S. Piéu nay trai voi cach chon v. Do d6 (i) van con dung
& cudi budc lap k+1.

Goi u 1a dinh thudc S sau budc k+1. Puong di ngan nhét tir a toi u chira chi cac
dinh khong thudc S sé& hodc 1 chira v hodc 13 khong. Néu no6 khong chira v thi theo gia
thiét quy nap do dai ctia nd 1a Li(v). Néu no chtra v thi n6 sé tao thanh duong di tir a t6i
v voi d6 dai c6 thé ngin nhit va chta chi cac dinh khong thudc S khac v, két thiic bang
canh tir v t&i u. Khi 6 d6 dai ctia no s& 1a Li(v)+m(v,u). Diéu d6 chimg t6 (ii) 1a ding vi
Licei(uw)y=min(Ly(u), Ly(v)+m(v,u)).

5.1.5. Ménh dé: Thuat toan Dijkstra tim dudng di ngin nhat tir mot dinh cho trudc dén
mot dinh tuy ¥ trong don db thi v6 hudng lién thong cé trong sé c6 do phuc tap 1a O(n?).
Chirng minh: Thuit toan dung khong qua n—1 budc lip. Trong mdi budc lip, dung
khong hon 2(n—1) phép cong va phép so sanh dé sira ddi nhan cia cac dinh. Ngoai ra,
mot dinh thude Sy ¢6 nhan nhé nhat nho khong qua n—1 phép so sanh. Do d6 thuit toan
c6 d6 phirc tap O(n?).

5.1.6. Thuat toan Floyd:

Cho G=(V,E) 1a mot dd thi c¢6 hudng, co trong sd. Pé tim dudng di ngin nhét
giita moi cdp dinh cua G, ta c6 thé 4p dung thuat toan Dijkstra nhiéu l1an hodc ap dung
thuat toan Floyd dugc trinh bay dudi day.

Gia st V={vy, vy, ..., V4} va cd ma tran trong s6 14 W = W,,. Thuét toan Floyd xay
dung diy cac ma trdn vudng cip n 1a Wy (0 < k < n) nhu sau:

procedure Xac dinh W,
fori:=1ton
forj:=1ton
WIi,j] == m(v;,v;) {W[ij] la phan tir dong i cot j ctia ma tran W}
fork:=1ton
if W[i,k] +W[k,j] < W[i,j] then W[i,j] := W[i,k] +W[k,j]
{W[i,j] 1a phan tr dong i cot j ctia ma tran W}

5.1.7. Dinh ly: Thuét toan Floyd cho ta ma tran W*=W, 1a ma tran khoang cach nho
nhat ciia d6 thi G.
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Chirng minh: Ta chimg minh bang quy nap theo k ménh dé sau:

Wi([i,j] 12 chiéu dai duong di ngan nhat trong nhitng dudng di néi dinh v; v6i dinh
vj di qua cac dinh trung gian trong {vi, v, ..., Vi}.

Trudc hét ménh dé hién nhién ding véi k=0.

Gia sir ménh dé dting véi k-1.

Xeét Wi[1,j]. Co hai truong hop:
1) Trong cac duong di chiéu dai ngan nhat nbi v; véi vj va di qua cac dinh trung gian
trong {vi, Vs, ..., Vi.}, c0 mot dudng di y sao cho vy ¢ y. Khi d6 vy ciing 13 dudng di ngin
nhat ndi v; véi vj di qua cac dinh trung gian trong {vy, v,, ..., Vi.1}, nén theo gia thiét quy
nap,

Wii[i,j] = chiéu dai y < Wi [L,k]+ Wi [K,j].
Do do6 theo dinh nghia cua Wy thi W [1,j]=W.[1,].
2) Moi duodng di chiéu dai ngan nhat ndi v; voi vj va di qua cac dinh trung gian trong
{V1, V2, .., Vi}, déu chita vi. Goi ¥ = Vj ... Vi ... vj 1a mot dudng di ngan nhat nhu thé thi
V| ... Vg Va Vi ... vj cling la nhitng duong di ngan nhat di qua cac dinh trung gian trong
{V1, V2, w0, Vi1 } VA ‘ ‘
Wii[1L,k]+Wi i [k,j] = chiéu dai(v; ... vi) + chiéu dai(vy ... vj)
= chiéu dai y < Wi [1].

Do do6 theo dinh nghia cua Wy thi ta co:
Wilij] = Wia[Lk]+ Wi [k,j] .

Thi du 2: Xét do thi G sau:

7 2
4 1
3
W:W():
4
2 2
1
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7 2 711 2 8
4 1 4
3 3
W, = , W=
4 8 5
2 9 2 4 2 9 2 410
1 1 2
711 2 8 14 610 2 7 13
4 1 7 4 1 7
3 3
W; = , Wy=
4 8 5 11 4 8 511
292 410 5 28249 5
15 Q.8 5 2 8
9 6 9 2 7 12 9 6 9 2 7 12
393516 3 7351 6
3 74 7 9 5
W;s = , W*¥=W¢=
747 9510 7 4 7 9 5 10
28249 5 2 6 247 5
41 46 2 7 4 1 4 6 2 7

Thuat toan Floyd c6 thé ap dung cho d6 thi vo huéng ciing nhu dd thi c6 hudng.
Ta chi can thay mdi canh vo hudng (u,v) béng mot cap canh c6 hudng (u,v) va (v,u) véi
m(u,v)=m(v,u). Tuy nhién, trong truong hop ndy, cac phan tir trén duong chéo ciia ma
tran W can dat bang 0.

Db thi ¢ hudng G 14 lién thong manh khi va chi khi moi phan tir nam trén duong
chéo trong ma tran trong s6 ngan nhat W* déu hitu han.
5.2. BAI TOAN LUONG CUC PAL
5.2.1. Ludng van tai:
5.2.1.1. Pinh nghia: Mang vén tai 1a mot do thi c6 huéng, khong co khuyén va co
trong sb G=(V,E) vo1 V={vy, vy, ..., v;} thod man:
1) Mdi cung e € E c6 trong s6 m(e) 1a mot s6 nguyén khong am va duoc goi 1a kha ning
thong qua cua cung e.
2) C6 mot va chi mét dinh vy khong ¢ cung di vao, tuc 1a degy(vy)=0. Dinh v, dugc goi
13 161 vao hay dinh phat cia mang.
3) C6 mot va chi mot dinh v, khong c6 cung di ra, tirc 1a deg,(v,)=0. Dinh v, dugc goi 1a
16i ra hay dinh thu ctia mang.
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5.2.1.2. Dinh nghia: B¢ dinh luong khai thac, tirc 1a xac dinh luong vat chat chuyén
qua mang van tai G=(V.E), ngudi ta dua ra khai niém ludng vén tai va ndé dugc dinh
nghia nhu sau.

Ham ¢ xéc dinh trén tdp cung E va nhéan gia tri nguyén dugc goi la ludng van tai
cua mang van tai G néu ¢ thod man:

1) p(e) 20, Ve € E.

2) Zgo(e)= Zgn(e) , VvV €V, vavg, v£v,. O ddy, I~ (v)={e<E | ¢ ¢6 dinh cudi 1a v},
eel™ (v) ecl (v)

't (v)={e€E | e c6 dinh dau 1a v}.

3) o(e) <m(e), Ve € E.

Ta xem ¢(e) nhu 13 lwong hang chuyén trén cung e=(u,v) tir dinh u dén dinh v va
khong vuot qua kha ning thong qua cta cung ndy. Ngoai ra, tir diéu kién 2) ta thiy rang
néu v khong phai 1a 16i vao v, hay 16i ra v,, thi lugng hang chuyén t6i v bang luong
hang chuyén khoi v.

Tur quan hé 2) suy ra:

4 Y= Y pE=g,.
el (vy) eel'" (v,)

bai lugng Py (ta con ky hiéu 1a ¢, ) duoc goi la ludng qua mang, hay cudng do
luong tai diem v, hay gié tri ctia luong ¢. Bai toan dat ra ¢ ddy 1a tim ¢ d¢ ¢, dat gia tri
16n nhét, tirc 13 tim gi tri 10n nhét cua ludng.
5.2.1.3. Dinh nghia: Cho mang van tai G=(V,E) va A — V. Ky hi¢u

I (A)={(u,v)eE | veA, ugA}, I'" (A)={(u,v)eE |ucA, vgA}.
Poi véi tap cung M tuy v, dai lugng e(M)= Z(p(e) duoc goi 13 ludng cua tap
esM
cung M.

Ttir diéu kién 2) d& dang suy ra hé qua sau.

5.2.1.4. Hé qua: Cho ¢ 1a ludng ctia mang van tai G=(V,E) va A < V \{v,v,}. Khi do:
‘ (I (A)=0(T " (A)).
5.2.2. Bai toan luong cuc dai:

Cho mang van tai G=(V,E). Hiy tim ludng ¢ d¢ dat ¢, max trén mang G.

Nguyén 1y ciia cac thudt toan giai bai toan tim ludng cuc dai 1a nhu sau.
5.2.2.1. Pinh nghia: Cho A — V 1a tap con tuy y khong chira 16i vao v, va chira 16i ra
vp. Tap T (A) dugce goi 1a mot thiét dién cua mang van tai G.

bai luong m(I' (A))= Zm(e) duoc goi 1a kha niang théng qua cua thiét dién

eel™ (4)
' (A).
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Tir dinh nghia thiét dién va kha ning thong qua cta né ta nhan thay rang: mdi
don vi hang hoa dugc chuyén tir vy dén v, it nhit ciing phai mot 1an qua mét cung nao
d6 cua thiét dién '~ (A). Vi vay, du ludng ¢ va thiét dién T'"(A) nhu thé nao di nita
cling van thoa min quan hé:

¢ < m(T™(A)).
Do d6, néu d6i véi ludng ¢ va thiét dién W ma c6:
. o)
thi chac chan rang luéng ¢ dat gia tri 16n nhat va thiét dién W c6 kha nang thong qua
nho nhit.
5.2.2.2. Pinh nghia: Cung e trong mang van tai G voi ludng véan tai ¢ duoc goi la
cung bdo hoa néu p(e)=m(e).

Luéng ¢ cuia mang van tai G dugc goi la luéng déy néu mdi duong di tu vy dén v,
déu chira it nhat mot cung bdo hoa.

Tir dinh nghia trén ta thay rang, néu luéng ¢ trong mang vén tai G chua day thi
nhat dinh tim duoc dudng di o tir 161 vao v, dén 16i ra v, khong chira cung bao hoa. Khi
d6 ta nang ludng o thanh ¢’ nhu sau:

() = {qo(e) +1 khi eca,
p(e)  khieza.

Khi d6 ¢’ cling 1a mot lué)ng, ma gia tri ciia no la:

©n=@n+1> Oy

Nhu vay, di véi mdi ludng khong ddy ta co thé nang gia tri ctia nd va nang cho
t&i khi nhan duge mot ludng day.

Tuy vay, thyuc té cho thiy rang c6 thé c6 mot ludng diy, nhung van chua dat t6i
gia tri cuc dai. Boi vay, can phai dung thuat toan Ford-Fulkerson dé tim gia tri cuc dai
ctia ludng.
5.2.2.3. Thuat toan Ford-Fulkerson:

Pé tim luéng cuc dai cua mang van tai G, ta xuét phat tur luéng tuy y ¢ cua G, roi
nang ludng 1én day, sau d6 4p dung thuat toan Ford-Fulkerson hodc ta c6 thé ap dung
thuat toan Ford-Fulkerson tryc tiép d6i véi ludng o.

Thuat toan gém 3 budc:

Budre 1 (danh diu ¢ dinh ciia mang): Lbi vao v, duge danh dau bang 0.

1) Néu dinh v; d3 duoc danh dAu thi ta dung chi s6 +i dé danh dau cho moi dinh y chua
dugc danh ddu ma (vi,y)<E va cung ndy chua bdo hoa (¢(vi,y)<m(vy,y)).

2) Néu dinh v; dd dugc danh dau thi ta dung chi s6 —i dé danh dau cho moi dinh z chua
dugc danh ddu ma (z,v;)€E va ludng ciia cung nay duong (¢(z,v;)>0).
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Néu véi phuwong phap nay ta danh diu duoc toi 16i ra v, thi trong G ton tai gitra
Vo va v, mdt xich o, moi dinh déu khéac nhau va dugc danh dau theo chi s6 cia dinh lién
trude nd (chi sai khac nhau vé dau). Khi d6 chic chin ta nang duoc gia trj cia ludng.
Buwéc 2 (ning gia tri ciia ludng): Dé nang gia tri ctia ludng o, ta dt:
9’(e)=o¢(e), néueca,
9’(e) = p(e)+1, néu eco duge dinh hudng theo chiéu cua xich o di tir v, dén v,
9’(e) = p(e)—1, néu eca dugc dinh huéng nguoc véi chiéu ca xich o di tir v, dén v,..

¢’ thod man cac di€u kién veé luong, nén ¢’ 1a mot ludng va ta co:

©’'h =01
Nhu vay, ta da nang dugc luéng 1én mot don vi.

Sau d6 lip lai mot vong méi. Vi kha ning thong qua cua cic cung déu hitu han,
nén qua trinh phai dirng lai sau mot s hiru han budc.

Bude 3: Néu v6i ludng ¢° bang phuong phap trén ta khong thé nang gia tri cua ludng
1én nira, nghia 14 ta khong thé danh dau duoc dinh v, thi ta ndi rang qué trinh nang
ludng két thuc va ¢° da dat gi tri cuc dai, dong thoi goi ¢° 1 ludng két thuc.

Khi mang van tai G=(V,E) dat t6i ludng ¢°, thi budc tiép theo ta khong thé danh
diu duoc t6i 16i ra v,,. Trén co s& hién trang dugc danh diu tai bude nay, ta s€ chung
minh ré‘mg luéng (po da dat dugc gia tri cuc dai.
5.2.2.4. B6 dé: Cho ludng ¢ ctia mang van tai G=(V,E) va A c V, chira 16i ra v, va
khong chira 16i vao v,. Khi do:

@, =@ (D)~ (4).
Chirng minh: Bat A=A \{v,}. Theo H¢ qua 5.2.1.4, ta co:

(T~ (4) =T (4) (1)
bat Ci={(a,vp)eE |agA}. Khido I' (A) =T (4)uvC,val (4)NnCi=I,nén
P(T™(4) = p(T~(4)) + 0 (C)) (2).
Dit C,={(b,vy)€E | beA,}. Khi d6 C={(b,v,)€E | beA}, I'"(4)=T"(4)UC, va
' (4)NC,= D, nén
P(T* (4) = o(T* (4) - 9 (C) (3).
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Ngoaira, I'" (v,)= CUC, va C;NC, =Y, nén
¢, = o (v,))= @ (C)te(Cr) (4).
Tu (1), (2), (3) va (4), ta co:
@, =T (4) - (4).
5.2.2.5. Pinh ly (Ford-Fulkerson): Trong mang van tai G=(V,E), gia tri 16n nhét cua
ludng bang kha niang thong qua nho nhit cta thiét dién, nghia 1a

max @, = min m(I" (A)).
® " AcV vygd,v,eA

Chirng minh: Gia sir trong mang van tai G, ¢° 1a ludng cudi cing, ma sau d6 bang
phuong phap danh dau cua thuét toan Ford-Fulkerson khong dat t6i 16i ra v,,. Trén co s&
hién trang dugc danh déu 1an cudi cung nay, ta dung B dé ky hiéu tip gém cac dinh cua
G khéng dugc danh ddu. Khi d6 voeB, v,eB. Do d6 I'" (B) 1a mot thiét dién cua mang
van tai G va theo B6 dé 5.2.2.4, ta co:

0, =" (T (B)-¢" (T (B) (D).
Déi véi mdi cung e=(u,v)e I' " (B) thi ugB va veB, ttc 13 u dugc danh dau va v
khong dugc danh dau, nén theo nguyén tic danh du tht nhat, e da 1 cung bao hoa:

9"(e) = m(e).
Do do, o' (T~ B)= Yp’(@= Y me)=mT (B) ().
ecl'"(B) ecl'"(B)

Dbi v6i mdi cung e=(s,t)e I'*(B) thi seB va teB, tic 1 s khong duge danh du
va t dugc danh diu, nén theo nguyén tic danh dau thir hai:

9°(e) = 0.
Do do, W' B)= 29°@=0 Q)
ec'*(B)

Tu (1), (2) va (3) ta suy ra:
0 -
¢, =mI(B)).

Vi vay, (pg 1a gia tri 10n nhét cta ludng dat duge, con m(I'~(B)) 1a gia tri nhod
nhat trong cac kha ning thong qua cua cac thiét dién thudc mang van tai G.
Thi du 3: Cho mang van tai nhu hinh dudi day voi kha ndng thong qua dugce dat trong
khuyén tron, luéng duogc ghi trén cac cung. Tim luéng cuc dai cua mang nay.

Luéng ¢ co duong di (vo,vs4), (V4,Vs), (Vs,Vg) g@)m cac cung chua bao hoa nén no
chua ddy. Do d6 c6 thé nang ludng ciia cac cung ndy 1én mot don vi, dé duoc ¢'.

Do mdi duong Xuét phat tur v, dén vy déu chua it nhét mot cung bao hoa, nén
ludng @' 13 ludng day. Song né chua phai 13 ludng cuc dai.

Ap dung thuat toan Ford-Fulkerson dé niang ludng ¢'.

Todn roi rac - Nguyén Gia Binh 76



Xét xich a=(vy, V4, Vs, V3, V7, Vg). Qua trinh danh dau tr vy dén vg dé c6 thé nan
0s» V4
A 1 1A A . M r < A A A . 7 A 7 r
luong ¢ 1én mot don vi bang cach bién doi luong tai cac cung thudc xich o duge danh

d4u. Sau d6 ta c6 ludng ¢>.
g " P

Xet xich B=(vy, vi, Vs, V2, Vg, V3, V7, Vg). Qua trinh danh dau tu vy dén vg dé co thé
A A 2 1A A . M ) < K A A . 7 A ’
nang luong ¢~ 1én mdt don vi bang cach bién do61 ludng tai cac cung thudc xich B dugc
danh du. Sau d6 ta c6 ludng ¢°.
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Tiép theo ta chi c6 thé danh dau duogc dinh v, nén qua trinh nang ludng két thuc
va ta dugc gia tri cia luéng cuc dai la:
9] = 6+12+8 = 26.
8
Mit khac, thiét dién nho nhat T~ (B) v6i B={v}, v, ..., vs} 1a
I~ (B)={(vo,v1), (Vo,v2), (Vo,V3), (Vo,Va) -
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5.3. BAI TOAN DU LICH.
5.3.1. Gidi thi€u bai toan:

Mot nguoi xuat phat tr mot thanh phd nao d6 mudn téi tham n—1 thanh phd
khac, mbi thanh phd ding mét 1an, rdi quay vé thanh phd ban dau. Hoi nén di theo trinh
tu nao dé do dai tong cong cac doan dudng di qua 13 ngan nhét (khoang cach giira hai
thanh phd c6 thé hiéu 13 cu ly thong thudng hodc thoi gian can di hodc chi phi ctia hanh
trinh, ... va xem nhu cho trudc).

Xét dd thi day da G=(V,E), véi V={1, 2, ..., n}, c6 trong s6 v&i trong s m;=
m(i,j) c6 thé khac my; = m(j,i). Nhu vay, ta c6 thé xem G nhu 1a mot d6 thi c6 huéng day
du “manh” theo nghia véi moi 1, j=1, 2, ..., n, i#], luén co6 (i,)), (j,1)€E. Bai todn tr¢
thanh tim chu trinh Hamilton c6 d¢ dai ngin nhat trong G.

Bai toan ndi tiéng nay di co 10i giai bang cach sir dung phuong phap “nhanh va
can”.

5.3.2. Phuwong phap nhanh va can: Gia su trong mot tip hiru han cac phuong an ctua
bai toan, ta phai chon ra dugc mgt phuong an tdi uu theo mot tiéu chun nao do (thi du
1am cho ham muc tiéu dat gia tri nho nhat). Ta s& tim cach phan chia tdp phuong an
dang xét thanh hai tdp con khong giao nhau. V&i mdi tap nady, ta s& tinh “can dudi”
(chin duéi du t6t) ctia cac gia tri ham muc tiéu Gmg véi cac phuong 4n trong d6. Mang
so sanh hai can duéi vira tinh duoc, ta c¢6 thé phan doan xem tap con nao co nhiéu trién
vong chtra phuong an t6i wu va tiép tuc phan chia tdp con d6 thanh hai tdp con khac
khoéng giao nhau, lai tinh cic can dudi twong tng ... Lip lai qua trinh nay thi sau mot s6
hitu han budc, cudi cung s€ dugc mot phuong an tdt, noi chung la tdi wu. Néu khong thi
lap lai qua trinh phén chia dé kiém tra va sau mot vai bude, ta s& duogc phuong an tbi wu.

Nguoi ta thuong mé ta qua trinh phan chia d6 bang mot “cay c6 gdc” ma goc s&
tugng trung cho tip toan bd cac phuong an, con cac dinh & phia dudi 1an luot tuong
trung cho cac tap con trong qua trinh “phan nhanh nhi phan”. Vi vay, phuong phap nay
mang tén nhanh va can.

5.3.3. Co sé 1y luiin ciia phép toan: Néu khong xac dinh thanh phd xuat phat thi co
n! hanh trinh, mdi hanh trinh ung voi mot hoan vi nao do cua tap {1, 2, ..., n}. Con néu
cho trudc thanh phd xuét phat thi c6 tat ca 1a (n—1)! hanh trinh.

Gia st h=(n(1), n(2), ..., ®(n), ©(1)) (7w la moét hoan vi) 1a mot hanh trinh qua cac
thanh phd n(1), ..., m(n) theo thir ty d6 r6i quay vé (1) thi ham muc tiéu

f(h) =m 1y 202) +** + Mantyz(n) + Ma(myzy = D, Mij »
(i,))eh
s& biéu thi tong d6 dai di di theo hanh trinh h, trong d6 (i,j) ky hiéu mot ching duong
cua hanh trinh, tirc 1a mgt cap thanh phé ké nhau theo hanh trinh h.
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5.3.4. Ma tran rut gon: Qua trinh tinh toan s¢€ dugc thyc hién trén cac ma tran suy tu
ma tran trong sd M=(mj;) ban dau bang nhitng phép bién d6i rat gon dé cac sb lidu duoc
don gian.

Phép trir phan tr nho nhét ctia mdi dong (t.u. cot) vao tit ca cac phan tir ciia dong
(t.u. cot) 6 duoc goi 1a phép rat gon dong (t.u. cot). Phan tir nho nhéat d6 duogc goi 1a
hang sb rat gon dong (t.u. cot) dang xét. Ma tran v6i cac phan tir khong 4m va c6 it nhat
mot phan tir bang 0 trén mdi dong va mdi cdt duge goi 1a ma tran rat gon clia ma trin

ban dau.
Thi du 4:
4 3 5)\3 1 0 2 0 0 2
M=(6 2 7|2——> |4 0 5|—> M’ =|3 0 5|,
9 10 5)5 4 5 0 350
I 0 0

tat nhién c6 thé rat gon cach khac

4 3 5)0 010

M=|6 2 7|0— M7=|2 0 2|.
9 10 5)0 580
4 2 5

5.3.5. Ménh de: Phuong an tbi wu xét trén ma tran trong s6 ban dau ciing 1a phuong an
tdi uu cua bai toan xét trén ma tran rat gon va dao lai.
Chung minh: Co thé xem viéc di tim chu trinh Hamilton cta nguoi du lich nhu 1a mot
bai toan van tai dic bi¢t dudi dang bang. Nhu vay thi trong bang (ma tran trong s6 hodc
ma tran rat gon) ta phai c6 ding n 6 chon, mdi 6 chon tuong trung cho mot cdp thanh
phé trén hanh trinh can tim, trén mdi dong va mdi cot c6 dung mot 6 chon. Moi hanh
trinh h s€ tuong ng mdt—mdt vé1 mot tdp n 6 chon xac dinh. f(h) chinh la téng cac
trong s6 ban dau ghi trong n 6 chon dang xét.

V6i mdi hanh trinh h bét ky, néu ky hiéu f(hy= > m'; 1a gia tri cua ham muyc

(i,))eh
ti€u itng v&i ma tran rat gon M’ va s la téng cac hﬁng s rat gon thi ta co:
f(h) = f'(h)+s.

Goi X la tap toan bo cac phuong an dang xét & mot giai doan nao do, hy la

phuong an tdi vu ciia bai toan xét trén ma tran trong s ban dau M, ta co:
f(hy) < f(h), VheX

hay f(hg)—s < f(h)—s, VheX hay f'(h,) < f'(h), VheX hay hy 13 phuong 4n tdi vu cua bai
todn xét trén ma tran rut gon M’.
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5.3.6. Phan nhanh: Su phan hoach tap hop tat ca cac hanh trinh & mot giai doan nao
d6 thanh hai tap con rdi nhau dugc biéu dién bing sy phin nhanh cia mot cay. Trén
cay, mdi dinh duoc biéu dién thanh mét vong tron va s€ tugng trung cho moét tap hanh
trinh nao d6. Pinh X dau tién 1a tap toan bg cac hanh trinh. Binh (i) biéu dién tap cac

hanh trinh c6 chira cip (i,j) k& nhau. Pinh (i, /) biéu dién tip cac hanh trinh khong chira
cap (i) ké nhau. Tai dinh (1,)) lai c6 sy phan nhanh: dinh (k,1) biéu dién tap cac hanh

trinh ¢6 chira cap (i,j) va cap (k,1), dinh (k,/) biéu dién tip cac hanh trinh c6 chira cap
(1,J) nhung khong chtra cap (k1) ...

Néu qué trinh dién ra da 16n thi cudi cung s& c6 nhitg dinh chi biéu dién mot
hanh trinh duy nhét.

Vén dé dit ra 13 nén chon cip thanh phd nao dé tién hanh phan nhanh xuét phat
tir mot dinh cho trude trén cay? Mot cach tu nhién ta nén chon cip thanh phd nao gan
nhau nhét dé phan nhanh trudc, trén ma tran rt gon thi nhiing cip thanh phd (i,j) nhu
vy déu c6 m';=0 va nhiing hanh trinh nao chira cap (i,j) déu ¢6 trién vong la tot.

Trén ma tran rat gon thuong cé nhiéu cdp thanh phd thod man diéu kién do
(m';=0). D¢ quyét dinh ta phai tim céch so sanh. Vi thanh phd i nhat thiét phai ndi lién

v6i mot thanh phd ndo d6 nén cac hanh trinh h khong chira (i,j) tirc 1 he (i, j) phai tng
v6i nhitng d dai hanh trinh it ra c6 chira phan tir nhé nhat trong dong i khong ké m'y;=
va phan tir nho nhat trong cot j khong k& m';=0 vi thanh pho j nhat thiét phai noi lién
v&1 mot thanh pho nao do ¢ trude nod trén hanh trinh. Ky hiéu tong cua hai phan tir nho
nhét d6 1a 0; thi ta c6 f'(h) > 0y, Yhe (i, ) .

Vi 1y do trén, sd 0; co thé dung lam tiéu chudn so sanh gitta cac cap thanh phd

(iJ) cung c6 m';=0. Mot cach tong quat, & mdi giai doan ta s& chon cip thanh phd (i,j)
co m'ij =0 trong ma trn rut gon va co6 0;; 16n nhat d€ tién hanh phan nhanh tr mot dinh
trén cay.

5.3.7. Tinh c4n: V6i mdi dinh ctia cAy phan nhéanh, ta phai tinh can duéi cua cac gid tri
ham muc tiéu tng véi tap phuong an ma dinh d6 biéu dién. Can dudi tinh duoc s& ghi
bén dudi dinh dang xét.

Theo cong thirc f(h)=f'(h)+s va do f'(h) > 0 nén f(h) > s, YheX. Vi vay tong cac
hang s6 rat gon ctia ma tran ban dau c6 thé ldy lam can dué6i cua dinh X dau tién trén
cay. Mat khac, ta lai co f'(h) > 0y, Yhe (i, /), do d6 f(h)=f'(h)+s > Oj+s, Vhe (i, /). Vi
vy tong ;s 6 thé ldy lam can dudi cho dinh (7, j) . Sau khi chon (i,j) dé phan nhanh
xuat phat tir dinh X thi trén bang c6 thé xo4 dong i va cot j vi trén d6 6 chon (i,j) 1a duy
nhat. Sau khi b dong i va cot j thi ma tran M’ lai c¢6 thé rt gon thanh ma tran M’ véi
s’ 1a tong cac hang s rat gon, f'(h) 1a gia tri cia ham muc tiéu xét trén M”*. Khi d6 ta
c6 f'(h)y=f"(h)+s’, Vhe(i,j), do @6 f(h)=f(h)+s=f"(h)+s+s’, Vhe(i,j). Do f’(h) > 0 nén
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f(h) > s+s’, Vhe(i,j), nghia 14 tong s+s’ c¢6 thé 1y lam can dudi cho dinh (i,j) trong ciy
phan nhanh.

Néu tiép tuc phan nhanh thi can dudi cta cac dinh tiép sau dugc tinh toan twong
tu, vi day 1a mot qua trinh 1dp. Ta chi can xem dinh xuét phat cua cac nhanh giéng nhu
dinh X ban dau.. Dé tiét kiém khdi lugng tinh toan, nguoi ta thuong chon dinh c6 can
du6i nho nhat dé phan nhanh tiép tuc.

5.3.8. Thu tuc ngan chan hanh trinh con: Mot duong di hoac chu trinh Hamilton
khong thé chira chu trinh con véi s canh tao thanh nho hon n. Vi vay ta s€ dat mj=oo
(i=1, ..., n) dé tranh cac khuyén.

Véi i#j va néu (i,j) 12 6 chon thi phai dit ngay m’ ji=oo trong ma tran rut gon.

Néu d3 chon (1,j) va (j,k) va n>3 thi phai dat ngay m’;=m’\;=m’;=c0.

Chu y rang viéc dat m’j=co tuong duong vo1 viéc xo04 0 (1,)) trong bang hodc xem
(ij) 1a 6 cam, nghia 1a hai thanh phd i va j khong dugc ké nhau trong hanh trinh dinh
kién thiét. O mdi giai doan ctia qua trinh déu phai tién hanh tha tuc ngin chin nay trudc
khi tiép tuc rat gon ma tran.

5.3.9. Tinh chit t6i wu: Qua trinh phan nhanh, tinh can, ngan chan hanh trinh con, rat
gon ma tran phai thyc hién cho dén khi nao c¢6 dan 6 chon dé kién thiét mot hanh trinh
Hamilton, noi cach khac 1a cho dén khi trén cdy phan nhanh da xuat hién mot dinh chi
biéu dién mot hanh trinh duy nhat va da xoa hét duoc moi dong moi cdt trong bang. Can
duéi ctia dinh cudi ciing nay chinh 13 do dai cia hanh trinh vira kién thiét.

a) Néu can dudi cua dinh nay khong 16n hon cac cin dudi ctia moi dinh treo trén ciy
phan nhanh thi hanh trinh d6 13 tdi wu.

b) Néu trai lai thi phai xuat phat tir dinh treo ndo c6 can dudi nho hon dé phan nhanh
tiép tuc va kiém tra xem diéu kién a) c6 thoa man khong.

Thi du 5: Xét bai toan véi 6 thanh phd, cac sb liéu cho theo bang sau:
o 27 43 16 30 26)16
7 o 14 1 30 25 |1
20 13 ©» 35 5 0 |0
21 16 25 o« 18 18 |16
12 46 27 48 o 5 |5
23 5 5 9 5 o)5

50 0 0 0 O

Tong cac hang so rut gon budc dau la s=48. Trong ma tran rut gon ta co:
m’4=mM’ =M’ 36=m’4;=m’ =M’ 56=M’ =M’ 53=m’ 65=0
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va 614210, 62421, 63625, 94121, 64220, 65622, 66220, 66329, 66522. Sau khi so sanh ta
thiy 0,,=10 14 16n nhat nén ta chon 6 (1,4) dé phan nhanh. Can duéi cua dinh (1,4) 1a
s+614=58. Xoad dong 1 cot 4 101 ddt m’4=c0.

1 2 3 4 5 6
o 11 27 0 14 10

1
211 oo 13 0 29 24
3 |1513 o 35 5 0
410 0 9 o 2 2
5 0
6

2 41 22 43 oo
130 0 4 0 o

1 2 3 5 6 1 2 3 5 6
Il oo 13 29 24 0 o 12 28 23

2

3115 13 o 5 0 1513 o 5 0

410 0 9 2 2 |—>M” o 0 9 2 2

512 41 22 o O 2 41 22 o O
6113 0 0 0 o 613 0 0 0

Téng hang s6 rat gon 13 s’=1. Vay can dudi cta dinh (1,4) 1a s+s’=49. Vi 49<58 nén tiép

tuc phan nhanh tai dinh (1,4). Trong ma tran con lai, sau khi rt gon ta co6

m”;=m”36=m”,=m"ss=m’” =M 63=m"’65s=0.
O giai doan nay, sau khi tinh toan ta théy 0,;=14 1a 16n nhat nén chon tiép 0(2,1). Can
dudi ctia dinh (2,1) 1a 49+6,,=63. Xoa dong 2 cot 1. Bat m”,,=co. RUt gon ma tran con

I
N AW

lai, ta co: 2 3 5 6 2 3 5 6
3(13 o 5 0 3(13 oo 5 0
410 9 2 2 ves 410 7 0 O
— M= .
5141 22 o 0 5141 22 oo 0
610 0 0 o 6{0 0 0 o

Téng hing s6 rat gon 13 2. Can dudi cta dinh (2,1) 1a 49+2=51.

Tiép tuc nhu vay cudi cing ta dugc 6 6 chon 1a:

(1,4), (2,1), (5,6), (3,5), (4,3), (6,2)

va kién thiét hanh trinh hy=(1 4 3 5 6 2 1) véi f(hy)=63 1a can dudi cua dinh cudi cing.
can dudi cua dinh cudi cung 1a 63, trong khi d6 dinh treo @ co can dudi la 58<63 nén
phai tiép tuc phan nhanh tir 46 dé kiém tra. Sau sy phan nhanh nay thi moi dinh treo déu
¢6 can dudi khong nho hon 63 nén co thé khang dinh rang hanh trinh hy=(143 562 1)
14 ti wru.

Su phan nhanh tir dinh @ duoc lam nhu sau: trong ma tran rat gon dot 1, ta dat
m’4=o0 vi xem 0 (1,4) 1a 6 cém, 06:=9 13 16n nhat trong cac 0;;, do do chon 6 (6,3) dé
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phan nhanh. Can dudi cua dinh (6,3) 1a 58+9=67. Pat m’;s=cc. Rt gon ma tran voi téng
hang s rat gon 1a 15. Can dudi cua dinh (6,3) 1a 58+15=73.

BAI TAP CHUONG V:

1. Dung thuat toan Dijkstra tim dudng di ngan nhat tir dinh a dén cac dinh khac trong do
thi sau:

thi sau:
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3. Cho @6 thi c6 trong s6 nhu hinh dudi ddy. Hay tim duong di ngan nhat tir dinh A dén
dinh N.

4. Tim duong di ngén nhét tr B dén céac dinh khéc cta dd thi c6 ma tran trong s6 1a (cac

0 trong la o0): AB C D EG

3.6
332 4
6 2 1 4 2

QT m g w >
N
S
I

4 1 4

6. Giai bai toan mang van tai sau béng thuat toan Ford-Fulkerson voi luéng van tai khéi
dau bang 0.
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7. Giai bai toan mang van tai sau béng thuat toan Ford-Fulkerson voi luéng van tai khéi
dau duge cho kém theo.

8. Hay giai bai toan nguoi du lich véi 6 thanh phé, c6 sb lidu cho trong ma tran trong sb
sau:

w 25 45 14 32 24
9 o 16 2 34 23
22 11 o 33 7 0
23 14 27 o 20 21|
14 44 29 46 o 3
25 3 4 7 8 o
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