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MUC LUC 1
Gii thiéu

Topo (Topology) 1a mét nganh toan hoc nghién ctru vé cac hinh dang. Mot tap hop sé trg
thanh mot khong gian topo (topological space) néu méi phan tir cia né duge cho mot 16p
cac lan can (neighborhoods). Trén cac khong gian topd cac phép toan phai lién tuc, nghia
13, mang cac l1an can nhat dinh vao cac 1an can. Mot diéu thd vi la & day lai khong c6 khai
niém khoang cach. Topd 1a mot phan ctia Hinh hoc ma & d6 khong dé cap dén khoang cach.

Hinh 0.1: C6 thé nao thuc hién dugc mot chuyén di kin sao cho méi cay cau dugc bang qua
dung mot 1an duy nhéat? Day 1a bai todn “Bay cay cau & Konigsberg”, duge nghién ctru béi
Leonard Euler vao thé ky 18. Ta thdy rang van dé nay chang phu thudc gi dén kich thuéc
ctia nhiing cay cau.

DPdc trung clia nganh Té6pd

Céac phép toan trén cac déi tugng topo duge néi 1ong hon so véi trong hinh hoc: bén canh
viéc di chuyén quen thudc, topd con cho phép thuc hién cac dong tac nhu kéo gian hay
udn cong, von khong duge phép trong hinh hoc. Vi du, trong Topo, moi dudng tron - cho
di1 to nho hay duge dit & bt cit dau - déu nhu nhau. Moi dudng ellipse va dudng tron la
nhu nhau. Tuy vay, mat khac, trong top0 su xé hay pha vo la khong dugc phép: duong tron
van khac dudng thang. Cac phép toan t6po, du linh hoat hon, van gin gitt mot vai tinh chat
thiét yéu ctia cac khong gian.

Nhitrng déng gép cla ngdnh Tépd

Topd cung cap nhitng khai niém co ban cho toan hoc khi xuét hién nhu cau vé khai niém
lién tuc. N6 tap trung vao mot sb tinh chat thiét yéu cda cac khong gian, do d6 dugc st
dung trong viéc nghién citu dinh tinh. N6 c6 thé hiru dung khi cac metric hay toa do6 la
khong sén c6, khong tu nhién, hodc khong can thiét.

Topd thuong khong ding mot minh: c6 nhiéu nganh nhu Topo dai s6 (Algebraic topol-
ogy), Topo vi phan (Differential topology), Topo hinh hoc (Geometric topology), Topo to
hop (Combinatorial topology), Topo lugng tir (Quantum topology), ... Topo khong thuong
ty minh gidi quyét cac van dé, ma né dong gép mot sy hiéu biét can ban cung nhing su
thiét lap va cong cu quan trong. Topo déng mot vai tro ndi bat trong Hinh hoc vi phan, Giai
tich toan cuc, Hinh hoc dai s6, Vat Ii 1i thuyét. ..
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1. TAP HOP VO HAN 5

1 Tap hop vé han

Topd dai cuong, hay con goi 1a topo tap diém, nghién ctiru vé nhitng diéu cin ban cta lan
can, gidi han, va sy lién tuc — nhitng khai niém co ban dugc sit dung xuyén subt toan bod
toan hoc. Trong Top6 dai cuong chung ta thuong lam viéc v6i nhiing su thiét lap rat tong
quat. Néi riéng, ta thuong dé cap dén nhimng tap hgp vo han.

Ta sé khong dinh nghia tap hop 1a gi. N6i cach khéc, ta sé 1am viéc trong khudn khé cia
“Ii thuyét tap hop ngay tho”, dugc dé xuat bdi Georg Cantor vao cudi thé ky 19. Nhitng
khadi niém quen thudc nhu hoi, giao, anh xa, tich Descartes ctia hai tap ... sé dugc sit dung
ma khong nhac lai dinh nghia. Ta cling sé khong quay lai dinh nghia ctia tap hgp cac sb tu
nhién va tap hop cac s6 thuc.

Mac du vay, ching ta can biét mot s6 van dé nhat dinh trong li thuyét tap hop ngay tho

nay.

Vi du (nghich li Russell). Xét tdp hop S = {x | x ¢ x} (1a tap tat ca cac tap hop khong la
phan ti cta chinh no). Ta khong thé két luan dugc rang S € S hay khong, vi tré 16 c6 hodc
khong déu dan t6i mau thuan. [[]

Cac hé tién dé cho 1i thuyét tap hop da dugc phat trién ké tir d6. Trong hé tién dé Von
Neumann-Bernays-Godel, mot khéi niém téng quat hon tap hop, goi la Idp (class), duoc
st dung. Trong moén hoc nay, ching ta khong phan biét cac khdi niém tap hop, 16p, hay ho
(collection), nhung moi khi deé cap dén “tap cac tap hop”, khai niém ho sé thuong dugc uu
tién. Ban doc c6 thé tim hiéu thém & [End77, p. 6], [Dugbé, p. 32].

Ho duoc danh chi sé

Mot dnh xa f : I — A, v6i I la mét tap hop va A la mot ho, duge goi la moét ho duge danh
chi s6 . Ta thuong viét f; = f(i), va ky hiéu ho f bang (f;);c; hodc {f;}ic;. Cht y rang c6
thé xay ra f; = f; khii # j.

Vi du. Mot day cac phan tt trong tap hgp A la mot ho cac phan tir ciia A duge danh chi s6

bdi tap Z T cac sb nguyén duong, va thuong duge viét 1a (a,) ez -

Quan hé

Mot quan hé (relation) R trén tap hgp S la mot tap con khac réng ctia tap hop S x S.
Khi (a,b) € R, tandi a quan hé véi b va thuong viéta ~g b.
Mot quan hé dugce goi la:

(@) phan xa (reflexive) néu Va € S, (a,a) € R.

(b) ddi xiing (symmetric) néu Va,b € S, (a,b) € R = (b,a) € R.

(c) phan dbi xiing (anti-symmetric) néu Va,b € S, ((a,b) € RA (b,a) € R) = a = b.
(d) bac cau (transitive) néu Va,b,c € S, ((a,b) € RA (b,c) € R) = (a,c) € R.

Mot quan hé tuwong duong (equivalence relation) trén S 1a moét quan hé thoa cac tinh phan

xa, doi xang va bac cau.

Pugc tim ra vao ndm 1901 bdi Bertrand Russell. Mot phién ban néi tiéng ctia n6 1a nghich 1i thg cat téc: Trong
mot ngodi lang no ¢6 mot anh thg cit téc cho dan lang; cong viéc ctia anh ta la cat téc cho ai khi va chi khi nguai d6
khong tu cat téc cho minh. Xét nhém gém tat ca nhitng ngudi dan trong lang duoc anh thg cat tée cho. Hoi rfmg
ban than anh thg ¢6 thuéc nhém nay khong?



Néu R 1a mot quan hé tuong duong trén S thi mot I6p twong duwong (equivalence class)
duogc dai diénbdia € Slatap hop [a] = {b € S| (a,b) € R}. Hai 1dp tuong duong thi hodc
trung nhau hodc roi nhau, do do6 tdp S dugc phan hoach thanh mét héi roi cac 16p tuong

duong cta né.

Thir tu

Mot thir tu (order) trén tap S la mét quan hé R trén S thda céc tinh phan xa, phan dbi xang
va bac cau.

Chd ¥ rang hai phan tir a va b bt ky khong nhét thiét so sanh dugc v6i nhau, nghia 13,
cap (a,b) khong nhét thiét thudc R. Bdi ly do nay mot thit tu thuong duge goi 1a mot thi
tu mot phan.

Khi (a,b) € R ta thuong viéta < b.Néua < bvaa # b, ta viéta < b.

Néu méi hai phan tir bat ky ctia S déu so sanh duge véi nhau thi thit tu dugce goi la thir
tw toan phan (total order) va (S, <) duoc goi 1a mot tdp hop dwoc sip toan phan (totally
order set).

Vi du. Tap hop R tat ca cac sb thuc véi thir tu thong thuong < 1a mot tap dugc sap toan
phan.

Vi du. Cho tap hop S. Ta ky hiéu ho tit cd cdc tdp hop con ctia S bsi P(S) hoac 25. Véi
quan hé bao ham, (2°, C) 1a mot tap duge sip mot phan, va khong dugce sap toan phan néu
S c6 hon mot phan ti.

Vi du. Cho (S1,<1) va (Sy, <») 1a hai tap hop dugc sdp. Quan hé < sau day 1a mot thit tu
trén S; x Sp: (ﬂl, b1) < (a2, bz) néu (a1 <1 ﬂz) hodc ((ﬂ1 = az) AN (b1 <5 bz)) Day duogc goi
1a thit tu tir dién (dictionary order).

Trong mot tap hop dugc sap, phdn tir nhé nhit (smallest element) 1a phan tit nhé hon
moi phan tir khac. Mot cach chinh xdc, v6i S 1a mot tap dugc sap, phan tir nhd nhat ctia S
la phén tita € Sthoaa < b,Vb € S. Phan ti nho nhat, néu ton tai, 1a duy nhét.

Phan tir cyc tiéu (minimal element) 1a phan t&r khong c6 phan tit nao nhé hon. Chinh
xéac hon, mot phan tir cyc tiéu ctia Sla phan tira € Sthéa Vb € S,b < a = b = a. C6 thé c6
nhiéu hon mét phan ti cyc tiéu.

Mot chdn dudi (lower bound) ctia tdp con ctia mét tap dugc sép thit tu 1a mot phan to
nho hon hoac béng moi phz?m tr trong tap con d6. Mét cach chinh xdc, néu A C S thi mot
chan duéi clia A trong S la mot phan tira € Ssaocho Vb € A,a < b.

Cac khai niém phan tr 16n nhat, phan tir cuc dai, va chdn trén dugc dinh nghia tuong
tu.

Su twong duong tép hop

Hai tap hop dugc goi la twong dirong (set-equivalent) néu c6 mot song dnh tir mot tap dén
tap kia.

Mot tap hop duoc goi la hiru han néu tap d6 hoac rong hodc tuong duong voi mot tap
con {1,2,3,...,n} nao d6 cta tap ZT tht cd cac s6 nguyén duong. Mot cach chinh xdc,
tap hop S 1a httu han néu S = @ hodc ton tai N € Z* sao cho S tuong duong vdi tap
{neZ"|n<N}L

Néu mot tap hop 1a khong hiru han, ta néi né vo han.
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Mot tap hop dugce goi la v6 han dém dwoc (countably infinite) néu né tuong duong véi
Z*. Mot tap duge goi la dém dwoc (countable) néu né hoac hiru han hodc vo han dém dudgc.

Mot cach truc quan, mot tap vo han dém duge c6 thé duge “dém” bang cac sb nguyén
duong. Cac phan tir ctia mot tdp nhu vay c6 thé duge danh chi s6 bang tap Z nhu mot
déy ay,az,az,....

Vi du. Tap hop Z tat ca cac s6 nguyén la dém dugc. Ta c6 thé dém, chang han, luan phién
s6 duong r6i s6 am, bdi

yAR/4

, n chan,

NI

n—m=

—_

1 nlé.

N‘

Anh xa ngugc mang méi s6 nguyén duong thanh mot s6 chén, va méi sé nguyén am thanh
mot so 18é:

77"

2m, m >0,
m—n=

—2m+1, m<0.
Ménh dé. Tip con ciia mot tip hop dém ducoc thi dém duoc.

Chitng minh. Phat biéu trén twong duong véi phat biéu rang tap con ctia Z* thi dém dugc.
Gia st A 1a mot tap con vo han ctia Z 7. Goi a1 1a s6 nho nhét trong A. Bé‘mg quy nap, goi
a, 1a s6 nhé nhat trong A\ {ay,a5,...,a,_1}. Khidé a, 1 < ay,vaB = {ay|n € Z*} l1a
mot tap con vo han dém dugce cta A.

Ta chiing t6 rang moi phan ti m ctia A 1a mét a, v6i n nao do, va do dé B = A.

Goi C = {ay | ay > m}. Tacé C # @ do B v6 han. Pat min C = a,,. O day, luu y rang
ta dang st dung tinh sdp tét clia tap tat ca cac s6 nguyén duong: moi tap con khéc réng
déu c6 phan ti nho nhét. Ta ¢6 a,, > m. Hon ntta, do a,,y_1 < ay, nén a,,_1 ¢ C, nghia la
Ayg—1 <m.Suyram e A\ {ay,a,..., 0551} Viay, = min (A\ {ay,az,...,a,y_1}) nénta
phai c6 a,, < m. Do doé a,, = m. O

Hé qua. Néu ton tai mot don dnh tir tip S vio ZF thi S dém durgc.
1.1 Ménh dé. Néu ton tai mot toan dnh tir Z t6i mot tip S thi S dém duoc.
Chitng minh. Gia st ton tai mot toan anh ¢ : Z+ — S. Vi mdis € S, tap ¢~(s) 1a khéc

réng. Goi ns = min¢~!(s). Vi anh xa s + 1, 1a mot don anh tir S t6i Z*, nén S dém
dugec. O

Ménh dé. Z* x Z+ dém duoc.

Chitng minh. Ta c6 thé danh chi s6 ZT x Z* bang cach dém doc theo cac dudng chéo,
chang han ta dé xudt mot cach dugc minh hoa bang so d6 dudi day:



Dé chi tiét ta c6 thé dan ra mot cong thite tudng minh cho phép dém trén:

ARY AN A
(m+n—-2)(m+n—1)

(mn) = (1424 +((m+n-1)—1)) +m= A

+m

Ta kiém tra tinh don 4nh cho énh xa nay. Datk = m + n. Gia st W +m= (k’Lz(k’—l) +

m'. Néu k = k' thi phuong trinh nhat dinh sé dan dén m = m’ van = n’. Néu k < K thi

(k—2)(k—1) (k—2)(k—1) (k—1)k
f +m < f + (k — 1) = 5 <
< L;l)k +1< K=2)K =1 72)2(1{ ) +n,
mau thuan. O

1.2 Dinh li. Héi ciia mot ho dém dugc cdc tip dém duoc thi dém dugc.

Chitng minh. Mot ho nhu vay c6 thé dugc danh chisb A1, Ay, ..., A;, ... (néuhola hitu han
thi ta c6 thé cho cac A; trung nhau véi moi i tir mot chi s6 nao do trd di). Cac phan tir cda
mdi tap A; c6 thé duge danh chisb a;1, 4,5, ..., i), ... (néu A; hitu han thi ta c6 thé cho céc
a;,j tring nhau v6i moi j tir mot chi s6 nao d6 trg di). Cach danh chi s6 trén dinh nghia mét
toan anh tir tap chi s6 Z* x Z* t6i hoi U;es Ay, cho bdi (i, j) — a; . O

Dinh li. Tap hop Q tit cd cdc s6 hitu ti la dém duoc.

Chitng minh. Ta c6 thé ching minh két qua trén bang céch viét Q = Uyez+ {5 | p € Z},
sau d6 str dung[1.2}

Mot cach khac, quan st rang néu ta viét méi s6 hiru H duéi dang g véig > 0va
ged(p,q) =1 thianh xa % — (p,q) tt Q vao Z x Z 1a don anh. O

1.3 Dinh li. Tdp hop R tat cd cdc so thuc la khong dém duoc.

Chitng minh. Day la li ludn duong chéo ciia Cantor (Cantor diagonal argument). Ta st dung
tinh chét rang moi s6 thuc c6 thé dugc viét dudi dang thap phan. Chd y rang c6 nhiing sb
thuc ma biéu dién thap phan cta chiing la khong duy nhat, chang han % = 0.5000... =
0.4999. ... (Xem|[L.17]tham khao thém vé chti dé nay.)
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Gia st tap tat cac s6 thuc trong doan [0,1] 1a dém dugc, va dugc danh sb nhu mot day
{a; | i€ Z*}. Taviét

a = 0.a1/1a1,2a1,3 .
a; = 0.&2,1612,2&12,3 .

az = 0.113,1{13,211313 e

Chon mot s6 b = 0.bybybs . .. sao cho by, # 0;9 va by, # ay,. Tacod b # a, v6i moi n. Do
d6 s6 b khong nam trong bang trén, mau thudn. O

Vi du. Hai doan [a,b] va [c, d] trén duong thang thuc 1a tuong duong. Mot song anh c6 thé
duoc dé xuat 1a ham tuyén tinh x — 4=¢(x —a) + c. Tuong tu, hai khoang (a,b) va (c,d) la

tuong duong.

1.4 Vi du. Khoang (—1,1) tuong duong véi R thong qua mot dnh xa ¢6 lién hé véi ham

tan:
b
.
V1—x?
1
— X
tana = =
X o
0 1

1.5 Dinh li. Tip hop khdc rong thi khong tuong duong vdi tdp tt cd cdc tip con ciia né. Dic bigt
hon, néu S # @ thi khong ton tai toan dnh nao tir S ti 2°.

Chd y rang ton tai don anh tir S vao 2°, chang han a — {a}.

Chitng minh. Goi ¢ 1a mot dnh xa bat ky tir St6i2°. Dat X = {a € S| a ¢ ¢(a)}. Gid st
c6 x € S sao cho ¢(x) = X. Khi d6 chan tri ctia phét biéu x € X (dung hay sai) la khong
thé quyét dinh. Mau thudn. Do d6 khong ton tai x € S nao sao cho ¢(x) = X, nén ¢ khong
toan anh. O

Két qua nay néi Ién rang moi tap hop déu “nhd hon” tap tat ca cac tap con ctia né. Vay
nén khong ton tai tdp hgp nao “16n hon” moi tap khac. Khong ton tai “tap v tru”, “tap
chita moi thi”, hay “tap tat ca cac tap”.

C6 mot khai niém vé kich cd cta tap hop, dugc goi la luc luong (cardinality), tuy vay ta
khong thao luan né & day.
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Tién dé chon
Ménh de. Cdc phdt biéu sau la tuong duong:

(a) Tién dé chon: Cho mot ho cdc tdp hop khdc rong, ton tai mot ham xdc dinh trén ho nay, goi la
ham chon, lién két méi tip hop trong ho véi mét phan tir ciia tp hop do.

(b) B6 dé Zorn: Néu moi tip con durgc sip toan phan ciia mét tdp dugc sip thit tu X déu cd chin
trén thi X cd phan tir cuc dai.

Thong thudng bé dé Zorn 1a mot dang tién dung ciia Tién dé chon.

Mot cach truc quan, mot ham chon sé chon mot phén ti tr mdi tap hogp cta ho dugce
cho goém céc tap khac rong. Tién dé chon cho phép ta thuc hién vo han lan cac phép chon
bat ki. | Tién dé chon ciing thuong duoc sit dung trong viéc xdy dung céc ham, day, hoac
ludi, xem mot vi du 6[5.5] One common application is the use of the product of an infinite
family of sets — the Cartesian product, discussed below.

Tién dé chon rat can thiét cho nhiéu két qua quan trong trong todn hoc, chang han nhur
dinh li Tikhonov trong Toép0, dinh li Hahn-Banach va Banach-Alaoglu trong Giai tich ham,
su ton tai ctia tap khong do dugc Lebesgue trong Gidi tich thuc, .. ..

C6 nhiing trudng hop ma tién dé nay c6 thé khong can dung dén. Vi dy, trong ching
minh cflata da st dung tinh sap tot ctia Z* dé thay thé. Xem thém chang han & [End77,
p. 151] dé c6 thém thong tin vé cha dé nay.

Tich Descartes

Cho (A;)ies 1a mot ho cac tap hop duge dénh chi s6 boi tap I. Tich Descarte(Cartesian
product) [T;c; A; cda ho duge danh chi s6 nay dugc dinh nghia la ho tat ca cac anh xa
a:1— Ujcr Ajsaochoa(i) € A; véimoii € I. Sy ton tai ctia nhitng anh xa nhu vay la mot
hé qua cta Tién dé chon. Mot phan tir a ctia [];c; A; thuong dugce ky hiéu béi (a;);c;, véi
a; = a(i) € A;latoa do ting vdi chi s6 i, tuong tu véi truong hop tich hiru han.

Bai tap
1.6. Cho f la mot ham. Ching minh rémg:
@ f(U;iAi) = Ui f(A).
(b) f(N; A;) CNif(A;). Néu f 1a don anh (1-1) thi diu bang xay ra.
© 71U Ai) = Ui f7H(A)-
(@) f7HN;A) = Ni f7H(AD-
1.7. Cho f 1a mét ham. Ching minh rang:
(@ f(f1(A)) C A.Néu f la toan anh thi diu bang xay ra.
(b) f~1(f(A)) D A.Néu f la don anh thi ddu bang xay ra.
1.8. Chung minh rémg néu tdp Alahtru han va tdp B la dém duogc thi AUB tuong duong véi A.

1.9. Cho mot ching minh khdc ctia bang cach kiém tra rang anh xa Z* x Z* — Z*, (m,n)
23" a don anh.

2Bertrand Russell néi réng viéc chon ra mot chiéc gidy tir mdi doi gidy ctiia mot 16 gdm vo han cac doi giay thi
khong can dén Tién dé chon (vi trong m&i déi giay, do chiéc bén trdi khac chiéc bén phdi nén ta c6 thé dinh nghia
phép chon ctia minh), nhung dbi v6i mot doi bit tat, thuong thi hai chiéc bit tht sé y nhu nhau, nén viéc chon mot
chiéc tir mbi d6i bit tat trong mot 16 gf)m v6 han céc doi bit tit cAn dén Tién dé chon.
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1.10. v Cho tap hop céc diém trong R" ¢6 céc toa dd déu la sé hitu ti. Ching td rang tap nay dém
dugc.

1.11. Ching minh rang néu A c6 n phan t thi [24] = 2.
1.12. Ching minh rang tap tat ca cac ham f: A — {0,1} twong duong véi 24.

1.13. Mot sb thuc a duge goi 1a mot s6 dai s6 (algebraic number) néu no la nghiém ctia mét da thic
v6i hé s6 nguyén. Ching minh rang tap tit c cac s6 dai s6 la dém duoc.
Mot sb thuc khong 1a moét s6 dai sb thi duogc goi 1a mot s6 siéu vit (transcendental number). Ta

biét réng 7t va e 1a cac s6 siéu viét. Chiing minh rémg tap tat ca cac sb siéu viét 1a khong dém dugc.

1.14. Mot tap hop dugc goi la continuum néu né tuong duong véi R. Chitng minh rang hoi dém dugc

cac tap continuum la mét tap continuum.

1.15 (tap Cantor). Xda di khoang m& (%, %) tir doan [0, 1] trong tap sb thuc, ta duge mot khong gian
gdm c6 hai doan [0, 1] U [3,1]. Tiép tuc, x6a di céc khoang mé (3, 3) va (4, §). Tong quat, trén méi
doan con lai sau méi 1an xda, ta lai x6a di khodng mé & gitta c6 do dai bc:?mg % doan do. Tap Cantor 1a
tap hop cac diém con lai. NG 6 thé duge mo ta la tap cac s6 thuc Yo 1 §#, a, = 0,2. NGi cach khac,
day 1a tap cac sb thuc trong [0, 1] ¢6 thé dugc viét trong co 56 3 ma khong can dung dén chit sb 1.

Ching minh rang téng d6 dai ctia cac khoang bi x6a di bang 1. Tap Cantor c6 dém dugc khong?

1.16 (Dinh 1i Cantor-Schoeder-Bernstein). Ta sé& chitng minh: Néu A tuong duong v6i mot tap con
ctia B va B tuong duong voi mot tap con cua A thi A va B tuong duong véi nhau ([KE7Z5, p. 17],
[End77, p. 148]).
Gidstt f: A Bvag: B Alacicdonanh. Ddt Ag = Ava By = B.Véimdin € Z,n >0, dst
Bpi1 = f(An) va Ay i1 = g(Bn).
(@) Chtang minh rﬁng Ayy1 CApvaB,yq C By

(b) Chung minh A, tuong duong véi Ay, va A, \ Apqq tuong duong voi Ayqo \ Ayys.

(c) Béng cach viét

A= [(Ao\ A1) U (A1\ A2) U (A42\ A3) U (As\ Ag) U---]U ([ An)
n=1

Ar = [(A1\ A2) U (A2 \ As) U (A3 \ Ag) U (Ag \ As) U= U ([ An)
n=1

hay chiing to rang A tuong duong véi Aj.

1.17. Chitng minh rang moi sb thuc c6 thé duge viét trong co sb d véi batkid € Z,d > 2. Dic biét
hon, moi s6 thue duong x ¢6 thé dugc viét thanh
X = ap.a1a2a =a +a—1+a—2+a—3+
— HQ-414203 (] d dz d3
véia; € Z,0 < ag,néui > 1thi0 < a; < d — 1. Tuy nhién hai dang trong co s d ¢6 thé biéu dién
cting mot s thuc, nhu da thay 6 Diéu nay xay ra chi khi xuat phat tir mot chit s6 nhat dinh, moi
chit s6 ctia mot dang 1a 0 va ctia dang kia 1a d — 1. (Két qua nay da dugc stt dung & )

1.18 (R" twong dwong véi R). O day chiing ta ching minh ring R? tuong duong véi R, néi cach
khac, mot mat phzfmg la tuong duong voi mot duong thzfmg, hodc tap C cac s6 phtc la tuong duong
véi tap R cac s6 thuc. Hé quad, R" tuong duong vdi R.

Ta hay xay dung mot dnh xa tir [0,1) x [0,1) t6i [0, 1), nhu sau: cho mét cdp sb thuc & dang thap
phan 0.a1a; ... va 0.b1b; . .. tuong ing véi sb thuc 0.a1byazh; . . .. Vl ta chi cho phép cac biéu dién
thap phan ma trong d6 khong xay ra viéc chi c6 toan chi s6 9 tir mot chit s6 ndo dé trd di. Kiém tra

tinh don anh ctia 4nh xa nay.
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1.19. Ta chiing minh ring 22" tuong duong véi R.

(a) Chung minh rang 2% tuong duong véi tap hop tat ca cac day cac sb nhi phan. Suy ra su ton
tai cia mot don anh tir [0, 1] vao 2N.

(b) Xét anh xa f : 22 5 [0,2], v&i mbi day nhi phan a = ajazas - - -, néu tir mot chir s6 nhat
dinh ma moi chit séng déu bang 1 thi dat f(a) = l.ajaza3 - - - & dang nhi phan, con lai ta dit
f(a) = 0.a1a3a3 - - - . Chiing minh rang f 1a don &nh.

Mot phat biéu néi ré“mg khong ton tai mot tap hop 16n hon Z* va nhé hon R (nghia 1a, mot tap hop
S sao cho ¢6 mot don anh tir Z1 vao S nhung khong c6 song dnh nao, va ¢ mot don anh tir S vao R
nhung khong c6 song anh nao) dugc goi la gid thuyét Continuum.

1.20 (nguyén li quy nap siéu han). Mot tap hop S dugc goi la durgc sdp tét (well-ordered) néu moi
tap con khéac réng A ctia S déu c6 phan tir nhd nhét, ie. 3a € A, Vb € A, a < b. Vi dy, véi thu tu
thong thuong, N la duge sép t6t con R thi khong. Chuy rf?mg mét tap hop duoc sép tot thi phai dugc
sap toan phan. Dya vao Tién dé chon, vao nam 1904, Ernst Zermelo da chiing minh rang moi tap hop
déu c6 thé dugc sap tot.

Ching minh syt mg rong sau ctia nguyén Ii quy nap. Goi A 1a mot tap hop duge sap t6t. Goi P(a)
1a mot phét biéu ma chan tri cia né phu thudce vao a € A. Gia st rang néu P(a) ding v6i moia < b
thi P(b) dung. Khi d6 P(a) sé dung voi moia € A. Dy goi 1a nguyén Ii quy nap siéu han (transfinite
induction principle).
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2 Khoéng gian t6pd

Khi ban luan vé su phu thudc cia mot déi tuong voi mot doéi tuong khac, ta thuong quan
tam dén tinh lién tuc cta su phu thuoc dé. Khéi niém nay thuong duge hiéu, rfmg dbi
tugng phu thudc sé bi gigi han trong mot tap duoc cho néu dbi tugng doc 1ap bi gigi han
trong mot tp tuong ing nhat dinh. Cac tap hgp xut hién trong thao luan nay duge goi la
cac tap md. Mot cach ngan gon, mot topd 1a mot hé théng cac tap md. Topo la sy thiét lap
cho cudc luan ban vé su lién tuc.

Dinh nghia. M6t tépé (topology) trén tap hop X 1a moét ho T cac tap con ctia X théa man:
(a) Tap @ va tap X la cac phan t ctia 7.
(b) Mot hoi cac phan tir ctia T 1a mot phan t ctia 7.
(c) Mot giao hiru han cac phan tir ctia T 1a mot phan tir cia 7.

Céc phan tif cta T dugce goi la cac tdp hop md (open set) , hay tdp md cta X trong topo T.

Tom lai, mét topo trén tap hop X la moét ho cac tap con cta X cd bao g6m tap O va X,
va “déng” dudi cac phép hoi (bat ky) va cac phép giao hiru han.

Mot tap hgp X cung véi mot topo T dugce goi la mot khéng gian tépo (topological space),
ky hiéu bdi(X, ) hodc X mot minh néu khong can thiét phai lam r6 topo dang dugc dé cap.
Mot phan ti cda X thuong duge goi 1a mot diém (point).

Mot ldn cdn (neighborhood) ctia diém x € X 1a mét tap con ctia X chia mot tip md
chita diém x. Chd ¥ rang mot lan can khong nhét thiét phai mé[

Vi du. Trén moi tap X déu ton tai t6po hién nhién (trivial topology) {@, X }. Cling nhu vay
VGi tépd roi rac (discrete topology) P(X) (moi tap con ctia X déu md). Vay trén mot tap
hop c6 thé ton tai nhiéu topo.

Chu y rang phét biéu “giao ctia hitu han cac tap md bat ky la mg” tuong duong véi phat

biéu ““giao cta hai tap md bat ky 1a md”.

Khéng gian metric

Nhéc lai rz?mg, mot cach nngm gon, mot khong gian metric la mét tap hop dugc trang bi
thém khoang cach gitta méi hai diém. Chinh xac hon, mot khong gian metric 1a mot tap
hop X cung v6i mot dnh xa d : X X X — R sao cho v6i moi x,y,z € X:

(@) d(x,y) > 0 (khoang cach la khéng am),

(b) d(x,y) =0 <= x =y (khoang cach bang 0 khi va chi khi hai diém trting nhau),
(©) d(x,y) = d(y, x) (khoang cach c6 tinh déi xiing),
(d) d(x,y) +d(y,z) > d(x,z) (bat dang thirc tam giac).

Mot qua cau la mot tap hop B(x,r) = {y € X | d(y,x) <r} véir e R, r > 0.
Trong li thuyét vé khong gian metric, mot tap con U ctia X dugc goi ma md néu voi moi
x thudc U, ton tai € > 0 sao cho B(x, €) chita trong U. Diéu nay tuong duong véi phat biéu,

rang mot tap md khac réng la mot hoi ctia cac qud cau.

3Luu y ring khong phai tac gia nao Cung st dung quy udc nay. Vi du Kelley [Kel55] sir dung nhung Munkres
[Mun00] lai yéu cau rang lan cén thi phai md.
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Dé chiing t6 day thuc sur 1a mot topd, ta chi can kiém tra rdng giao ctia hai qué cau la
mot hoi ctia cac qué cau. Voiz € B(x,rx) N B(y, 1), datr; = min{ry — d(z,x), r, —d(z,y)}.
Khi d6 qua cau B(z, r;) sé nam trong ca B(x, ry) 1an B(y, ry).

Vay, mot cach chinh tic, mot khong gian metric 1a mét khong gian topo véi topd dugc
sinh bdi metric. Khi ndi dén topé trén mét khong gian metric ta hiéu d6 la topo nay.

Vi du (khéng gian dinh chuan). Nhac lai rang mot khéng gian dinh chudn (normed space)
1a mot khong gian vecto ma mdi vectd dugc trang bi thém do dai. Chinh xdc, mot khong
gian dinh chudn 1a mot tdp hgp X ciing mot cAu tric khong gian vecto trén trudng sb thurc,
vamot ham s6 X — R, x — ||x||, goi 1a mot chudn (norm), théa man:

(@) ||x]| > 0va |jx|| = 0 <= x = 0 (d¢ dai la khong am),
() |lex|] = |c| ||x]| for ¢ € R (d6 dai ti 1é vdi vecto),
© ||x+yl < ||x|| + ||y (bat dang thitc tam giac).

Mot cach chudn tic, mot khong gian dinh chuén la mot khong gian metric vdi metric
d(x,y) = ||x —y||. Do d6 mdt khong gian dinh chuan la mot khong gian topd vdi topd
duogc sinh béi chuan.

Vi du (t6p6 Euclid). Trong R" = {(x1,x2,...,%,) | x; € R}, chuan Euclid ciia mét diém

n 2

x = (x1,%2,...,%,) dugc cho béi ||x|| = [, x?] 1/2. Topo sinh béi chuan nay duogc goi la

tép6 Euclid (Euclidean topology) of IR".
Phan bu1 ctia mot tap md dugc goi 1a tdp hop déng (closed set), hay tdp dong.
Ménh dé (m6 ta d6i ngiu cta topd). Trong mot khong gian topo X:
(a) Hai tdp con @ va X déu dong.
(b) Mot héi hitu han cdc tip dong la tdp dong.

(c) Mot giao (bit kiy) cic tdp dong la tap dong.

Phan trong - Bao déng - Bién
Cho X 1a mét khong gian top6 va A 1a mot tap con ctia X. Mot diém x thudce X duge goi la:

e mot diém trong (interior point) ctia A trong X néu ton tai mot tdp md ctia X chita x
va chita trong A.

e mot diém dinh (contact point) (or point of closure) cia A trong X néu moi tdp md ctia
X chita x déu chita mot diém ctia A.

e mot diém tu (limit point) (or cluster point, or accumulation point) ctia A trong X néu
moi tdp md ctia X chira x déu chira mot diém khac x cia A. Di nhién méi diém tu déu
1a mot diém dinh. Ta c6 thé thiy rdng mot diém dinh ctia A nhung khong thudce A 1a
mot diém tu cta A.

e mot diém bién (boundary point) ciia A trong X néu moi tdp md ctia X chia x déu
chita mot diém thudc A va mot diém thude phan bui ctia A. N6i cach khac, mot diém
bién ctia A 1a mot diém dinh ctia cd A 14n phan bu ctia A.

V6i cac khai niém nay, ta dinh nghia:



