Trudng Cao Pang Co Dién Ha Noi

CHUONG 1. LY THUYET TO HOP

1.1. SO LUGC VE TO HOP:

T6 hop 1a mot phan quan trong clia todn hoc rdi rac chuyén nghién
ctiu su sap xép cac doi twong, chi dé nay da duoc nghién citu tir thé ky 17.
Khi nhitng trdo choi may rui, liét ké,dém cac doi tuong c¢6 nhiing tinh chat
nao d6 1a mot phan quan trong ctia ly thuyét t6 hop. Vi du ta ding quy tic
dém dé tinh tit ca cic so dién thoai c6 thé co trén toan nudc MY, s mat
khau cho phép truy nhat hé mdy tinh, liét ké cdc thit tw vé dich khdc nhau
cuia cac van dong vién co thé xay ra trong cudc chay thi.

Mot bai todn khac trong 1y thuyét t6 hop 1a viéc tao ra cic céch sap
x&p theo mot kiéu ndo d6. Van dé nay rit quan trong trong cdc mo phong
may tinh.

1.1.1. Quy tac cong:

Gia slr ¢6 hai cong viéc. Viéc thit nhit ¢6 thé 1am bing n, cach, viéc
thtt hai c6 thé 1am béng 7, cdch va néu hai viéc nay khong thé 1am dong thoi,
khi d6 s€ c6 n,+n, cach lam mot trong hai viéc do.

Vi dul : Gia stt can chon hoac 1a mot can bo ctia khoa tin hoac 1a mot
sinh vién tin 1am dai biéu trong hoi déng ctia mot trudng. Hoi ¢6 bao nhiéu
cach chon vi dai biéu ndy néu khoa tin c6 37 c4n bo va 83 sinh vién?.

Chiing ta mé rong quy tac cong cho trudng hop cé nhiéu hon hai cong
viec. Gia su cac viéc T,, T, ...,T,, ¢6 thé l1am tuong tng bing n,, n,, ..., n_
cach va gia sir khong c6 hai viéc nao do c6 thé lam déng thoi. Khi d6 s6
cach lam mot trong m viéc d6 la n,+n, +....4n,,.

Vi du2: Mot sinh vién c6 thé chon bai thuc hanh mdy tinh tir mot trong
ba danh sich tuong tng c6 23, 15 va 19 bai. C6 bao nhiéu cich chon bai
thuc hanh?.

Quy tic cong c6 thé phat biéu dudi dang ngon ngit tap hop nhu sau:
Néu A, A,, ..., A, 1a cic tap roi nhau, khi d6 s6 phan tir cia hop cac tap hop
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ndy bing tng s& cdc phan tir chia céc tap thanh phan.

|IAUA ULUA | =|A|+|A|+..+|A|

1.1.2. Quy tac nhan:

Gia st nhiém vu nao dé duogc tach ra lam hai viéc. Viéc thi nhét c6
thé 1am béing n, cach, viéc thit hai ¢6 thé 1am béing n, cich sau khi thuc hién
viéc thir nhat da lam, khi d6 sé c6 n, xn, cach thuc hién nhiém vu nay.

Vi du3: Trong mot trung tam mdy tinh cé 32 chi€c mdy vi tinh. Mdi
mady c6 24 cong. Hoi ¢6 bao nhiéu cong khac nhau trong trung tam nay?.

Quy tac nhan mé rong:

Gia st rang mot nhiém vu nao dé duoc thi hanh bang céch thuc hién
cac viec T,, T,, ...,T,. Néu viéc T, c6 thé 1am béng n, cdch sau khi cdc viéc
T,, T,, ..., T, da duoc lam, khi d6 c6 n xn,x..xn_ cédch thi hanh nhiém vu da
cho.

Vi dud4: C6 bao nhiéu bién dang ki xe 6 t6 néu mdi bién chita mot day
ba chit cai ti€p sau la ba chit s6 (khong bd day chit nao ngay ca khi né ¢6 y
nghia khong dep).

Quy téc nhan thuong dugc phat biéu bing ngon ngit tap hop nhu sau:

Néu A,, A,, ..., A, la cac tap hitu han, khi d6 s6 phan tlr cia tich
Dé-céc cua cdc tap hop nay bang tich s6 cac phan tir ciia céc tap thanh phan.

A A =|A] 1A ]A

1.1.3. Céc cau hinh t6 hop don gian:

1.1.3.1. Hodn vi

Cho tap A gém n phan tir (n>1). Mbi cdch sap xép thit tu n phan tir
ctia tap hop A dugc goi 1a mot hodn vi ctia n phan tir do.

P,=n!=1.2.3-..-(n=-1)-n
Quy udc: 0!=1
1!'=1
Vi du5: 6 ngudi xép thanh hang ngang dé chup anh. Hoi c6 thé bo tri

bao nhiéu kiéu?.
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1.1.3.2. Chinh hop:
Cho tap hop A gém n phén tir. Mdi bo gém k phan tlr ( 0<k <n) sap
thit tu cua tap hop A 1a mot t6 hop chap k cua n phan .
A =n(n-1)...(n—k+1)

. n!
~ (n=k)!

Vi du 6. Gia st rang ¢6 tdm van dong vién chay thi. Nguoi thing sé
nhan huy chuong vang, ngudi vé dich thi hai nhan huy chuong bac, ngudi vé
dich tha ba nhan huy chuong dong. C6 bao nhiéu cach trao cac huy chuong
ndy néu tit ca cdc két cuc cua cudc thi déu co thé xay ra?.

1.1.3.3. T6 hop:

Cho tap hop A gom n phan tir. Moi tap con gom k phan tir ( 0<k<n)
ctia tap hgp A 1a mot chinh hgp chap k cuia n phan tur.

ck _ n!
" kI(n—k)!

Vi du7: C6 bao nhiéu cach tuyén 5 trong s6 10 cau thii cia mot doi
béng quan vot dé di thi dau tai mot trudong khac?.
Céc tinh chat clia hé s6 t6 hop:
a) Tinh do6i xing
Ck=Cr*
b) Diéu kién ban dau
cl=Cr=1
c) Cong thirc dé qui
Ck=Cl+Ck,, n >k >0
Tur cong thiic b) va ¢), ta c6 thé tinh tat ca cdc hé s6 t6 hop chi bang phép
cong. Cac hé s6 nay dugc tinh va viét 1an luot theo timg dong ( moi dong chi

ung véi gia tri n=0, 1, 2,...) theo bang tam giac dudi day:
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c’ ct ... ¢ cr
Bang nay goi la tam giac Pascal.
Ciac hé s6 t6 hop ¢6 lien quan chat ché véi viéc khai trién luy thira ctia
mot nhi thic
(X+Yy)" =CX"+CX" 'y +...+CI Yy +Cly"
Cong thitc trén dugc goi 1a cong thic khai trién nhi thitc Newton va
cac hé s6 cua n6 duoc goi la cac hé so cua nhi thiic.
1.2. BAI TOAN PEM VA PHUGNG PHAP GIAI
1.2.1. Gi6i thiéu bai toan
Mot trong nhitng van dé ddu tién clia viéc nghién cttu t6 hop 12 dém
xem ¢4 bao nhiéu c4u hinh t6 hoph c6 thé dugc tao ra vé6i nhitng quy tac da
néu ? Nhitng bai todn nhu vay duoc goi la bai todn dém té hop. Thong
thuong, 161 giai cua bai toan d€m phu thudc vao mot sd gia tri tham s6 ban
ddu va ngudi ta c6 géng biéu dién su phu thuoc nay bang nhitng cong thiic
todn hoc. N6i chung, dé€ dém cdc ciu hinh da cho, ngudi ta tim c4ch dua vé
céc ciu hinh quen thuoc bang céc thiét 1ap mot tuong quan 1-1 giita chiing.
Nhiéu khi mot bai todn dém dugc phan thanh nhiing bai toan dén nho hon
bing céach chia viéc dé€m thanh ting 16p dé 4p dung nguyén ly cong hoic
phan tich cau hinh c4n d€m nhu 1a viéc ghép mot s6 cau hinh khdc dé 4p
dung nguyén ly nhan. Duéi day 1a mot s6 ky thuat dém.
Vidu I. C6 bao nhiéu ciach x€p 5 nguoi ding thanh mdt hang ngang
sao cho A khong ding canh B ?
Giai: D€ dém so cach xép ndy, ta d€m phan con lai: s6 cach xé€p ma A
ding canh B. Xem A va B nhu mot chd, ta ¢ 4!= 24 cdac x€p. S6 nay can

duoc nhan 2 vi A ¢6 thé ditng bén trdi cling nhu bén phai B. Nhu vay c6 tat
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ca 48 cach xép A ding canh B. Toan bo c6 5! = 120cach x&p. T d6 nhan
duogc s6 cach x€p ma A khong ding canh B la 120 — 48 = 72 cach.

Vidu 2. Mot dot phét hanh x4 s6 vdi cac s6 vé gom 2 phan: phin dau
gom 2 chit cdi 14y tir A dén Z (26 phan tr) va phan sau gom 4 chit s6 14y tir 0
dén 9 910 phan tir). Hoi xadc xuat dé tring giai doc dac 1a bao nhiéu ?

Giai: Trudc hét ta d€m s6 vé dugc phat hanh. Mbi vé gom 2 phan:
phan chit va phin s6. Phan chit c6 26” kha niang, phan s6 c¢6 10* kha nang.
Theo nguyén 1y nhan, s6 vé dugc phat hanh 1a 26* x 10* = 6 760 000. T d6
nhan duoc xéc suat dé tring gidi doc déc 1a:

1/6760000~ 1,48 x 107

Vi du 3. Cho mot ludi gom cac 6 vuong. Cac nit duoc danh s6 tir 0
dén n theo chiéu tir trdi sang phai va tir O dén m theo chiéu tir duéi 1én trén
(xem hinh vé). Hoi c6 bao nhiéu duong di khac nhau tir nit (0,0) dén niit
(n,m) néu chi cho phép di trén canh cic 6 vuong theo chiéu sang phai hoic
lén trén ?

(0,m) (n,m)

(0,0) (0.0)

Giai : Mot duong di nhu thé dugc xem gém n+m doan (moi doan 1a
mot canh 6 vuong). Tai mdi doan chi dugc chon mot trong 2 gia tri : di 1én
(ma ta ma 1a 1) hay sang phai (ma ta ma 1a 0). S6 doan di 1én ding bang m
va sO doan sang phai ding bang n. Bai todn dan vé viéc tim xem c6 bao

nhiéu day nhi phan do dai n + m trong do6 c6 ding m thanh phan bang 1. day
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cling chinh 1a s6 tap con m phan tlr cia mot tip n + m phan ¢, vi th€ s6 duong

m
n+m

di can dém bang C

Vi du 4 : Thuat todn ‘ndi bot’ dung dé xé&p ting dan diy a, (i =
1,2,....,n) duoc mo ta bang doan chuong trinh PASCAL dud6i day :

Fori:=2tondo

Forj : =ndown toido

| Ja[j— 11> a[ jlthenSwap(a[ j — I1,a[ j1;

Hay dém xem phai lam bao nhiéu phép so sanh?

Giai: Ta chia s6 phép so sanh than céac 16p theo vong lap i (i di tir 2
dén n). V6i moi i xac dinh, phai thuc hién n-i+1 phép so sanh. Tir d6 nhan
dugc, theo nguyén ly cong, s6 cac phép so sanh la:

=1+ (n-2)+..+1= 0D

C6 thé 1y luan gan hon: thuat todn “ndéi bot” viét trong doan chuong
trinh da cho phai so sanh tét ca cac cap phan tir khac nhau. Tir 6 nhan duoc
sO phép so sanh la:

! 2

Mot dic tinh clia cdc bai todn dém t6 hop 1a s6 cau hinh tang rét
nhanh khi s6 gia tri tham gia vao viéc tao nén ciu hinh d6 tang. Diéu nay
thudng dan dén cdc con s6 khéng 16 mic du céc con sd tham gia ban ddu
khong 16n. Hién tuong nay thudng dugc goi 1a su bung né t6 hop va chinh né
l1a nguyén nhan lam cho cac thuat toan dua vao viéc duyét toan bo tré nén
khong kha thi. Thi du dué6i day cho thdy rang, du qui cdch tao cau hinh c6 vé
rat han ch€ nhung s6 ciu hinh duoc tao, hoa ra lai rat 16n.

Vidu 5. Ngon ngit PASCAL chuén qui dinh dat tén bién khong qué 8
ky tu. Cac ky tu trong tén bién chi dugc phép la cac chir cdi (tr A dén Z)
hoidc cac chit s (tir 0 dén 9) va phai bat ddu bang chit cdi. Hoi c6 thé dinh

nghia bao nhiéu bién khac nhau ?
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Giai : Ta phan céc bién thanh cac 16p: 1-ky tu, ... S6 cac bién thuoc
16p k-ky tu, theo nguyén ly nhan, bing 26 x 36! (k=1,2, ..., 8). Tix d6, theo
nguyén ly cong, ta nhan duogc s6 cac bién khac nhau la:

26.(1436+36 + ... +367) =2 095 681 645 538.

1.2.2. Nguyén ly bu tru

Mot s6 bai todn dém phiic tap hon, dugc dua vao nguyén ly tong quat
ctia nguyén 1y cong. Néu khong cé gia thiét gi vé su rdi nhau giita 2 tap A va
B thi

N(AuB) = N(A) + N(B) — N(AnB).
Cong thic (1) duoc mé rong cho truong hop nhiéu tap nhu sau.
Dinh ly. Gia su A, ,A,, ..., A, la cdc tdp hitu han. Khi do
N(A, VA, U...A,)=N,—~N,+ .. +(-I)"' N, ,

Trong dé N, la tong phdn tii cua tdt cd cdc giao cuia k tdp ldy tir m tdp
dd cho (noi riéeng N, = N(A;) + ... + N(A,), N,, = N(A, nA, n..nA,).

Chitng minh. Chu y ring, s6 cac giao cla k tap ldy tir m tap bang C ,
k=1,2, ..., m. D€ chiing minh cong thic (1), ta s& tinh xem moi phan tir cha
tap A, UA, U..UA, duoc dém bao nhiéu lan trong vé€ phai ctia nd. Xét mot
phan tr tuy y ae A, UA U...UA, Gia st a la phan tlr cta k tap trong s6 m
tap da cho. Khi dé a dugc dém ¢ v€ phai ctia cong thic (1)

Ci —CZ2+C2 —..+(-D**Cf
Lan do
Cl-C2+C? —...+ (-1)*C/
=1-[1-C} +C2-C} +..+(-D)*C}1=1-(1-D* =1,

Suy ra moi phan tir ae A UA, U...UA, dugc tinh ding 1 1an & v€ phai
ctia cong thiic (1) , diéu d6 da ching minh tinh ding dan cta cong thic (1).

Bay gio ta dong nhat tap A, v6i tinh chat A, cho trén mot tap X nao do
va dém xem c6 bao nhiéu phan tlr cia X khong thoa man bat ci mot tinh chat

A nao ca.
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Goi N la s6 can dém, N la sO phan tir ctia X, ta c6:
N=N-N(A UA U.A)=N-N,+N, —...+(-D)"N, (3)
Trong d6 N, 1a téng cac phdn tir clia X thoa man k tinh chat 14y tir m
tinh chat da cho.
Cong thite (3) dugc goi 1a nguyén 1y bu trir. N6 cho phép tinh N qua
ciac N, trong truong hop cic s6 nay dé tinh toan hon.
Ta s& xét mot s6 thi du minh hoa cho viéc sit dung nguyén ly bu trir dé
giai cac bai toan dém.
Vi du 6: Hoi trong tap X=[1,2,..., 10000] c6 bao nhiéu s6 khong chia
hét cho bat cit 6 nao trong cac s6 3,4,7?
Giai. Goi
A ={xe X :xchiahétchoi },i=3,4,7.
Khi d6 A, UA, UA latap cac so trong X chia hét cho it nhat mot trong
350 3,4,7, suy ra theo cong thic (3), s6 lugng cac s6 can dém sé€ la
N(X)=N(A, UA)=N, -N, +N,
Ta co

N, = N(A;) +N(A,) +N(A)
= [10000/ 3] + [L0000/ 4] +[10000/ 7]
= 3333 + 2500 + 1428 = 7261,

N, =NA;NA)+NANA)+NA NA)
= [10000/(3x 4)]+ [10000/(3x 7)] + [10000/(4 x 7)]
— 833+ 476 + 357 = 1666,
N, = N(A "N A, NA)=[10000/(3x4x7)]=11
Ky hiéu [r] dé chi s6 nguyén 16n nhat khong vuot qua r.
Tt d6 s6 lugng cac s6 can dém 1a 10000-7261+1666-119=4286.
1.3. BAI TOAN TON TAI VA PHUONG PHAP GIAI
1.3.1. Gi6i thiéu bai toan
Trong muc trudc, ta da tap trung chd y vao viéc dém so6 cac ciu hinh

t6 hop (s6 phén tlr cia cdc doi tuong t6 hop) thoa man nhing tinh chat nao
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dé, chang han dém so t6 hop, chinh hop, hodn vi, ... Trong nhiing bai todn
d6 su ton tai cia cdc cau hinh 13 hién nhién va cong viéc chinh 1a dém so
phan tlr thod man tinh chat dat ra. Tuy nhién, trong rat nhiéu baoi toan t6
hop, viéc chi ra su ton tai cia mot cdu hinh thod man cédc tinh chat cho trude
12 hét sttic khé khan. Chang han, khi mot ky tha can phéi tinh todn cdc nudc
di chia minh d€ giai dap xem liéu c6 kha nang thang hay khong, hay chi 1a
bitc mat ma gia ctia doi phuong tung ra nham dam bao an toan cho bic dién
that...Nhu vy, trong t6 hgp xuat hién mot van dé thit hai rat quan trong 1a:
xét su ton tai clia cdc cau hinh t6 hop véi céc tinh chét cho truée. Cac bai
todn thudc dang nay dugc goi 1a céc bai todn ton tai to hop.

Mot bai todn ton tai t6 hop xem nhu giai xong néu hoic chi ra mot
cach xay dung cau hinh, hoac chiing minh rang ching khong ¢4. Tuy nhién
cé hai kha niang déu khong phai dé. Dé thay rd su phiic tap cta van dé, duéi
day ta s& xét mot s6 bai todn ton tai t6 hop co dién ndi tiéng.

1.3.1.1. Bai todn vé 36 si quan

Bai todan nay duoc Euler dé nghi, noi dung ctia né nhu sau: ¢c6 mot 1an
nguoi ta triéu tap tir 6 trung doan moi trung doan 6 si quan thudc 6 cip bac
khac nhau: Thi€u uy, trung uy, thuong uy, dai uy, thi€u ta, trung ta vé tham
gia duyét binh & su doan bo. Hoi rang c6 thé xép 36 si quan nay thanh mot
doi ngii hinh vudéng sao cho trong mo6i mot hanh ngang ciing nhu moéi mot
hang doc déu c6 dai dién clia ca 6 trung doan va cua ca 6 cap bac.

Dé don gian ta dung cdc chit céi in hoa A, B, C, D, E, F dé chi cdc
phién hiéu trung doan con cdc chit cdi thudng a, b, ¢, d, e, f d€ chi cac cdp
bac. Bai todn nay c6 thé tong quat hod néu thay con s6 6 bdi n. trong trudng
hop n=4, mot 10i giai ctia bai toan 16 si quan la

Ab Dd Ba Cc
Bc Ca Ad Db
Cd Bd Dc Aa
Da Ac Cb Bd
Mot 10i giai trong truong hopn =5 la
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Aa Bb Cc Dd Ee
Cd De Ea Ab Bc
Eb Ac Bd Ce Da
Be Ca Db Ec Ad
De Ed Ae Ba Cb

Do 10i giai clia bai todn ¢6 thé biéu dién boi 2 hinh vuong véi cac chir
céi la tinh hoa va thudng chén canh nhau nén bai todn téng quat dit ra con
duoc biét dudi tén goi bai todn vé hinh vuong la tinh truc giao. Trong hai thi
du trén ta c6 hinh vudng la tinh truc giao cap 4 va 5.

Euler da mat rat nhiéu cong sic dé tim 10i giai cho bai todn 36 si quan
thé€ nhung ong da khong thanh cong. Vi vay ong da dé ra gia thuyét 1a cach
xép nhu vay khong ton tai. Gia thuyét nay duoc nha todn hoc Phap Tarri
chiing minh nam 1901 béang cédc duyét tat ca moi kha nang xép. Euler can cui
vao su khong ton tai 10i gidi khi n = 2 va n = 6 con dé ra mot gia thuyét tong
quat hon 1a; khong ton tai hinh vudng la tinh truc giao cip n = 4k + 2. Gia
thuyét nay da ton tai suot hai th€ ky mai dén nam 1960 ba nha toan hoc My
la Boce, Parker, Srikanda m&i chi ra duoc moét 10i giai véi n = 10 va sau d6
chi ra phuong phéap xay dung hinh vuong la tinh truc giao cho moi n = 4k +
2,voi k> 1.

Tudng ching bai toan dat ra chi ¢ y nghia thuan tuy ctia mot bai toan
d6 hoc bua thir tri tué con nguoi. Thé nhung gan day nguoi ta da phat hién
nhitng tng dung quan trong ctia vin dé trén vao quy hoach thuc nghiém, sap
x€p cdc lich thi dau trong cac giai ¢ qudc t€, hinh hoc xa anh,...

1.3.1.2. Bai todn 4 mdu

C6 nhiing bai todn ma noi dung ctia né c6 thé giai thich cho bat ky ai,
tuy nhién 15 gidi ctia n6 thi ai cling c6 thé thir tim, nhung ma kho c6 thé tim
duoc. Ngoai dinh 1y Fermat thi bai todn 4 mau 1a mot bai todn nhu vay. Bai
todn c6 thé phat biéu truc quan nhu sau: ching minh ring moi ban dé trén
mait phang déu c6 thé t6 bang 4 mau sao cho khong ¢ hai nudc lang giéng

nao lai bi t6 bdi cing mot mau. chd y rang, ta xem nhu moi nude 12 mot
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vung lién thong va hai nuéc dugc goi 1a lang giéng néu chiing ¢6 chung bién

gi61 1a mot duong lién tuc.

Con s6 4 khong phai 1a ngau nhién. Nguoi ta chiing minh dugc rang
moi ban d6 déu duoc to6 v6i s6 mau 16n hon 4, con véi s6 mau it hon 4 thi
khong t6 duoc, chang han ban d6 gém 4 nudc trén hinh 1 khong thé to dugc
vGi s6 mau it hon 4.

Bai toan nay xuat hién vao khoang nhitng nam 1850 — 1852 tir mot
nha buon ngudi Anh 14 Gazri khi t6 ban d6 hanh chinh nuéc Anh da c6 ging
chiing minh rang n6 c6 thé t6 bang 4 mau. Sau d6, nam 1852 6ng ta da viét
thu cho De Morgan dé thong bao vé gia thuyét nay. Nam 1878, Keli trong
mot bai bao diang & Tuyén tap cdc cong trinh cua Hoi todn hoc Anh c6 hoi
ring bai todn nay da dugc gidi quyét hay chua? Tir d6 bai todn trd thanh néi
tiéng, va trong sudt hon mot th€ ky qua da c6 rat nhiéu ngudi lam todn,
nghiép du ciing nhu chuyén nghiép, di c6 ging chiing minh gia thuyét nay.
Tuy nhién mai dén nam 1976 hai nha téan hoc My la K.Appel va W. Haken
mdGi ching minh duogc gia thuyét nay bang mdy tinh dién ti. Tat nhién mot
ching minh véi su giip d& cua may tinh dién tir khong thuc sy thoa man
dugc nhu ciu cua cong ching muon kiém tra tinh ding dan cta cach ching
minh. Vi vay, chinh hai tac gia trén vao cudi nhitng nam 1990 da cé cong bo
mot cudn sach trinh bay vé phuong phap chiing minh clia minh (cuén sach
day trén 800 trang). Ciing vao nhitng nam cuo6i cta thé€ ky 20, mot nhom cac
nha todn hoc My da dua ra mot chitng minh c6 thé kiém tra bang tay! Rat
ti€c la chiing minh nay ciing khong phai 1a don gian. Cho dén nay cac nha
todn hoc van dang nd luc nghién cttu dé tim ra mot cach chitng minh dé hiéu

nhu ban than noi dung cua bai toan.
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1.3.1.3. Hinh luc gidc théan bi

Nam 1910 Clifford Adams dé ra bai toan hinh luc gidc than bi sau:
trén 19 6 luc gidc (xem hinh vé & dué6i) hay dién vao cdc s6 tir 1 dén 19 sao
cho téng theo 6 huéng cua luc giac 12 bing nhau (va déu bing 38).

Sau 47 nam troi kién nhan cudi cling ong ta da tim duoc 161 giai. Sau
do6 vi so y ddnh méit ban thao o6ng ta da ton thém 5 nam dé khoi phuc lai.
Nam 1962 Adams da cong bo 16i giai do.

That khong thé ngd 1a d6 12 10i giai duy nhét (néu khong tinh dén cdc
161 giai sai khac nhau boi phép bién hinh don gian).

1.3.1.4. Bai todn chon 2n diém trén ludi n x n diém

Cho mot Iuéi 6 vuong gébm n x n diém. Hoi c6 thé chon trong so
chiing 2n, diém, sao cho khong c6 3 diém duoc chon nao 12 thang hang hay
khong? Hién nay ngudi ta méi biét duoc rat it vé 10i giai ctia bai todn trong
nhiing tinh huéng khong tdm thuong. Cau hoi vé su ton tai cta 10i giai cla
bai todn v6i nhiing gid tri 16n cha n van con dé ngo.

1.3.1.5. Phuong phdp phdn chitng

Mot trong nhiing cdch giai bai toan ton tai 1a dung l1ap luan phan
ching: gia thiét di€u dinh ching minh 14 sai, tir 6 ddn dén mau thuén.

Vi du I. Cho 7 doan thiang c6 do dai 16n hon 10 va nho hon 100.
Chiing minh réng luon tim dugc 3 doan dé c6 thé ghép thanh mot tam gidc.

Giai: Chu y ring, can va du dé 3 doan c6 thé ghép thanh mot tam giéc
12 tong do dai ctia 2 doan nho phai 16n hon do dai cia doan 16n, ta sap cdc
doan da cho theo thi tu tang dan cta do dai a,, a,,..., a, va chiing minh rang
trong ddy da xép luon tim duoc 3 doan lién ti€p sao cho téng ctia 2 doan dau
16n hon doan cudi. Gia thiét diéu nay khong xay ra, nghia 1a dong thoi xay ra
céc bat dang thic:

a, +a, <a,,
a, +a, <a,,

a, +a, <a,,
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a, +a; <a,,
a, +a, <a,,

Tu gia thiét a,, a, c¢6 gia tri 16n hon 10, ta nhan dugc a; > 20. Tu a, >
10 va a; > 20, ta nhan duoc a, > 30, ... , ct nhu vay ta nhan duoc a; > 50, a,
> 80 va a, > 130. Bt dang thifc cudi cling mau thuln véi gia thiét cdc do dai
nho hon 100 va diéu d6 ching minh két luan cua bai toan.

Vi du 2. Cic dinh cua mot thap gidc déu dugc danh s6 boi cic sO
nguyén 0,1, ... , 9 mot cich tuy y. Ching minh rang luon tim duoc ba dinh
lién ti€p c6 tong cac s6 1a 16n hon 13.

Giai: Goi x;, x, ..., x;,1a cdc sO gin cho cdc dinh ctia 1,2, ... , 10 cua
thap gidc. Gia slt nguoc lai 12 khong tim duoc ba dinh ndo thod man khang
dinh cua thi du. Khi dé6 ta cé

K, =X, +X, +X; <13,
K, =X, +X; +X, <13,
Kg = Xg + X0 + X, <13,
Kig = X0 + % +X, <13,
Tu do suy ra
k, +k, +...+k;, <130.
Mat khac do
K, +K, +.o+ Ko =3(X + X, +...+ X
=3(0+1+2+...49)
=135,
Suy ra
135=k; +k, +...+k;, <130.
Mau thuin thu dugc di chiing té khing dinh trong vi du la diing.
Vi du 3. Chiing minh ring khong thé noi 31 may vi tinh thanh mot

mang sao cho moi mdy dugc néi véi diing 5 may khac.
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Giai: Gia su nguoc lai 1a tim duoc cdch néi 31 mdy sao cho moi may
dugc noi v6i ding 5 may khac. Khi d6 s6 luong kénh néi l1a 5x31/2= 75,5 ?!
Mau thuin thu dugc di chiing minh khang dinh trong thi du 12 diing.

1.3.2. Nguyén ly Dirichlet

Trong rat nhiéu bai to4n t6 hop, dé chiing minh su ton tai clia mot cau
hinh véi nhitng tinh chét cho trudc, nguoi ta st dung nguyén ly don gian sau,
goi la nguyén ly Dirchlet:

Nguyén ly Direchlet. Néu dem xép nhiéu hon n doi tuong vao n cdi

hop, thi luén tim duoc cdi hop chita khong it hon 2 doi tuong.
Chiing minh. Viéc ching minh nguyén 1y trén chi 1a mot 1ap lun phan
chiing don gian. Gia st ngugc lai 1a khong tim dugc cai hdp nao chita khong
it hon 2 d6i tugng. Diéu d6 c6 nghia 1a méi cai hop chida khong qua mot doi
tuong. Tir d6 suy ra tong so doi tugng xép trong n cdi hop 1a khong vuot qud
n, trai v6i gia thiét 1a ¢6 nhiéu hon n do6i tugng dugc xép trong chiing.

Lap luan hoan toan tuong tu, c6 thé chitng minh Nguyén 1y Dirichlet
tong quét sau.

Nguyén ly Dirichlet tong quat. Néu dem xép n doi tuong vao k cdi hop, thi
luén tim duoc mot cdi hop chita khong it hon nlk doi tuong.

Nguyén 1y trén dugc nha toan hoc ndi ti€éng ngudi Diic 1a Dirichlet dé
xudt tr th€ ky 19 va 6ng da dp dung né dé giai nhiéu bai toan ton tai t6 hop.
Cac thi du du6i day cho ta thay nguyén 1y duoc st dung nhu thé nao.

Vidu I. Trong s6 367 ngudi bao gio cling tim dugc hai nguoi c¢6 ngay
sinh nhat giéng nhau bdi vi chi ¢6 tit ca 366 ngay sinh nhat khac nhau.

Vi du 2. Trong ky thi hoc sinh gioi di€ém bai thi duoc d4nh gid bdi mot
s6 nguyén trong khoang tir 0 dén 100. Hoi rang it nhat phai ¢6 bao nhiéu hoc
sinh du thi d€ cho chic chin tim dugc hai ho sinh ¢6 két qua thi nhu nhau?

Giai. Theo nguyén 1y Dirichlet, s6 hoc sinh can tim 1a 102, vi ta ¢6

101 két qua diém thi khdc nhau.
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Vi du 3. Trong s6 nhing ngudi c6 mat trén trai dat luon tim duoc hai

ngudi ¢6 han rang gidng nhau, béi vi chi ¢6 tit ca
27 = 4294 967 296

Ham rang khac nhau ma s6 nguoi trén hanh tinh chiing ta hién nay da
vuot qua 5 ty.

Vidu4. Trong 100 nguoi c6 it nhat 9 ngudi sinh cing mot thang.

Giai: Xép nhiing nguoi cung sinh mot thdng vao mot nhém. C6 12
thang tdt ca. Vay theo nguyén ly Dirichlet, ton tai it nhdt mot nhém cé
khong it hon 100/12 = 8,3... nghia la 9 nguoi.

Vidu 5. Cé nam loai hoc béng khéac nhau. Hoi rang phai ¢6 it nhat bao
nhiéu sinh vién dé chéac chin ring c6 it ra 12 sdu ngudi cling nhan hoc bong
nhu nhau?

Giai: So sinh vién it nhat cin c6 dé dam bao chéc chin ¢6 6 sinh vién
cung nhan hoc bong nhu nhau 12 s6 nguyén nho nhét n sao cho n/5 > 5. S6
nguyén nho nhat dé 1a n = 5x5+1=26. Vay 26 1a so6 lugng sinh vién nho nhat
dam bao chic chén 1a c6 sdu sinh vién ciing hudng mot loai hoc béng.

Vidu 6. Bién s6 xe may phan khoi 16n gém 7 ky tu:

NN- NNN - XX,

Trong d6 hai ky tu dau 1a ma s6 dia danh, ba ky tu ti€p theo 1a s hiéu
xe, moi ky tu 1a mot s6 tir 0 dén 9, hai ky tu cudi la ma dang ky gom hai chit
céi 14y trong bang chit céi la tinh gébm 26 chit cdi. Hoi ring, dé c6 2 triéu
bién s6 xe may khac nhau thi cin phai c¢6 it nhat bao nhiéu ma dia danh khac
nhau?

Giai: V6i m6i mot ma dia danh ta c6 10°.26% = 676.10° bién s6 xe
mdy khac nhau. Vi vay d€ c6 2 triéu bién s6 xe mdy khdc nhau, can c6 it
nhat nghia la ma dia danh khéc nhau.

2.10%(676.10%),

Trong nhiéu tng dung thd vi cta nguyén ly Dirichlet, khai niém doi

tugng va cai hop can phai dugc lua chon mot cach khon khéo hon. Tiép theo,

ta s€ dan ra mot vai thi du nhu vay.
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Vidu 7. Trong mot phong hop bao gio cling tim dugc hai nguoi c¢6 so
ngudi quen trong s6 nhitng ngudi du hop 1a bang nhau.

Giai: Goi s6 nguoi du hop 1a n, khi d6 s6 ngudi quen ctia mot nguoi
nao dé trong phong hop chi ¢6 thé nhan cdc gid tri tir 0 dén n-1. RS rang
trong phong khong thé dong thdi c6 ngudi c6 s6 ngudi quen la 0 (tic 1a
khong quen ai ca) va c6 nguoi cd s6 nguoi quen 1a n-1 (tic 1a quen tat ca).
Vi vay, theo s6 luong ngudi quen ta chi c6 thé phan n ngudi ra thanh n-1
nhém. Theo nguyén 1y Dirichlet suy ra ¢ it nhat mot nhém phai cé khong it
hon hai nguoi, tic la luon tim duoc it ra 1a hai nguoi c6 s6 ngudi quen la
bang nhau.

Bai todn nay c6 thé phat biéu du6i dang ngon ngit hinh hoc nhu sau:
trén mat phang cho n diém, gitta chiing c6 mot s6 diém duoc ndi véi nhau
béi cdc doan thang. Khi dé bao gid ciing tim duoc hai diém cé cling mot s6
canh noi phat ra tir chuing.

Vi du 8. Trong mot thang gom 30 ngay mot doi bong chuyén thi dau
moi ngay it nhat mot tran, nhung khong choi qua 45 tran. Hay chiing minh
rang phai tim duoc mot giai doan gdbm mot s6 ngay lién tuc nao do trong
thdng sao cho trong giai doan d6 doi choi ding 14 tran.

Giai: Gia sir ¢; 12 tong s6 tran thi ddu cho dén hét ngay thi j cla doi.
Khi dé

a, a, ..., s

La day tang cac sO nguyén duong va dong thoi 1<a, >45. Suy ra day

a,+14,a+14, ..., a;y+1414

Ciing la day tang cac sO nguyén duong va 15< a,+14<59.

Tét ca c6 60 s6 nguyén duong

a;, a, ..., Az, a,+14, a,+14, ..., a;,+ 14,
trong d6 tit ca déu nho hon hodc bang 59. Vi vay theo nguyén ly Dirichlet,

hai trong s6 cdc s6 nguyén ndy phai 1a bang nhau. Vi cic s6 a,, ..., a;, 1a doi
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mot khdc nhau va cac s6 a,+ 14, ..., a;, + 14 cling la d6i mot khac nhau, nén
suy ra phdi tim dugc chi s6 i va j sao cho g, = g; + 14. Diéu d6 c6 nghia l1a c6
ding 14 tran diu trong giai doan ti ngay j + 1 dén ngay i.

Vi du 9. Ching minh rang, trong s6 n + 1 sd nguyén duong, mdi s¢
khong 16n hon 2n, bao gio cling tim dugc hai s6 sao cho s6 nay chia hét cho
sO kia.

Giai: Goi cic s0 da cho la

a;,dy, .oy Ay ).
Viét méi mot s6 a; trong n + 1 s6 trén dudi dang:
a;=2%q,,j=12,..,n+1
trong d6 k; 1a nguyén khong am, g; 1a s6 1é. Céc s6 ¢q,, q,, ..., g,,; 1a cic sO
nguyén 1é moéi s6 khong 16n hon 2. Do trong doan tit 1 dén 2n chi ¢6 n s6
1€, nén tir nguyén ly Dirichlet suy ra la hai trong s6 cac s6 q;, ¢, ..., ¢,.; 12
bing nhau, tic 1a tim dugc hai chi s6 i va j sao cho ¢; = ¢, = ¢. Khi d6 a, =
29 g. Suy ra néu k; < k; thi a; chia hét cho a,, con néu k; > k; thi g, chia hét cho
a,.

Vi du 10. Trong mit phang cho 6 diém duoc n6i v6i nhau tiimg doi mot
boi cdc cung mau xanh hoiac mau d6. Ching minh rang luon tim dugc 3
diém sao cho cédc cung noi ching ¢6 cing mot mau (ta sé€ noi 1a chiing tao
thanh tam giac xanh hoac do).

Giai: Chon diém P nao d6. Tir né c6 5 cung néi véi 5 di€ém con lai.
Theo nguyén 1y Dirichlet, ¢6 3 trong s6 5 cung dé phai cé cing mot mau,
chang han 12 mau xanh. Gia stt d6 1a cic cung PA, PB, PC. Néu nhu mot
trong sO 3 cung AB, AC, BC ¢6 mau xanh thi né cung véi hai trong so ba
cung PA, PB, PC tao thanh mot tam giac xanh. Néu ngugc lai thi tam giac
ABC la mot tam giac do.

Vi du 11. Trén mat phang cho 9 diém duoc ndi v6i nhau doi mot boi
céc doan no6i c¢6 mau xanh hoidc do sao cho trong s6 3 diém bat ky bao gid

ciing tim duoc hai diém duoc n6i véi nhau béi doan n6i mau d6. Chitng minh
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riang trong s6 cdc diém da cho luon tim duoc 4 diém ma cdc doan thing néi
chiing déu c¢6 mau do.

Giai: Goi 9 diém dachola A, B,C, D, E, F, G, H, I. Xét 2 truong hop:

a) Tim duoc mot diém 12 diu miit cha it nhat 4 doan n6i mau xanh
chzling han diém d6 12 A va cdc doan mau xanh d6 1a AB, AC, AD, AE. Theo
gia thiét, trong s6 cdc doan ndi bat ky 3 diém ndo cling ¢6 it nhat mot doan
mau do, suy ra cac doan BC, Be, BD, CD, CE, ED la mau do. Vay B, C, D, E
12 bon diém can tim.

b) Mbi diém déu 1a ddu miit ctia nhiéu nhat 13 3 doan n6i mau xanh.
Trong trudng hop ndy, khong thé tat ca 9 diém déu 1a dau miit ctia ding 3
doan n6i mau xanh (chiing minh tuong tu nhu trong thi du 3, muc 3.2), tir d6
suy ra phai tim dugc diém (I chang han) 13 ddu mit cta nhiéu nhat 13 2 doan
n6i mau xanh. Khi d6 I 13 dau miit clia it nhit 6 doan mau do, chang han IA,
IB, IC, ID, IE, IF. Theo két qua cua thi du 10, trong s6 6 diém A, B, C, D, E,
F phéi c6 it nhat 3 diém, chang han A, B, C, sao cho cdc doan ndi ching c6
cung mau, va tir gia thiét suy ra mau d6 phai Ia mau do. Vay I, A, B, C la
bon diém can tim.

1.3.3. Hé dai dién phan biét

Trong nhiéu tinh huéng, su ton tai ctia c4u hinh t6 hop phu thudc vao
mot s6 di€u kién rang buoc cic tham s6 ban dau. Mot trong nhitng huéng
gidi quyét 1a nguoi ta ¢d giang phat hién ra cdc diéu kién d6. Bai todn hé dai
dién phan biét trinh bay dudi day 1a mot minh hoa cho huéng tim ki€m nay.

Gia su §,, S,,..., S,, 1a mot ho cac tap con cia mot tap hop S (cac S,
khong nhat thi€t khac nhau). Ta goi mot bd ¢6 thi tu a,, a,, ..., a, 1a mot hé
dai dién phan biét ctia ho nay néu a; € S, va a; # a; (i # j). hé¢ dai dién phan
biét dugc viét tat 1a TRAN (transversal) va thanh phan g; cia hé duoc goi 1a
daidién cuatapcon S, (i=1, ... , m).

Vi du 12. S = {2345 },S,={25},S, ={2,5},S, ={1,2,34},S, ={1,25}c6
TRAN Ia (2,5,3,1). Mot TRAN khac cua ho nay 1a (5,2,4,1).
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Khong phai ldc nao ciing tim duoc TRAN. Mot diéu dé nhan thdy la
néu ho dang xét c6 TRAN, thi moi hop cta k tap bat ky trong ho phai co it
nhat k phan tir (vi luon tim dugc £ dai dién khac nhau cua k tap d6). No6i khac
di, né€u tim duoc k tap nao d6 cuia ho, ma hop ctia ching ¢6 it hon k phan tu,
thi chic chian ho dang xét s& khong c6 TRAN. Chang han trong thi du trén,
néu thay tap S, ctia ho dang xét bdi tap {2,5}, thi ho nay s& khong ton tai
TRAN, Vi g Us, Us, = {2,5} ¢0 it hon 3 phan t.

P. Hall da chiing minh duoc di€u kién can vira néu, ciing dong thoi 1a

du cho su ton tai TRAN, qua dinh 1y danh gid can dudi cta s6 TRAN dudi

day:
DPinh ly Hall. Gid sut cdc tdp con S,, S,, ..., S, thod man diéu kién:
N(S;, US, v..US; )=k (1)
Vi moi 1<k <ml<i, <i, <mva moi tdp con nay chita it nhdt t phan
1.

Khi do:

. néu t<m thi ho dang xét cé it nhdt t! TRAN

. néu t<m thi ho dang xét cé it nhdt t!/(t-m) ! TRAN.

Dicu kién (1) duoc goi la dicu kién Hall va ta goi mot ho con ctia ho
S,, S, ..., S, 1a t6i han néu d6i vé6i né bat dang thic (1) trd thanh dang thic.
Chitng minh. Quy nap theo m, v6im = 1,taco ¢t = ¢ !/(t-1) | TRAN, dinh ly
ding. Gia st dinh 1y ding cho moi ho tap con clia S ¢6 it hon m tap, ta can
chiing minh dinh 1y didng cho ho tap con gom m tap. Chia lam 2 truong hop :

. Khong ¢6 ho con t6i han. Chon @, 1a mot phan ti cua S,. Loai n6 ra
khoi S, S,, ..., S, (b€u c6 mat) va goi ho nhan duoc 1a S,’,S;’, ..., S, . Dé
dang thtr lai ho nay thoa man di€u kién Hall va mdi tap thudc ho c6 it nhat ¢-
1 phan ti. Theo gia thiét quy nap ho nay c6 it nhat (¢-1)! TRAN khi t-1 < m-
I hay t <m va c6 it nhat (z-1) //(t-m) ! khi ¢t-1 > m-1 hay t > m. Mat khéc,
moi TRAN cua S,’,S;’, ..., S, cung véi g,. xdc dinh mot TRAN cta S, S,,
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., S, (a, dai dién cho §,). Diéu nay ding cho moéi cich chon «, trong so it
nhit ¢ cach chon né tir ;. Tir d6 nhan dugc danh gia can chiing minh.

. C6 mot ho con t6i han. Khong mat tinh tdng qud, c6 thé gia thiét ho
d61a§,, S, ..., S, (k < m). Tu su ton tai cua ho con tGi han suy ra ¢ < k, vi
vay theo gia thiét quy nap, ho S,, S,, ..., S, c6 it nhat ¢! TRAN. Goi T’ =
(a,a,, ..., a;) la mot TRAN nhu thé. Bo cac phan tir ctia T, néu ¢6 mat, ra
khoi cac tap S,,;, ..., s, va goi cac tap thu duoc 1a S”,,,,..., S’,. Khi d6 ho
S’ er, S s€ thod man diéu kién Hall. That vay, néu ¢6 mot ho con gom &’
tap jcia ho dang xét, ma hop cua chidng it hon &’ phan ti, thi ho con gom & +
k’tap cia ho S,, S, ..., S,,, nhan duoc bang cach ghép ho con nay véi ho S,
S,, ..., S, s& c6 hop it hon k + k’ phan tir va di€u nay 1a mau thuan véi gia
thiét cua dinh ly. Nhu vay ho S’ ,, ..., S, c6 it nhat mot TRAN. Lay it nhat
t! TRAN cua ho §,, S, ..., S, ghép v6i TRAN nay, ta dugc it nhat #/ TRAN
cuiaho §,, S,, ..., S,. Pinh 1y dugc chiing minh.

Viéc xét su ton tai cling nhu xay dung TRAN c¢6 nhiéu ting dung trong
thuc t€. Duéi day 1a mot s6 bai todn ma viéc giai quyét né dugc dua vé viéc
xay dung TRAN.

Bai toan nguoi thi hanh. C6 m nguoi thi hanh va n cong viéc. Gia str
v6i moi ngudi thi i, ta biét dugc tap S; 1a tap hop cac cong viéc ma ngudi do6
¢6 thé 1am. Hoi ¢6 thé phan cong mbi ngudi 1am mot viec khong?

Loi giai cha bai todn duogc dan vé viéc xét su ton tai TRAN cta ho {Si}
va viéc xay dung mot TRAN chinh 1a xay dung moth su phan cong nhu thé.

Bai toan chuyén mach. Xét mot hé thong chuyén mach don gian
gém 2 nhém cdc cuc: dau vao va dau ra. Tai dau vao sé xuéat hién doi héi vé
n6i mach. Doi hoi nay ¢ thé duge thoa man bing cdch noi nd v6i mot ddu
ra nao d6. Tap hop cac dau vao cé doi hoi n6i mach dugc goi 1a danh muc
doi hoi. Pau vao ndi v6i dau ra qua mot mach ndi va mach ndi nay can phai
khong dugc ban nghia la né chua phuc vu cho dau vao nao. Cac mach noi

nhu vay goi 12 danh muc tu do. Khong giam tong quat, ta c6 thé coi ring
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