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Ch÷ìng 1

H�M SÈ NHI�U BI�N SÈ

1.1. Kh¡i ni»m mð �¦u

1.1.1. Khæng gian metric

Kþ hi»u Rn l  tªp c¡c bë câ thù tü n sè thüc x = (x1, x2, ..., xn), m  ta công gåi l  c¡c �iºm.
Ta gåi kho£ng c¡ch giúa hai �iºm x = (x1, x2, ..., xn) v  y = (y1, y2, ..., yn) cõa Rn l  biºu thùc

d(x, y) =
È

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ...+ (xn − yn)2. (1.1)

D¹ th§y kho£ng c¡ch trong Rn �÷ñc cho bði (1.1) câ ba t½nh ch§t cì b£n sau cõa metric:

(a) d(x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ Rn, d(x, y) = 0⇔ x = y;

(b) d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ Rn;

(c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),∀x, y, z ∈ Rn.

Nh÷ vªy tªp Rn vîi kho£ng c¡ch �÷ñc cho bði cæng thùc (1.1) l  khæng gian metric [2, tr
39].

Gi£ sû x∗ ∈ Rn v  ε > 0. Ta gåi ε - l¥n cªn cõa x∗ l  tªp hñp sau cõa Rn :

Vε(x
∗) = {x ∈ Rn|d(x, x∗) < ε}.

Ta gåi l¥n cªn cõa x∗ l  måi tªp cõa Rn chùa �÷ñc mët ε - l¥n cªn n o �â cõa x∗. L¥n cªn

cõa x∗ �÷ñc kþ hi»u l  V (x∗). Tªp
0

Vε(x
∗) = Vε(x

∗)\{x∗} �÷ñc gåi l  ε- l¥n cªn thõng cõa x∗ .

Tªp
0

V (x∗) = V (x∗)\{x∗} �÷ñc gåi l  l¥n cªn thõng cõa x∗.
Gi£ sû D ⊂ Rn. �iºm x∗ ∈ D �÷ñc gåi l  �iºm trong cõa D n¸u tçn t¤i mët ε - l¥n cªn cõa

x∗ n¬m ho n to n trong D . Tªp D �÷ñc gåi l  mð n¸u måi �iºm cõa D �·u l  �iºm trong cõa
nâ.

�iºm y∗ ∈ Rn �÷ñc gåi l  �iºm bi¶n cõa D n¸u måi ε- l¥n cªn cõa x∗ �·u vøa chùa �iºm
thuëc D, vøa chùa �iºm khæng thuëc D. �iºm bi¶n cõa D câ thº thuëc D, công câ thº khæng
thuëc D. Tªp c¡c �iºm bi¶n cõa D �÷ñc gåi l  bi¶n cõa nâ v  �÷ñc kþ hi»u l  ∂D.

Tªp D �÷ñc gåi l  �âng n¸u nâ chùa t§t c£ c¡c �iºm bi¶n cõa nâ.
V½ dö ε- l¥n cªn Vε(x∗) cõa x∗ l  tªp mð. Ta gåi Vε(x∗) l  qu£ c¦u mð t¥m x∗, b¡n k½nh ε.

Bi¶n cõa qu£ c¦u §y l  tªp c¡c �iºm x ∈ Rn sao cho d(x, x∗) = ε . Tªp {x ∈ Rn|d(x, x∗) ≤ ε}
l  mët tªp �âng v  �÷ñc gåi l  qu£ c¦u �âng t¥m x∗, b¡n k½nh ε.
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Tªp D �÷ñc gåi l  bà ch°n n¸u tçn t¤i mët qu£ c¦u chùa nâ.
Tªp D �÷ñc gåi l  li¶n thæng n¸u câ thº nèi hai �iºm b§t ký cõa D b¬ng mët �÷íng li¶n

töc n¬m ho n to n trong D. Tªp D li¶n thæng �÷ñc gåi l  �ìn li¶n n¸u bi¶n cõa nâ gçm mët
m°t k½n, �÷ñc gåi l  �a li¶n n¸u bi¶n cõa nâ gçm nhi·u m°t k½n ríi nhau tøng �æi mët.

1.1.2. �ành ngh¾a h m sè n bi¸n sè

Gi£ sû D ⊂ Rn . �nh x¤

f : D → R
(x1, x2, ...xn) 7→ u = f(x1, x2, ..., xn)

�÷ñc gåi l  h m sè n bi¸n sè. Tªp D �÷ñc gåi l  tªp x¡c �ành, x1, x2, ..., xn �÷ñc gåi l  c¡c bi¸n
�ëc lªp, u �÷ñc gåi l  bi¸n phö thuëc cõa h m.

H m hai bi¸n th÷íng �÷ñc kþ hi»u l  z = f(x, y), cán h m ba bi¸n th÷íng �÷ñc kþ hi»u l 
u = f(x, y, z).

V· sau ngo i c¡c chú c¡i nh÷ x, y, z, ... ta cán kþ hi»u c¡c �iºm cõa Rn b¬ng c¡c chú c¡i in
hoa nh÷M,N,P, .... Công gièng nh÷ vîi h m mët bi¸n sè, vîi h m nhi·u bi¸n sè ta câ quy ÷îc
sau: N¸u h m nhi·u bi¸n sè �÷ñc cho b¬ng biºu thùc gi£i t½ch u = f(x1, x2, ..., xn) v  khæng
nâi g¼ th¶m v· tªp x¡c �ành cõa h m sè �â th¼ ta quy ÷îc tªp x¡c �ành cõa nâ l  tªp t§t c£
c¡c �iºm M ∈ Rn, sao cho f(M) câ ngh¾a.

•V½ dö 1.1. Tªp x¡c �ành cõa h m z =
√

4− x2 − y2 l  tªp c¡c �iºm (x, y) ∈ R2 tho£ m¢n

4− x2 − y2 ≥ 0⇔ x2 + y2 ≤ 4.

�â l  h¼nh trán t¥m O(0,0), b¡n k½nh b¬ng 2.

1.1.3. Giîi h¤n cõa h m nhi·u bi¸n

C¡c kh¡i ni»m trong möc n y, möc 1.1.4, v  trong c¡c ph¦n 1.2, 1.3 �÷ñc tr¼nh b y cho h m
hai bi¸n. Chóng câ thº �÷ñc mð rëng cho h m nhi·u hìn hai bi¸n.

? �ành ngh¾a 1.1. Ta nâi d¢y �iºm Mn(xn, yn) ∈ R2, n ∈ N∗, d¦n �¸n �iºm M0(x0, y0) ∈ R2

v  vi¸t Mn →M0 khi n d¦n �¸n væ cüc hay Mn →M0(n→∞) n¸u d(Mn,M0)→ 0(n→∞).

D¹ th§y r¬ng Mn →M0(n→∞)⇔ xn → x0, yn → y0(n→∞).

? �ành ngh¾a 1.2. Gi£ sû h m z = f(x, y) x¡c �ành trong l¥n cªn thõng
0

V (M0) cõa
�iºm M0(x0, y0). Ta nâi h m f câ giîi h¤n l khi M(x,y) d¦n �¸n M0(x0, y0) v  vi¸t

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = l hay lim
M→M0

f(M) = l n¸u vîi måi d¢y �iºm Mn(xn, yn) thäa m¢n

Mn ∈
0

V (M0),∀n ∈ N∗,Mn →M0(n→∞) ta �·u câ lim
n→∞

f(xn, yn) = l.

�ành ngh¾a h m câ giîi h¤n væ cüc t÷ìng tü nh÷ �ành ngh¾a tr¶n.

Nhªn x²t 1.1. C¡c t½nh ch§t cì b£n cõa h m sè nh÷: giîi h¤n cõa têng, hi»u, t½ch, th÷ìng,
�ành lþ kµp,... v¨n cán �óng vîi giîi h¤n cõa h m hai bi¸n.

•V½ dö 1.2.
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(a) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2) = 02 + 02 = 0.

∆.Gi£ sû {(xn, yn)}n l  mët d¢y d¦n �¸n (0, 0) v  x2
n+y2

n > 0. Khi �â, lim
n→∞

xn = 0, lim
n→∞

yn =

0,

⇒ lim
n→∞

(x2
n + y2

n) = 0
�n⇒ lim

(x,y)→(0,0)
(x2 + y2) = 0 �.

(b) X²t lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2+y2

. Ta th§y h m xy√
x2+y2

x¡c �ành tr¶n R2\{(0, 0)}. Vîi (x, y) 6= (0, 0)

ta câ
0 ≤ | xy√

x2+y2
| = |x|√

x2+y2
|y| ≤ 1.|y| = |y|,

m  lim
(x,y)→(0,0)

|y| = 0, n¶n theo �ành lþ kµp v· giîi h¤n cõa h m sè lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2+y2

= 0.

1.1.4. Sü li¶n töc cõa h m nhi·u bi¸n

? �ành ngh¾a 1.3. Gi£ sû h m f(x, y) x¡c �ành trong tªp D ⊂ R2, �iºm M0(x0, y0) ∈ D. Ta
nâi h m f li¶n töc t¤i Mo n¸u vîi måi ε > 0 tçn t¤i δ > 0 sao cho vîi måi �iºm M(x, y) thäa
m¢n c¡c �i·u ki»n M ∈ D, d(M,M0) < δ, ta �·u câ

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε.

Theo �ành ngh¾a tr¶n, n¸u Mo l  �iºm cæ lªp cõa D, tùc l  trong mët l¥n cªn n o �â cõa
Mo ch¿ câ mët �iºm duy nh§t cõa D (ch½nh l  �iºm Mo), th¼ h m f li¶n töc t¤i Mo. N¸u Mo l 
�iºm giîi h¤n cõa D, tùc l  trong måi l¥n cªn thõng cõa Mo �·u câ ½t nh§t mët �iºm cõa D,
th¼ h m f li¶n töc t¤i Mo khi v  ch¿ khi

lim
M→M0
M∈D

f(M) = f(M0),

trong �â giîi h¤n ð v¸ tr¡i �÷ñc hiºu theo ngh¾a cõa �ành ngh¾a 1.2 vîi mët thay �êi nhä l  �èi
vîi d¢y �iºm Mn câ th¶m �ái häi Mn ∈ D, ∀n ∈ R∗.

H m f li¶n töc t¤i måi �iºm cõa D �÷ñc gåi l  li¶n töc tr¶n D.
H m f �÷ñc gåi l  li¶n töc �·u tr¶n D n¸u vîi måi ε > 0 tçn t¤i δ > 0 sao cho vîi måi c°p

�iºm M,N ∈ D thäa m¢n �i·u ki»n d(M,N) < δ ta �·u câ

|f(M)− f(N)| < ε.

H m f li¶n töc tr¶n tªp �âng, bà ch°n D (tªp compact) câ c¡c t½nh ch§t t÷ìng tü nh÷ h m
mët bi¸n, �â l : f bà ch°n tr¶n D, f �¤t �÷ñc gi¡ trà lîn nh§t v  nhä nh§t tr¶n D, f li¶n töc
�·u tr¶n D.

Nhªn x²t 1.2. C¡c t½nh ch§t cì b£n cõa sü li¶n töc cõa têng, hi»u, t½ch, th÷ìng cõa c¡c h m
mët bi¸n li¶n töc v¨n cán �óng vîi h m hai bi¸n.

•V½ dö 1.3. Kh£o s¡t sü li¶n töc cõa h m sè

f(x, y) =


|xy|α

x2 + y2
khi(x, y) 6= (0, 0)

0 khi (x, y) = (0, 0),

trong �â α > 1.
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B i gi£i. H m f li¶n töc t¤i måi (x, y) 6= (0, 0) v¼ khi �â h m f l  t¿ sè cõa hai h m li¶n
töc m  m¨u sè kh¡c 0. �º x²t t½nh li¶n töc cõa h m f t¤i (0,0) ta t½nh giîi h¤n cõa h m sè §y
t¤i (0,0). Theo b§t �¯ng thùc Cauchy

|xy|α ≤
�
x2+y2

2

�α
,

do �â vîi (x, y) 6= (0, 0) ta câ

0 ≤ f(x, y) ≤
�
x2+y2

2

�α
1

x2+y2
= (x2+y2)

α−1

2α
.

V¼ α− 1 > 0 n¶n
lim

(x,y)→(0,0)

(x2+y2)
α−1

2α
= 0.

Theo �ành lþ kµp v· giîi h¤n cõa h m sè ta suy ra

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0),

tùc l  h m f li¶n töc t¤i (0,0). Vªy h m f li¶n töc t¤i måi (x, y) ∈ R2.

1.2. �¤o h m ri¶ng v  vi ph¥n

1.2.1. �ành ngh¾a �¤o h m ri¶ng

? �ành ngh¾a 1.4. Gi£ sû h m z = f(x, y) x¡c �ành trong l¥n cªn cõa �iºm M0(x0, y0). Vîi
∆x câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä �°t

∆xf = f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0).

�¤i l÷ñng ∆xf �÷ñc gåi l  sè gia ri¶ng cõa h m f theo bi¸n x t¤i Mo. �¤o h m ri¶ng cõa
h m f theo bi¸n x t¤i Mo l 

∂f
∂x

(M0) = lim
∆x→0

∆xf
∆x

n¸u giîi h¤n ð v¸ ph£i cõa �¯ng thùc tr¶n tçn t¤i. �¤o h m ri¶ng §y công �÷ñc kþ hi»u b¬ng
mët trong c¡c kþ hi»u sau:

f ′x(M0), ∂z
∂x

(M0), z′x(M0).

�¤o h m ri¶ng cõa h m f theo bi¸n y t¤i Mo �÷ñc �ành ngh¾a t÷ìng tü.

Tø �ành ngh¾a 1.4 ta suy ra quy t­c thüc h nh sau: khi t½nh �¤o h m ri¶ng cõa h m hai
bi¸n theo bi¸n n o �â ta coi bi¸n cán l¤i l  h¬ng sè.

•V½ dö 1.4. Vîi z = arctan y
x
ta câ

z′x = 1
1+(y/x)2

( y
x
)′x = 1

1+(y/x)2
(− y

x2
) = − y

x2+y2
,

z′y = 1
1+(y/x)2

( y
x
)′y = 1

1+(y/x)2
1
x

= x
x2+y2

.
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1.2.2. Vi ph¥n to n ph¦n

? �ành ngh¾a 1.5. Gi£ sû h m z = f(x, y) x¡c �ành trong l¥n cªn cõa �iºm M0(x0, y0). Vîi
∆x,∆y câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä �°t

∆f = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0).

�¤i l÷ñng ∆f �÷ñc gåi l  sè gia to n ph¦n cõa h m f t¤i M0(x0, y0). N¸u ∆f câ d¤ng

∆f = A∆x+B∆y + o(ρ), (1.2)

trong �â A, B l  c¡c sè thüc khæng phö thuëc v o ∆x v  ∆y, ρ =
√

∆x2 + ∆y2, o(ρ) l  væ
còng b² bªc cao hìn ρ khi ρ d¦n �¸n 0, th¼ h m f �÷ñc gåi l  kh£ vi t¤i Mo v  biºu thùc

df = A∆x+B∆y (1.3)

�÷ñc gåi l  vi ph¥n to n ph¦n cõa h m f t¤i Mo.

♦ �ành lþ 1.1. N¸u h m f(x, y) kh£ vi t¤i M0(x0, y0) th¼ f câ c¡c �¤o h m ri¶ng t¤i Mo v  vi
ph¥n to n ph¦n cõa h m f t¤i Mo l 

df = f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y. (1.4)

∆.�p döng biºu di¹n (1.2) vîi ∆y = 0, �º þ r¬ng khi �â ∆f = ∆xf , ρ =
√

∆x2 = |∆x|, ta
�÷ñc

∆xf = A∆x+ o(|∆x|).

Vîi ∆x 6= 0 chia hai v¸ cõa �¯ng thùc tr¶n cho ∆x ta �÷ñc
∆xf
∆x

= A+ o(|∆x|)
∆x

.

V¸ ph£i cõa �¯ng thùc cuèi còng d¦n tîi A khi ∆x → 0 v¼ o(|∆x|)
∆x

= ±o(|∆x|)
|∆x| → 0 khi

∆x→ 0. Suy ra ∆xf
∆x

câ giîi h¤n b¬ng A khi ∆x→ 0, tùc l  f câ �¤o h m ri¶ng theo x t¤i Mo

v  A = f ′x(M0). T÷ìng tü ta câ h m f câ �¤o h m ri¶ng theo y t¤i Mo v  B = f ′y(M0). Cuèi
còng thay A = f ′x(M0) v  B = f ′y(M0) v o (1.3) ta �÷ñc (1.4) �.

�ành lþ �£o cõa �ành lþ 1.1 khæng �óng, tùc l  t½nh câ c¡c �¤o h m ri¶ng cõa h m sè t¤i
mët �iºm khæng k²o theo t½nh kh£ vi cõa h m sè t¤i �iºm §y. �¥y l  �iºm kh¡c bi»t giúa h m
hai bi¸n v  h m mët bi¸n. �ành lþ d÷îi �¥y cho ta mët �i·u ki»n �õ cõa h m kh£ vi.

♦ �ành lþ 1.2. N¸u h m f(x, y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng trong l¥n cªn cõa M0(x0, y0) v  c¡c
�¤o h m ri¶ng §y li¶n töc t¤i Mo th¼ h m f kh£ vi t¤i Mo.

Ta thøa nhªn �ành lþ 1.2. �p döng �ành lþ n y ta th§y h m f(x, y) = x câ c¡c �¤o h m
ri¶ng f ′x = 1 v  f ′y = 0 li¶n töc tr¶n to n R2 n¶n kh£ vi tr¶n to n R2. Theo cæng thùc (1.4) ta
câ dx = 1.∆x + 0.∆y hay ∆x = dx. T÷ìng tü ta câ ∆y = dy. Do �â cæng thùc (1.4) cán câ
d¤ng

df = f ′x(M0)dx+ f ′y(M0)dy (1.5)

•V½ dö 1.5. T¼m vi ph¥n to n ph¦n cõa h m z =
√
x2 + y2. Ta câ

dz = z′xdx+ z′ydy,

z′x = x√
x2+y2

, z′y = y√
x2+y2

,

do �â
dz = xdx√

x2+y2
+ ydy√

x2+y2
.
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Trong ph¦n cuèi cõa möc n y chóng tæi giîi thi»u mët ùng döng cõa vi ph¥n to n ph¦n.
Gi£ sû h m f(x,y) kh£ vi t¤i Mo(xo, yo). Khi �â sè gia to n ph¦n ∆f câ d¤ng (1.2). Bä qua væ
còng b² o(ρ) bªc cao hìn ρ ta �÷ñc cæng thùc x§p x¿

∆f ≈ A∆x+B∆y = f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y

hay
f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) ≈ f(x0, y0) + f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y. (1.6)

Cæng thùc (1.6) cho ph²p ta t½nh gi¡ trà g¦n �óng cõa h m f t¤i �iºm �õ g¦n �iºm Mo.

•V½ dö 1.6. T½nh g¦n �óng gi¡ trà biºu thùc

A =
√

2.982 + 4.012.

Líi gi£i. �°t z(x, y) =
√
x2 + y2 th¼ A = z(2.98, 4.01). Vi¸t A d÷îi d¤ng A = z(3 −

0.02, 4 + 0.01), rçi ¡p döng cæng thùc (1.6) ta �÷ñc

A ≈ z(3, 4) + z′x(3, 4)(−0.02) + z′y(3, 4)0.01,

trong �â
z(x, y) =

√
x2 + y2 ⇒ z(3, 4) =

√
32 + 42 = 5,

z′x(x, y) =
x√

x2 + y2
⇒ z′x(3, 4) =

3√
32 + 42

=
3

5
,

z′y(x, y) =
y√

x2 + y2
⇒ z′y(3, 4) =

4√
32 + 42

=
4

5
.

Ta suy ra A ≈ 5 +
3

5
(−0.02) +

4

5
0.01⇒ A ≈ 4.996.

1.2.3. �¤o h m ri¶ng v  vi ph¥n c§p cao

1.2.3.1. �¤o h m ri¶ng c§p cao

Gi£ sû h m f(x,y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng f ′x v  f ′y tr¶n tªp mð D ⊂ R2 . C¡c �¤o h m ri¶ng
n y l  c¡c h m hai bi¸n x¡c �ành tr¶n D. N¸u c¡c �¤o h m ri¶ng cõa c¡c �¤o h m ri¶ng n y
tçn t¤i th¼ ta gåi chóng l  c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai cõa h m f . Câ bèn �¤o h m ri¶ng c§p
hai cõa h m f nh÷ sau:

∂
∂x

(∂f
∂x

). �¤o h m ri¶ng c§p hai n y cán �÷ñc kþ hi»u l  ∂2f
∂x2

hay f ′′xx hay f ′′x2 .
∂
∂y

(∂f
∂x

). �¤o h m ri¶ng c§p hai n y cán �÷ñc kþ hi»u l  ∂2f
∂y∂x

hay f ′′xy.
∂
∂x

(∂f
∂y

). �¤o h m ri¶ng c§p hai n y cán �÷ñc kþ hi»u l  ∂2f
∂x∂y

hay f ′′yx.
∂
∂y

(∂f
∂y

). �¤o h m ri¶ng c§p hai n y cán �÷ñc kþ hi»u l  ∂2f
∂y2

hay f ′′yy hay f
′′
y2 .

C¡c �¤o h m ri¶ng cõa c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai cõa h m f n¸u tçn t¤i �÷ñc gåi l  c¡c
�¤o h m ri¶ng c§p ba cõa h mf . . .

•V½ dö 1.7. Vîi h m z = x3 − 3x+ x2y2 ta l¦n l÷ñt câ

z′x = 3x2 − 3 + 2xy2, z′y = 2x2y,
z′′xx = 6x+ 2y2, z′′xy = 4xy, z′′yx = 4xy, z′′yy = 2x2.
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C¡c �¤o h m z′′xy v  z′′yx �÷ñc gåi l  c¡c �¤o h m hén hñp cõa h m z. Trong v½ dö tr¶n ta
th§y c¡c �¤o h m hén hñp cõa h m z b¬ng nhau. Khæng ph£i h m sè n o công câ t½nh ch§t
n y. �ành lþ sau cho ta mët �i·u ki»n �õ �º c¡c �¤o h m hén hñp b¬ng nhau.

♦ �ành lþ 1.3. (�ành lþ Schwartz). N¸u h m f(x,y) câ c¡c �¤o h m hén hñp trong l¥n cªn
cõa Mo(xo, yo) v  c¡c �¤o h m hén hñp §y li¶n töc t¤i Mo th¼ c¡c �¤o h m hén hñp §y b¬ng
nhau t¤i Mo.

Ta công thøa nhªn khæng chùng minh �ành lþ 1.3.

1.2.3.2. Vi ph¥n c§p cao

Ta gåi ph¥n to n ph¦n df = f ′xdx+ f ′ydy cõa h m f(x, y) t¤i mët �iºm l  vi ph¥n c§p mët
cõa nâ t¤i �iºm §y. Gi£ sû ta �¢ �ành ngh¾a vi ph¥n c§p n ≥ 1 cõa h m f t¤i mët �iºm. N¸u vi
ph¥n c§p n cõa h m f x¡c �ành tr¶n mi·n D v  kh£ vi t¤i �iºm Mo n o �â th¼ vi ph¥n cõa vi
ph¥n c§p n §y t¤i Mo �÷ñc gåi l  vi ph¥n c§p (n+1) cõa h m f t¤i Mo. Vi ph¥n c§p n nguy¶n
d÷ìng cõa h m f t¤i Mo �÷ñc kþ hi»u l  dnf(M0).

Gi£ sû f l  h m sè cõa hai bi¸n �ëc lªp x v  y, câ c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai trong l¥n cªn
cõa Mo(xo, yo), v  c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai §y li¶n töc t¤i Mo (do �â f ′′xy(M0) = f ′′yx(M0) theo
�ành lþ Schwartz). Khi �â f ′x v  f

′
y kh£ vi t¤i Mo theo �ành lþ 1.2. V¼ x v  y l  c¡c bi¸n �ëc lªp

n¶n dx = ∆x v  dy = ∆y l  c¡c h¬ng sè, do �â df = f ′xdx+ f ′ydy kh£ vi t¤i Mo v  vi ph¥n cõa
df t¤i Mo thäa m¢n

d(df)(M0) = d(f ′xdx+ f ′ydy)(M0)
= d(f ′xdx)(M0) + d(f ′ydy)(M0)
= d(f ′x)(M0)dx+ d(f ′y)(M0)dy
= (f ′′xx(M0)dx+ f ′′xy(M0)dy)dx+ (f ′′yx(M0)dx+ f ′′yy(M0)dy)dy
= f ′′xx(M0)dx2 + f ′′xy(M0)dxdy + f ′′yx(M0)dxdy + f ′′yy(M0)dy2.

Trong d¢y �¯ng thùc tr¶n, thay biºu thùc �¦u ti¶n b¬ng d2f(M0) theo �ành ngh¾a, v  thay
f ′′yx(M0) = f ′′xy(M0) trong biºu thùc cuèi còng ta �÷ñc cæng thùc cõa vi ph¥n c§p hai cõa h m
f

d2f(M0) = f ′′xx(M0)dx2 + 2f ′′xy(M0)dxdy + f ′′yy(M0)dy2. (1.7)

Ng÷íi ta th÷íng dòng kþ hi»u t÷ñng tr÷ng �º biºu di¹n cæng thùc tr¶n nh÷ sau

d2f(M0) = ( ∂
∂x
dx+ ∂

∂y
dy)2f(M0),

trong �â ( ∂
∂x

)2 ch¿ ph²p l§y �¤o h m ri¶ng hai l¦n theo x, ( ∂
∂y

)2 ch¿ ph²p l§y �¤o h m ri¶ng hai
l¦n theo y, ∂2

∂x∂y
ch¿ ph²p l§y �¤o h m ri¶ng mët l¦n theo y, mët l¦n theo x. T÷ìng tü n¸u f l 

h m sè cõa hai bi¸n �ëc lªp x v  y, câ c¡c �¤o h m ri¶ng c§p n trong l¥n cªn cõa Mo(xo, yo),
v  c¡c �¤o h m ri¶ng c§p n li¶n töc t¤i Mo, th¼ kh£ vi �¸n c§p n t¤i Mo. Trong tr÷íng hñp n y
ta công câ cæng thùc lôy thøa t÷ñng tr÷ng sau

dnf(M0) = ( ∂
∂x
dx+ ∂

∂y
dy)nf(M0).

•V½ dö 1.8. Vîi h m z = x3 − 3x+ x2y2, theo cæng thùc (1.7), ta câ

d2z = z′′xxdx
2 + 2z′′xydxdy + z′′yydy

2,

do �â theo k¸t qu£ cõa v½ dö 1.7 d2z = (6x+ 2y2)dx2 + 8xydxdy + 2x2dy2.

Nâi ri¶ng ta câ
d2z(1, 0) = 6dx2 + 2dy2.
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1.2.4. Cæng thùc Taylor �èi vîi h m nhi·u bi¸n

D÷îi �¥y chóng tæi ph¡t biºu khæng chùng minh mët �ành lþ, �÷ñc sû döng �º kh£o s¡t cüc
trà cõa h m sè hai bi¸n sè.

♦ �ành lþ 1.4. Gi£ sû h m f(x,y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng �¸n c§p n+1 li¶n töc trong ε - l¥n
cªn Vε(Mo) cõa �iºm Mo(xo, yo) v  (x0 + dx, y0 + dy) ∈ Vε(M0). Khi �â ∃θ ∈ (0, 1) sao cho

∆f = f(x0 + dx, y0 + dy)− f(x0, y0) =
= df(M0) + 1

2!
d2f(M0) + ...+ 1

n!
dnf(M0) + 1

(n+1)!
dn+1f(x0 + θdx, y0 + θdy).

(1.8)

1.3. Cüc trà cõa h m nhi·u bi¸n

Trong möc n y chóng tæi s³ xem x²t ba lo¤i cüc trà cõa h m nhi·u bi¸n, �â l  cüc trà tü
do hay cüc trà khæng �i·u ki»n, cüc trà câ �i·u ki»n, v  gi¡ trà lîn nh§t v  nhä nh§t cõa h m
nhi·u bi¸n tr¶n mi·n �âng, bà ch°n. Nh÷ �¢ nâi tø tr÷îc, chóng tæi s³ x²t c¡c kh¡i ni»m n y
�èi vîi h m sè hai bi¸n sè.

1.3.1. Cüc trà tü do cõa h m nhi·u bi¸n

? �ành ngh¾a 1.6. H m f(x, y) �÷ñc gåi l  câ cüc �¤i t¤i �iºm M0(x0, y0) n¸u tçn t¤i l¥n cªn
V (M0(x0, y0)) cõa �iºm M0(x0, y0) sao cho

f(M) < f(M0),∀M ∈
0

V (M0).

Khi �â �iºm Mo �÷ñc gåi l  �iºm cüc �¤i cõa h m f, f(Mo) �÷ñc gåi l  gi¡ trà cüc �¤i cõa
h m f v  �÷ñc kþ hi»u l  fmax(M0).

�iºm cüc tiºu, gi¡ trà cüc tiºu cõa h m hai bi¸n �÷ñc �ành ngh¾a t÷ìng tü. Gi¡ trà cüc tiºu
cõa h m f �÷ñc kþ hi»u l  fmin(M0).

�iºm cüc �¤i v  �iºm cüc tiºu cõa h m hai bi¸n �÷ñc gåi chung l  �iºm cüc trà. T÷ìng tü
nh÷ vªy �èi vîi gi¡ trà cüc �¤i v  gi¡ trà cüc tiºu cõa h m nhi·u bi¸n.

Chóng tæi �÷a v o sû döng c¡c kþ hi»u sau �èi vîi h m z = f(x, y):

p = z′x(x, y), q = z′y(x, y), a = z′′xx(x, y), b = z′′xy(x, y), c = z′′yy(x, y).

♦ �ành lþ 1.5. N¸u h m f(x, y) câ cüc trà v  câ c¡c �¤o h m ri¶ng t¤i �iºm Mo(xo, yo) th¼

p(M0) = 0, q(M0) = 0.

∆.Tø gi£ thi¸t cõa �ành lþ 1.5 suy ra h m mët bi¸n g(x) = f(x, y0) câ cüc trà t¤i xo. H m
g câ �¤o h m t¤i xo l  g′(x0) = f ′x(x0, y0). Theo �ành lþ Fermat, g′(x0) = f ′x(x0, y0) = 0 hay
p(M0) = 0. Ho n to n t÷ìng tü ta câ q(M0) = 0 �.

Ta gåi c¡c �iºm tîi h¤n cõa h m hai bi¸n l  c¡c �iºm m  ð �â c¡c �¤o h m ri¶ng nâ tçn
t¤i v  tri»t ti¶u ho°c ð �â ½t nh§t mët trong hai �¤o h m ri¶ng cõa h m sè §y khæng tçn t¤i.
Tø �ành lþ 1.5 suy ra n¸u mët �iºm l  �iºm cüc trà cõa h m hai bi¸n th¼ nâ l  �iºm tîi h¤n.
Kh¯ng �ành ng÷ñc l¤i khæng �óng.

�ành lþ d÷îi �¥y cho ph²p ta kiºm tra mët sè �iºm tîi h¤n cõa h m hai bi¸n câ ph£i l 
�iºm cüc trà cõa h m sè §y hay khæng.
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♦ �ành lþ 1.6. Gi£ sû h m f(x, y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng �¸n c§p hai li¶n töc trong l¥n cªn
n o �â cõa �iºm Mo(xo, yo). Gi£ sû p(M0) = 0, q(M0) = 0. Khi �â t¤i Mo:

(i) N¸u b2 − ac < 0 th¼ Mo l  �iºm cüc trà cõa h m f . �â l  �iºm cüc tiºu n¸u a > 0, l 
�iºm cüc �¤i n¸u a < 0.

(ii) N¸u b2 − ac > 0 th¼ Mo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f .

(iii) N¸u b2 − ac = 0 th¼ Mo câ thº l  �iºm cüc trà cõa h m f , công câ thº khæng l  �iºm
cüc trà cõa h m f .

∆.Gi£ sû h2 + k2 6= 0 v  h2 + k2 �õ nhä. �p döng cæng thùc (1.8) v  sû döng gi£ thi¸t
p(M0) = 0, q(M0) = 0 ta �÷ñc

∆f = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) =
= 1

2

[
f ′′xx(x0 + θh, y0 + θk)h2 + 2f ′′xy(x0 + θh, y0 + θk)hk + f ′′yy(x0 + θh, y0 + θk)k2

]
=

= 1
2

[
f ′′xx(x0, y0)h2 + 2f ′′xy(x0, y0)hk + f ′′yy(x0, y0)k2

]
+ 1

2
[αh2 + 2βhk + γk2] ,

trong �â
α = f ′′xx(x0 + θh, y0 + θk)− f ′′xx(x0, y0),
β = f ′′xy(x0 + θh, y0 + θk)− f ′′xy(x0, y0),
γ = f ′′yy(x0 + θh, y0 + θk)− f ′′yy(x0, y0).

Do c¡c �¤o h m c§p hai cõa h m f li¶n töc t¤i M0 n¶n α, β, γ d¦n �¸n 0 khi ρ =
√
h2 + k2

d¦n �¸n 0. Tø �â ta câ
∆f = 1

2

[
ah2 + 2bhk + ck2

]
+ o(ρ2) (1.9)

trong �â

a = f ′′xx(x0, y0),
b = f ′′xy(x0, y0),
c = f ′′yy(x0, y0).

Gi£ sû b2 − ac < 0. Khi �â a 6= 0. Gi£ sû a > 0. X²t h m

g(u, v) = 1
2

[
au2 + 2buv + cv2

]
.

V¼ g li¶n töc tr¶n �÷íng trán u2 + v2 = 1 n¶n �¤t �÷ñc gi¡ trà nhä nh§t t¤i (u0, v0) n o �â
tr¶n �÷íng trán �â. Ta câ

g(u, v) ≥ g(u0, v0) = 1
2a

�
(au0)2 + 2au0bv0 + acv0

2
�

= 1
2a

�
(au0 + bv0)2 − (b2 − ac)v0

2
�
> 0,∀(u, v) : u2 + v2 = 1.

Tø (1.9) suy ra
∆f = ρ2

¦
1
2

[
au2 + 2buv + cv2

]
+ o(ρ2)

ρ2

©
,

trong �â u =
h

ρ
, v =

k

ρ
.

Theo chùng minh tr¶n

∆f ≥ ρ2
¦
g(u0, v0) + o(ρ2)

ρ2

©
> 1

2
ρ2g(u0, v0) > 0

vîi måi ρ �õ nhä. �i·u n y chùng tä M0 l  �iºm cüc tiºu cõa h m f. Chùng minh t÷ìng tü ta
�÷ñc n¸u a < 0 th¼ M0 l  �iºm cüc �¤i cõa h m f .
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Gi£ sû b2 − ac > 0. N¸u a 6= 0 th¼
1

2
[at2 + 2bt+ c] l  tam thùc bªc hai. Nâ �êi d§u tr¶n R

v¼ b2 − ac > 0. Gi£ sû t1, t2 l  hai gi¡ trà thäa m¢n

1
2

[
at1

2 + 2bt1 + c
]
< 0,

1
2

[
at2

2 + 2bt2 + c
]
> 0.

�p döng cæng thùc (1.9) vîi h = t1δ, k = δ, δ 6= 0. Khi �â ρ2 = (t1
2 +1)δ2 n¶n o(ρ2) = o(δ2).

Tø �â ta câ

∆f = 1
2

[
at1

2δ2 + 2bt1δ
2 + cδ2

]
+ o(δ2) = δ2

¦
1
2

[
at1

2 + 2bt1 + c
]

+ o(δ2)
δ2

©
< 0

vîi måi δ câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. T÷ìng tü ¡p döng cæng thùc (1.9) vîi h = t2λ, k = λ, λ 6= 0,
ta �÷ñc

∆f = λ2
¦

1
2

[
at1

2 + 2bt1 + c
]

+ o(λ2)
λ2

©
> 0

vîi måi λ câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. Ta th§y ∆f �êi d§u trong måi l¥n cªn cõa Mo, �i·u �â
chùng tä Mo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f . N¸u c 6= 0 lªp luªn t÷ìng tü ta công câ k¸t
luªn Mo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f . N¸u a = c = 0 th¼ b 6= 0. �¦u ti¶n ¡p döng (1.9) vîi
h = k = ξ 6= 0, khi �â ρ2 = ξ2 + ξ2 = 2ξ2, do �â o(ρ2) = o(ξ2), ta �÷ñc

∆f = bξ2 + o(ξ2) = ξ2
�
b+ o(ξ2)

ξ2

�
,

suy ra ∆f còng d§u vîi b khi ξ câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. Sau �â ¡p döng (1.9) vîi h = ζ, k =
−ζ, ζ 6= 0, ta �÷ñc

∆f = −bζ2 + o(ζ2) = ζ2
�
−b+ o(ζ2)

ζ2

�
,

suy ra ∆f tr¡i d§u vîi b khi ζ câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. C¡c lªp luªn tr¶n chùng tä ∆f �êi
d§u trong måi l¥n cªn cõa Mo, �i·u �â chùng tä Mo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f .

�º k¸t thóc chùng minh �ành lþ ta �÷a ra hai v½ dö v· �iºm tîi h¤n m  t¤i �â b2 − ac = 0.
Trong mët tr÷íng hñp �iºm tîi h¤n l  �iºm cüc trà, trong tr÷íng hñp cán l¤i �iºm tîi h¤n
khæng l  �iºm cüc trà.

�¦u ti¶n x²t h mf(x, y) = x4 + y4. Ta câ p = f ′x = 4x3, q = f ′y = 4y3, a = f ′′xx = 12x2, b =
f ′′xy = 0, c = f ′′yy = 12y2.

�iºm tîi h¤n cõa h m f l  nghi»m cõa h»§
p = 0
q = 0

⇔
§

4x3 = 0
4y3 = 0

⇔
§
x = 0
y = 0.

Ta th§y f câ mët �iºm tîi h¤n duy nh§t l  O(0,0). T¤i �iºm tîi h¤n �â a = 0, b = 0, c = 0
⇒ b2−ac = 0. �º bi¸t O(0,0) câ l  �iºm cüc trà khæng ta l§y h, k thäa m¢n h2 +k2 6= 0, h2 +k2

�õ nhä, v  x²t d§u cõa ∆f = f(h, k)− f(0, 0). Ta câ

∆f = f(h, k)− f(0, 0) = h4 + k4 − 04 − 04 = h4 + k4 > 0,

Suy ra O(0, 0) l  �iºm cüc tiºu cõa h m f .
Ti¸p theo x²t h m g(x, y) = x3 + y3. T÷ìng tü nh÷ �èi vîi h m f , h m g công câ mët �iºm

tîi h¤n duy nh§t l  O(0,0) v  t¤i �â b2 − ac = 0. Vîi h, k thäa m¢n k = 0, h 6= 0 ta câ

∆g = g(h, 0)− g(0, 0) = h3 + 03 − 03 − 03 = h3.
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Ta th§y ∆g �êi d§u dò h câ gi¡ trà tuy»t �èi nhä bao nhi¶u ch«ng núa, tùc l  ∆g �êi d§u
trong måi l¥n cªn cõa O(0,0). �i·u �â chùng tä O(0,0) khæng l  �iºm cüc trà cõa h m g �.

Tø c¡c �ành lþ 1.5 v  1.6 ta suy ra thuªt to¡n t¼m cüc trà cõa h m z = f(x, y) câ c¡c �¤o
h m ri¶ng �¸n c§p hai li¶n töc tr¶n tªp x¡c �ành cõa h m sè §y nh÷ sau:

B÷îc 1. T½nh c¡c �¤o h m ri¶ng c§p mët p = z′x, q = z′y.

B÷îc 2. T¼m �iºm tîi h¤n cõa h m z b¬ng c¡ch gi£i h» ph÷ìng tr¼nh
§
p = 0
q = 0.

B÷îc 3. T½nh c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai a = z′′xx, b = z′′xy, c = z′′yy.

B÷îc 4. Vîi méi �iºm tîi h¤n cõa h m z, kiºm tra xem tr÷íng hñp n o trong c¡c tr÷íng
hñp (i), (ii), (iii) cõa �ành lþ 1.6 x£y ra. N¸u x£y ra tr÷íng hñp (i) ho°c (ii) th¼ �÷a ra k¸t luªn
t÷ìng ùng. N¸u x£y ra tr÷íng hñp (iii) th¼ c¦n kh£o s¡t th¶m v· �iºm tîi h¤n b¬ng c¡c cæng
cö kh¡c �º bi¸t �iºm tîi h¤n §y câ ph£i l  �iºm cüc trà khæng. Ch¯ng h¤n câ thº düa v o �ành
ngh¾a cüc trà nh÷ trong chùng minh cõa �ành lþ 1.6. Chóng tæi khæng �i s¥u v o ph¥n t½ch c¡c
ph÷ìng ph¡p kh£o s¡t �èi vîi �iºm tîi h¤n trong tr÷íng hñp n y.

�º d¹ nhî �ành lþ 1.6 chóng tæi �÷a ra b£ng sau:

b2 − ac a K¸t luªn

< 0
> 0 �iºm tîi h¤n l  �iºm cüc tiºu
< 0 �iºm tîi h¤n l  �iºm cüc �¤i

> 0 B§t ký �iºm tîi h¤n khæng l  �iºm cüc trà

= 0 B§t ký
Ch÷a k¸t luªn �÷ñc. �iºm tîi h¤n câ thº l  �iºm cüc trà,
câ thº khæng l  �iºm cüc trà

•V½ dö 1.9. T¼m cüc trà cõa h m sè z = 3x4 + 8x3 − 6x2 − 24x+ x3y2.

Líi gi£i. Ta câ

z = 3x4 + 8x3 − 6x2 − 24x+ x3y2,
p = z′x = 12x3 + 24x2 − 12x− 24 + 3x2y2,
q = z′y = 2x3y,
a = z′′xx = 36x2 + 48x− 12 + 6xy2,
b = z′′xy = 6x2y,
c = z′′yy = 2x3.

Ta t¼m c¡c �iºm tîi h¤n cõa h m z b¬ng c¡ch gi£i h»

§
p = 0
q = 0

⇔
§

12x3 + 24x2 − 12x− 24 + 3x2y2 = 0
2x3y = 0

⇔


 x = −2
x = −1
x = 1

y = 0.

Suy ra h m z câ ba �iºm tîi h¤n l  M(−2, 0), N(−1, 0), P (1, 0). Ta câ b£ng sau:
�iºm tîi h¤n a b c b2 − ac K¸t luªn

M(-2,0) 36>0 0 -16 576>0 M khæng l  �iºm cüc trà cõa h m z

N(-1,0) -24<0 0 -2 -48<0 N l  �iºm cüc �¤i cõa h m z,
zmax(N) = 13

P(1,0) 72>0 0 2 -144<0 P l  �iºm cüc tiºu cõa h m z,
zmin(P ) = −19
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1.3.2. Cüc trà câ �i·u ki»n cõa h m nhi·u bi¸n

Ng÷íi ta gåi cüc trà cõa h m sè
z = f(x, y), (1.10)

trong �â c¡c bi¸n sè bà r ng buëc bði h» thùc

g(x, y) = 0 (1.11)

l  cüc trà câ �i·u ki»n.

♦ �ành lþ 1.7. Gi£ sû M0(x0, y0) l  �iºm cüc trà câ �i·u ki»n cõa h m sè (1.10) vîi �i·u ki»n
(1.11). Gi£ sû

(i) Trong l¥n cªn cõa M0 c¡c h m sè f(x, y) v  g(x, y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng c§p mët li¶n
töc,

(ii) C¡c �¤o h m ri¶ng g′x, g
′
y khæng �çng thíi b¬ng khæng t¤i M0.

Khi �â t¤i M0 ∣∣∣∣ f ′x f ′y
g′x g′y

∣∣∣∣ = 0. (1.12)

Ta thøa nhªn �ành lþ n y.
H» thùc (1.12) còng vîi �i·u ki»n (1.11) cho ph²p ta x¡c �ành (xo, yo).

Chó th½ch 1.1. H» thùc (1.12) câ thº vi¸t l¤i th nh

f ′x(M0)g′y(M0)− f ′y(M0)g′x(M0) = 0,

hay
f ′x(M0)
g′x(M0)

=
f ′y(M0)

g′y(M0)
(1.13)

�°t c¡c gi¡ trà chung cõa c¡c v¸ ð �¯ng thùc (1.13) l  −λ ta �÷ñc§
f ′x(M0) + λg′x(M0) = 0
f ′y(M0) + λg′y(M0) = 0.

Ng÷ñc l¤i n¸u tçn t¤i λ thäa m¢n h» tr¶n th¼ f
′
x(M0)

g′x(M0)
v  f ′y(M0)

g′y(M0)
b¬ng nhau v¼ �·u b¬ng −λ.

Tùc l  h» thùc (1.13), do �â (1.12) thäa m¢n. Vªy n¸u Mo thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (i) v  (ii)
cõa �ành lþ 1.7 th¼ tçn t¤i λ sao cho t¤i Mo§

f ′x(x, y) + λg′x(x, y) = 0
f ′y(x, y) + λg′y(x, y) = 0.

(1.14)

H» (1.14) còng vîi �i·u ki»n (1.11) cho ph²p ta x¡c �ành (x0, y0, λ).
�°t

F (x, y, λ) = f(x, y) + λg(x, y) (1.15)

th¼
F ′x = f ′x(x, y) + λg′x(x, y)
F ′y = f ′y(x, y) + λg′y(x, y)
F ′λ = g(x, y),


