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Chuong 1

HAM SO NHIEU BIEN SO

1.1. Khai niém mdé dau

1.1.1. Khong gian metric

Ky higu R™ 1a tap cdc bo c6 thit tu n s6 thuc z = (21, 2, ..., 7,,), ma ta cling goi 1a cic diém.
Ta goi khodng cach gitta hai diém x = (11, 2o, ..., 7,) VA y = (Y1, Y2, ..., Yn) clia R™ I3 biéu thitc

d(z,y) = /(21— 11)% + (23 — 42)2 + oo + (20 — yn)? (1.1)
Dé thay khoéng cach trong R"™ duge cho bdi (1.1) ¢6 ba tinh chat co ban sau ciia metric:

(a) d(z,y) > 0,Vz,y e R", d(z,y) =0z =1y;
(b) d(z,y) =d(y,x),Vz,y € R™;

(c) d(z,y) < d(z,2)+d(z,y), Vo, y,z € R".

Nhu vay tap R™ véi khoang cach duge cho béi cong thitc (1.1) 1a khong gian metric [2, tr
39].
Gia stt x* € R" va € > 0. Ta goi € - lan can cua x* la tap hgp sau ctia R" :

Vo(z*) = {z € R"|d(z,z") < e}.

Ta goi lan can ctia z* 1a moi tap ctia R™ chita duge mot € - 1lan cén nao do6 cua x*. Lan can
cia z* duge ky hieu 1a V' (z*). Tap ‘Z(QJ*) = V.(x*)\{z*} dugc goi 1a e- 1an can thing cla z* .
Tap 13(90*) = V(a*)\{z*} dugc goi 1a lan can thing cia x*.

Gia st D C R Diém z* € D dudc goi 1a diém trong ctia D néu ton tai mot ¢ - 1an can ctia
2* ndm hoan toan trong D . Tap D dudc goi 1a mé néu moi diém ctia D déu 1 diém trong cua
no.

Diém y* € R™ dugc goi 1a diém bién cia D néu moi e- lan can cta 2* déu vira chita diem
thuoc D, vita chita diém khong thuoc D. Diém bien cia D c6 thé thuoc D, ciing c6 thé khong
thuoc D. Tap cac diém bién ctia D dude goi 1a bien ctia né va duge k¥ hieu 1a 0D.

Tap D dude goi 14 déng néu né chita tat ca cac diém bién ciia no.

Vi du e- 1an can V.(z*) clia x* 1a tap md. Ta goi Vo(z*) 1a qua cau md tam z*, ban kinh e.
Bién ctia qua cau ay 1 tap cac diém 2 € R™ sao cho d(z,2*) = ¢ . Tap {r € R*|d(x,z*) < ¢}

1a mot tap dong va dugce goi 1a qué cau déng tam z*, ban kinh e.
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Tap D dudgc goi 1a bi chan néu ton tai mot qua cau chita no.

Tap D dugc goi 1a lien thong néu c6 thé ndi hai diém bat k¥ ctia D bing mot dudng lien
tuc ndm hoan toan trong D. Tap D lién thong dude goi 1a don lién néu bién clia né gom mot
mit kin, duge goi 1a da lien néu bién clia n6 gom nhiéu mat kin roi nhau ting doi mot.

1.1.2. Dinh nghia ham sé n bién sé

Gid st D Cc R" . Anh xa

f D — R
(x1, o, ...ky) +— u= f(x1,T2, ..., T,)

dugc goi 1a ham s6 n bién s6. Tap D dudgc goi 1a tap xac dinh, 1, 7o, ..., 7, dudc goi 1a cac bién
doc lap, u dugc goi 1a bién phu thuoc ctia ham.

Ham hai bién thudng duge ky hieu la 2 = f(z,y), con ham ba bién thuong duge ky hieu la
u= f(x,y, z).

Vé sau ngoai cic chit cai nhu z,7, 2, ... ta con ky hiéu cac diém ctia R” bing cic chit cai in
hoa nhu M, N, P, .... Ciing giéng nhu v6i ham mot bién s6, véi ham nhiéu bién s6 ta c6 quy ude
sau: Néu ham nhidu bién s6 duge cho bing biéu thitc gidi tich u = f(xy, 1y, ..., 7,) vh khong
no6i gi thém vé tap xac dinh clia ham s6 d6 thi ta quy ude tap xac dinh ciia n6 1a tap tat ca
cdc diem M € R™, sao cho f(M) c6 nghia.

eVi duy 1.1. Tap xéc dinh clia ham z = \/4 — 22 — ¢ 1 tap céc diém (z,y) € R? thod min

-2 —yP >0 +y2 <4

D6 1a hinh tron tam O(0,0), ban kinh béang 2.

1.1.3. Giéi han ctia ham nhiéu bién

Cac khai niem trong muc nay, muc 1.1.4, va trong cdc phan 1.2, 1.3 dugc trinh bay cho ham
hai bién. Chiing c6 thé duge mé rong cho ham nhiéu hon hai bién.

x Dinh nghia 1.1. Ta néi day diem M, (x,,y,) € R?, n € N*, dan dén diém My(zo,yo) € R?
va viét M, — My khi n dan dén vo cue hay M, — My(n — oo) néu d(M,, My) — 0(n — o0).

Dé thay rang M, — My(n — o0) & =, — To, Yn — Yo(n — 00).

0
* Dinh nghia 1.2. Gid st ham z = f(z,y) xac dinh trong lan can thing V(M) cia
diem My(zo,70). Ta noéi ham f c6 giéi han [ khi M(x,y) din dén My(xo,y0) v viét

lim  f(r,y) = lhay lim f(M) = [ néu v6i moi diy diém M,(x,,y,) thoa min
(z,y)—(z0,90) M—Mo

0 N
M, € V(My),¥n € N*, M,, — My(n — o0) ta déu ¢6 lim f(z,,yn) = [.
n—o0
Dinh nghia ham c6 giéi han vo cyc tuong tir nhu dinh nghia trén.

Nhan xét 1.1. Céc tinh chit co ban clia ham s6 nhu: gi6i han clia tdng, hieu, tich, thuong,
dinh 1y kep,... vAn con ding vé6i gidi han clia ham hai bién.

oVidu 1.2.
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(a)  lim (22+9%) =02+0%=0.

(z,y)—(0,0)
A.Gid st {(xn, yn) }n 1a mot diy dan dén (0,0) va 22 +y2 > 0. Khi d6, lim z, = 0, lim y, =
0,
= lim (22 +y2) =0 g (22 +y*) =0 0.
n—00 (z,y)—(0,0)
P . x % N x P . ~ 2 o
(b) Xét (ijl)lg%o’o) \/xTyTJ? Ta thay ham \/xTyTyQ xéc dinh tren R*\{(0,0)}. Véi (z,y) # (0,0)
ta co
< Ty — |z| < 1. —
ma lim |y| =0, nén theo dinh 1y kep vé gi6i han clia ham s6  lim v = .

(,4)—(0,0) (2,9)—(0,0) /22 +y?

1.1.4. Su lién tuc ctia ham nhiéu bién

x Dinh nghia 1.3. Gid st ham f(z,y) x4c dinh trong tap D C R?, diem My(xo,y0) € D. Ta
n6i ham f lien tuc tai M, néu véi moi e > 0 tdn tai § > 0 sao cho v6i moi diém M(x, y) thda
man cac diéu kien M € D, d(M, My) < 4, ta déu c¢6

|f(z,y) — fzo,90)| <e.

Theo dinh nghia trén, néu M, la diém co lap cta D, tic 1a trong mot lan can ndo dé ciia
M, chi ¢6 mot diém duy nhét ctia D (chinh 1a diém M,), thi ham f lien tuc tai M,. Néu M, 1a
diém giéi han ctia D, tic 13 trong moi lan can thiing ctia M, déu c6 it nhat mot diém cta D,
thi ham f lién tuc tai M, khi va chi khi

Jim f(M) = F(M),

trong d6 gidi han & vé trai dugc hiéu theo nghia cia dinh nghia 1.2 v6i mot thay doi nho 1a déi
v6i day diém M,, c¢6 them doi hoi M, € D,Vn € R*.
Ham f lien tuc tai moi diém ctia D duoe goi la lien tuc tren D.
Ham f dugce goi 1a lien tuc déu trén D néu véi moi € > 0 ton tai 6 > 0 sao cho v6i moi cap
diem M, N € D théa man diéu kien d(M, N) < § ta déu c6
|f(M) = f(N)| <e.

Ham f lien tuc trén tap dong, bi chin D (tap compact) ¢6 cac tinh chit twong ty nhu ham
mot bién, d6 1a: f bi chan trén D, f dat dugc gia tri 16n nhat va nhoé nhat trén D, f lien tuc
déu trén D.

Nhan xét 1.2. Cac tinh chat co ban ctia sy lien tuc ctia tong, hieu, tich, thuong clia cdc ham
mot bién lién tyc van con dang v6i ham hai bién.

oVi du 1.3. Khéo sat sy lien tuc clia ham sb
khi(z,y) # (0,0)
0 khi (z,y) = (0,0),

trong d6 o > 1.
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Bai giai. Ham f lien tuc tai moi (z,y) # (0,0) vi khi d6 ham f 1a ti s6 clia hai ham lien
tuc ma mau s6 khac 0. Dé xét tinh lien tuc clia ham f tai (0,0) ta tinh gi6i han ctia ham s6 Ay
tai (0,0). Theo bat dang thitc Cauchy

oyl < [Z5£]°,

do d6 véi (x,y) # (0,0) ta co

224427 22442 a—1
0< f(x,y) < [ ;y } mQJlryQ = +2ya)
Via—1>0nén
lim @)
(@y)—00) =

Theo dinh 1y kep vé gi6i han clia ham sb ta suy ra

lim  f(z,y) = 0= £(0,0),

(z,y)—(0,0)

ttic 1a ham f lien tuc tai (0,0). Vay ham f liéen tuc tai moi (z,y) € R

1.2. Dao ham riéng va vi phan

1.2.1. Dinh nghia dao ham riéng

» Dinh nghia 1.4. Gi4 sit ham z = f(z,y) x4c dinh trong l1an can ctia diem My (zo,yo). Vi
Ax c6 gia tri tuyet ddi di nho dit

Apf = f(zo+ Az, y0) — f(0, yo)-

Dai luong A, f dude goi 1a s6 gia rieng ciia ham f theo bién x tai M,. Dao ham riéng ciia
ham f theo bién z tai M, 1

P A,
a—i(Mo) - AlgchEo Al‘f

néu gisi han & vé phai ctia dang thitc trén ton tai. Dao ham rieng Ay ciing dudc ky hiéu bing
mot trong cac ky hiéu sau:
fo(Mo), G2 (M), 24,(Mo).

Dao ham riéng ctia ham f theo bién y tai M, dudc dinh nghia tuong tu.

T dinh nghia 1.4 ta suy ra quy tic thuc hanh sau: khi tinh dao ham riéng ctia ham hai
bién theo bién nao do6 ta coi bién con lai 14 hing sb.

oVi du 1.4. V6i z = arctan ¥ ta c6




1.2 Dao ham riéng va vi phan 13

1.2.2. Vi phan toan phan

» Dinh nghia 1.5. Gi4 sit ham z = f(z,y) x4c dinh trong lan can cta diem My (zo,yo). Vi
Az, Ay c6 gia tri tuyéet d6i da nho dit

Af = f(zo+ Az, yo + Ay) — f(w0,Yo)-
Dai lugng Af duge goi 1a s6 gia toan phan ctia ham f tai My(xg, ). Néu Af ¢6 dang
Af = AAz + BAy + o(p), (1.2)
trong d6 A, B la cdc s6 thyc khong phu thuoc vao Az va Ay, p = \/m, o(p) 1a vo
cling bé bac cao hon p khi p dan dén 0, thi ham f duge goi 1a kha vi tai M, v& biéu thic
df = AAz + BAy (1.3)

dugc goi 1a vi phan toan phan ciia ham f tai M,.
O Dinh 1y 1.1. Néu ham f(x,y) kha vi tai My(zo,yo) thi f ¢6 cac dao ham rieng tai M, va vi

phan toan phan ctia ham f tai M, Ia

df = f,(Mo)Az + f,(Mo)Ay. (1.4)

A.Ap dung biéu dién (1.2) v6i Ay = 0, dé ¥ ring khi d6 Af = A, f, p = VAz? = |Az], ta
duoc
A, f = AAx + o |Axl).
V6i Ax # 0 chia hai vé ctia déng thiic trén cho Ax ta duge

Amf _ 0(|A37‘)
o =ATTR

Vé phai ciia déng thitc cudi cing dan t6i A khi Az — 0 vi A2 — 42— 0 Khi

Ax — 0. Suy ra Awaf c6 gidi han bang A khi Az — 0, titc 1a f ¢6 dao ham riéng theo x tai M,
va A = fi(Mp). Tuong tit ta c6 ham f c6 dao ham rieng theo y tai M, va B = f;(M). Cudi

cing thay A = f;(My) va B = f,(Mo) vao (1.3) ta dugc (1.4) .

Dinh 1y d4o ctia dinh 1y 1.1 khong ding, tic & tinh ¢6 cac dao ham riéng ctia ham s6 tai
mot diém khong kéo theo tinh kha vi ctia ham s6 tai diem ay. Day 13 diém khac biet giita ham
hai bién v& ham mot bién. Dinh 1y duéi day cho ta mot diéu kién di ctia ham kha vi.

O Dinh ly 1.2. Néu ham f(z,y) ¢6 cdc dao ham riéng trong lan can ctia My(xg,yo) va céc
dao ham riéng ay lién tuc tai M, thi ham f kh& vi tai M,.

Ta thita nhan Dinh 1§ 1.2. Ap dung dinh 1y nay ta thiy ham f(z,y) = x c6 cac dao ham
rieng f, =1 va f, = 0 lién tuc trén toan R* nén khd vi trén toan R?. Theo cong thitc (1.4) ta
c6 dr = 1.Az + 0.Ay hay Az = dz. Tuong tu ta ¢6 Ay = dy. Do d6 cong thic (1.4) con c6
dang

df = f,(Mo)dz + f,(Mo)dy (1.5)

oVi du 1.5. Tim vi phan toan phan ctia ham z = /22 + y2. Ta c6
dz = zdx + z,dy,

!/ /
2= =z, = —Z

x W? Y \/x2—'~‘3127

do do6

dZ xdx ydy

- Varty? ety
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Trong phan cudi clia muyc nay ching toi gidi thieu mot tng dung clia vi phan toan phan.
Gia st ham f(x,y) kha vi tai M,(z,,y,). Khi d6 s6 gia toan phan Af c¢6 dang (1.2). B6 qua vo
cing bé o(p) bac cao hon p ta duge cong thite xap xi

Af = AAz + BAy = f,(Mo)Az + f,(My)Ay
hay
[0+ Aw,yo + Ay) = f(20,y0) + fr(Mo)Ax + f,(Mo)Ay. (1.6)
Cong thite (1.6) cho phép ta tinh gia tri gan ding ctia ham f tai diém da gan diém M,.

oVi du 1.6. Tinh gan ding gia tri biéu thitc

A =1/2.98% +4.01%.

Lai giai. Dit z(z,y) = /2?2 +y? thi A = 2(2.98,4.01). Viét A dudi dang A = 2(3 —
0.02,4 + 0.01), roi 4p dung cong thie (1.6) ta duge

A 2(3,4) + 2(3,4)(—0.02) + 21 (3,4)0.01,

trong do
2(z,y) = Va2 +y? = 2(3,4) = V32442 =5,
3

/ —
(3.4) =

x

2 (1Y) = ———— = 2.,
x4+ 1y?

Yy

2 (x,y) = ———e
NN =

4
Ta suy ra A~ 5+ g(—0.0Q) + 50.01 = A ~ 4.996.

Y

Ut = ol W

.
4 JR—
VETE

= z;(3,4) =

1.2.3. Dao ham riéng va vi phan cip cao

1.2.3.1. Dao ham riéng cap cao

Gia st ham f(x,y) ¢6 cdc dao ham riéng f; va f, trén tap mé D C R? . C4ac dao ham riéng
nay 13 cac ham hai bién xac dinh trén D. Néu cac dao ham riéng clia cdc dao ham riéng nay
ton tai thi ta goi ching 1a cdc dao ham riéng cap hai cia ham f. C6 bon dao ham riéng cap
hai cia ham f nhu sau:

%(%). Dao ham riéng cap hai nay con duge ky hieu 1a % hay f7 hay fI,.

0% f
Oyox
0%f
0xdy

9 (91) Dao ham rieng cAp hai nay con duge ki higu la

"
a—y Oz hay zy*

9 (9L) Pao ham rieng cip hai nay con duge ky hieu la

8 /0 N N % PN N PERTETR NG
8—y(8—£). Dao ham riéng cap hai nay con duge ky hiéu la a_y]; hay f7 hay f;’g

Cac dao ham riéng cia cac dao ham riéng cip hai clia ham f néu ton tai dude goi l1a céc
dao ham riéng cap ba ctia hamf ...

oVi du 1.7. V6i ham z = 2 — 3z + 2%y? ta lan lugt c6

2, = 32 — 3+ 2xy?, 2, = 227y,

2V =6x+ 2% 2! =dxy, 2 =

— " __ 2
y = ye = dxy, 2y, = 2x°.
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Cac dao ham 27, va z;, dudc goi la cdc dao ham hén hop ctia ham z. Trong vi du trén ta
thiy cac dao ham hdn hgp clia ham z bang nhau. Khong phai ham s6 nao ciing c¢6 tinh chat
nay. Dinh 1§ sau cho ta mot diéu kien di dé cac dao ham hén hgp bing nhau.
¢ Dinh ly 1.3. (Dinh 1y Schwartz). Néu ham f(x,y) ¢6 cdc dao ham hén hgp trong lan can
ctia My(z,,Y,) va cdc dao ham hén hgp &y lién tuc tai M, thi cdc dao ham hén hgp ay béng
nhau tai M,.

Ta ciing thita nhan khong chitng minh dinh Iy 1.3.

1.2.3.2. Vi phan cap cao

Ta goi phan toan phan df = fldz + f)dy cia ham f(z,y) tal mot diém la vi phan cdp mot
clia né tai diém 4y. Gia sit ta d& dinh nghia vi phan cAp n > 1 ctia ham f tai mot diém. Néu vi
phan cip n ctia ham f xac dinh trén mién D vi kha vi tai diém M, ndo d6 thi vi phan clia vi
phan cap n ay tai M, duge goi la vi phan cap (n+1) cia ham f tai M,. Vi phan cip n nguyén
duong cia ham f tai M, duge ky hi¢u la d" f(M,).

Gia stt f 1a ham s6 ctia hai bién doc lap x va y, ¢6 cdc dao ham riéng cap hai trong lan can
ctia Mo(2o, Yo), va cic dao ham riéng cap hai ay lien tuc tai M, (do do f7, (M) = f,.(Mo) theo
dinh 1y Schwartz). Khi d6 f! va f; kha vi tai M, theo dinh 1y 1.2. Vi x v& y 1a cac bién doc lap
nén dr = Ax va dy = Ay la cac hang s6, do d6 df = f,dx + f,dy kha vi tai M, va vi phan ciia
df tai M, thoa man

d(df)(Mo) = d(f',dx + [f',dy)(Mo)

d( [ dx)(Mo) + d(f',dy)(Mp)

d(f',)(Mo)dx +d(f",)(Mo)dy

= (["pe(Mo)d + f",,(Mo)dy)dx + (f",,(Mo)dx + [, (Mo)dy)dy

= [ pu(Mo)da® + f",, (Mo)dxdy + f",.(Mo)dxdy + f",,(Mo)dy?.

Trong day ding thitc trén, thay biéu thiic dau tién bing d?f(M;) theo dinh nghia, vi thay
(M) = fI,(Mp) trong biéu thitc cudi cing ta duge cong thitc clia vi phan cap hai clia ham
f
d? f(My) = fu (Mo)da? + 27 (Mo)dxdy + f,,(Mo)dy?. (1.7)
Ngudi ta thuong ding ki hieu tuong trung dé biéu dién cong thitc tren nhu sau
& f(Mo) = (gpdw + 5,dy)* f (M),

trong d6 (Z)? chi phép 1y dao ham riéng hai lan theo x, (%)2 chi phép 1ay dao ham riéng hai
lan theo y, %;y chi phép 1ay dao ham riéng mot lan theo y, mot lan theo x. Tuong ty néu f 1a
ham s6 clia hai bién doc 1ap x va y, ¢6 cdc dao ham riéng cap n trong lan can ctia M,(z,,y,),
va cac dao ham riéng cap n lién tuc tai M,, thi kh& vi dén cap n tai M,. Trong truong hgp nay
ta cling c6 cong thic liy thita tugng trung sau

& F(My) = (Zd + Ldy)" F(My).
eVi du 1.8. Vi ham z = 2 — 3z + 2%y?, theo cong thic (1.7), ta ¢6
d*z = 2 da* + 22! ydrdy + 2] dy ,
do d6 theo két qué ctia vi du 1.7 d?z = (6x + 2y*)dz? + S8xydrdy + 2x*dy?.

Noéi riéng ta c6
d?z(1,0) = 6dz* + 2dy>.
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1.2.4. Coéng thitc Taylor dbi v6i ham nhiéu bién

Duéi day chiing toi phat biéu khong ching minh mot dinh 1y, duge sit dung dé khao sat cue
tri cia ham s6 hai bién sb.

¢ Dinh ly 1.4. Gia sit ham f(x,y) ¢6 cdc dao ham riéng dén cap n+1 lién tuc trong e - lan
can V.(M,) cta diem M,(z,,y,) va (zo + dz,yo + dy) € Vo(My). Khi dé 30 € (0,1) sao cho

Af = f(zo+dz,yo + dy) — f(zo,y0) =
= df(M()) + %d2f(M0) + ...+ %dnf(Mo) + 1 dn—Hf(Io + le’, Yo + de)

(n+1)!

(1.8)

1.3. Cuc tri cia hAm nhiéu bién

Trong muc nay ching toi sé xem xét ba loai cic tri cia ham nhiéu bién, dé 1a cyc tri tu
do hay cyc tri khong diéu kién, ciyc tri ¢6 diéu kién, va gid tri 16n nhat va nhé nhat clia ham
nhiéu bién trén mién déng, bi chin. Nhu da néi tir trude, chiing toi sé xét cac khai niem nay
déi v6i ham s6 hai bién s6.

1.3.1. Cuc tri tu do ctia ham nhiéu bién

x Dinh nghia 1.6. Ham f(z,y) dugc goi 1a ¢6 cyce dai tai diém My(xo, yo) néu ton tai lan can
V (My(xo,10)) clia diem My(x, o) sao cho

F(M) < F(Mp),YM € V(Mp).

Khi d6 diém M, duge goi la diém cyc dai cia ham £, f(M,) duge goi la gia tri cuc dai clia
ham f va duge ky hieu 1a fia.(Mo).

Diém cyc tiéu, gia tri cuc tidu ctia ham hai bién duge dinh nghia tuong tu. Gia tri cue tidu
cia ham f duge ky hieu & fim (Mo).

Diém cuc dai va diém cyc tidu cia ham hai bién duge goi chung 1a diém cuc tri. Tuong tu
nhu vay déi véi gia tri cuc dai va gid tri cyc tiéu ctia ham nhiéu bién.

Chung toi dua vao st dung cac ky hiéu sau doéi véi ham z = f(z,y):
p=z(2,9), ¢=z(7,y), a=z,(z,y), b= 25, (2,y), c=2z,(z,y).
O Dinh 1y 1.5. Néu ham f(x,y) c6 cuc tri va c6 cdc dao ham riéng tai dieém M,(z,,vy,) thi

p(Mo) =0, q(Mo) = 0.

A.Tit gia thiét ctia Dinh 1y 1.5 suy ra ham mot bién g(z) = f(z, yo) ¢6 cuc tri tai x,. Ham
g ¢6 dao ham tai z, 1a ¢'(z0) = f.(x0,y0). Theo dinh 1§ Fermat, ¢'(zo) = f.(x0,y0) = 0 hay
p(My) = 0. Hoan toan tuong tu ta c¢6 q(My) =0 .

Ta goi cac diém t6i han ctia ham hai bién I3 cac diém ma & d6 céc dao ham rieng né ton
tai va triet tieu hodc & d6 it nhat mot trong hai dao ham rieng ciia ham s6 ay khong ton tai.
Tt dinh 1y 1.5 suy ra néu mot diém la diém cuc tri ciia ham hai bién thi né 1a diém t6i han.
Khing dinh nguge lai khong ding.

Dinh 1y duéi day cho phép ta kiém tra mot s6 diém t6i han ctia ham hai bién c6 phai la
diém cic tri ctia ham s6 ay hay khong.
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¢ Dinh 1y 1.6. Gid st ham f(z,y) c¢6 cac dao ham riéng dén cap hai lién tuc trong lan can
nao do cta diém M,(z,,vy,). Gid sit p(My) = 0, q(My) = 0. Khi dé tai M,:

(i) Néu b* — ac < 0 thi M, Ia diém cue tri ctia ham f. D6 la diém cuc tiéu néu a > 0, Ia
diém cuc dai néu a < 0.

(i) Néu b — ac > 0 thi M, khong la diém cuc trj clia ham f.

(iii) Néu b*> — ac = 0 thi M, c6 thé Ia diém cuc trj clia ham f, ciing c6 thé khong la diém
cuc tri ciia ham f.

A.Gia st h? + k? # 0 va h? 4+ k2 di nho. Ap dung cong thiic (1.8) va sit dung gia thiét
p(My) =0, ¢(My) =0 ta duge

Af = f(xo+h,yo+ k) — f(xo,%0) =
J" wa(@o + Oh, yo + Ok)R? + 2", (20 + Oh, yo + Ok)hk + [, (x0 + O, yo + Ok)k?] =
f//xx(an yO)h2 + QfI/Iy(:EU7 yo)hk + f”yy<x0’ yo)kZ] + % [ahQ + 2Bhk + ’7k2] )

1
2
1
2

trong do
o= f//xx(xo + Hha Yo + 9]{?) - f”:m:(x()? yo)?
6 = f”xy(xﬂ T 9h’7 Yo + ek) - f,,my(x()) yO)v
7= f//yy(x(] . 0h’7 Yo + Hk) - f//yy(x(]u yO)

Do cac dao ham cap hai clia ham f lién tuc tai My nén «, 3, dan dén 0 khi p = V/h? + k2
dan dén 0. Tir d6 ta c6

Af =1 [ah® 4 2bhk + ck*] + o(p?) (1.9)
trong do
a = f”m(xoy yO)a
b == f”my(x07y0)7
c= f”yy(iCo,yo)-

Gid st b? — ac < 0. Khi d6 a # 0. Gid st a > 0. Xét ham

g(u,v) = L [au® + 2buv + cv?] .
Vi g lien tyc trén duong tron u? + v* = 1 nén dat dugc gid tri nhdé nhat tai (ug,vy) nao dé
trén duong tron dé. Ta co

g(u,v) > g(ug,vo) = 5 [(auo)2 + 2aupbug + acvoﬂ

=L [(auo + bug)® — (0% — ac)vgﬂ > 0,Y(u,v) : u? +0? = 1.

T (1.9) suy ra
2
Af = p? {% [(Jm2 + 2buw +cv2} + %} ;

D |

h
trong db u = —,v =
p

Theo ching minh trén

o 2
Af>p? {9(“077)0) + (ppz)} > 30°9(uo,v0) > 0

v6i moi p dit nhd. Diéu nay chitng té My 1a diém cuyc tiéu ctia ham f. Chitng minh tuong ty ta
duoc néu a < 0 thi M, la diém cyc dai cia ham f.
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. 1 2. 1z
Gia stt b — ac > 0. Néu a # 0 thi 3 [at? 4 2bt + ¢] 1a tam thic bac hai. N6 doi dau tren R

vi b — ac > 0. Gid st ¢, t5 12 hai gid tri théa man
% [at12 + 2bty + c} <0,
1 [ats® + 2bty + ] > 0.

Ap dung cong thitc (1.9) véi h = t,0,k = 6,6 # 0. Khi d6 p? = (t,2+1)d% nén o(p?) = o(6?).
T d6 ta cod

Af =3 [at12(52 + 2bt,6% + 0(52} + 0(6%) = 62 {% [at12 + 2bt; + ] 0(5 } <0

v6i moi § ¢6 gia tri tuyet déi di nhé. Tuong tu ap dung cong thite (1.9) v6i h = to A, k = A\, X # 0,
ta dugce
Af =N {L[at* +2bt +c] + %2} >0

v6i moi A ¢6 gia tri tuyét déi di nho. Ta thiy Af doi dau trong moi lan can ciia M, didu dé
chitng té M, khong 13 diém cuyc tri cia ham f. Néu ¢ # 0 lap luan tuong tu ta ciing c6 két
luan M, khong 1a diém cuc tri cia ham f. Néu a = ¢ = 0 thi b # 0. Dau tién &p dung (1.9) véi
h=k=¢#0, khi dé p? = €24 €2 = 2¢2, do dé o(p?) = 0(£?), ta duge

Af =0 +o() =€ b+ °E]

suy ra Af cling dau v6i b khi € ¢6 gia tri tuyet doi dit nho. Sau d6 ap dung (1.9) véi h = (, k =
_C7C 7é 07 ta dlIOC

Af =0 +o(@) = [-b+ %]

suy ra Af trai dau véi b khi ¢ ¢6 gia tri tuyet déi dit nhé. Cac lap luan trén ching té6 Af doi
dau trong moi lan can cta M, didu dé ching t6 M, khong la diém citc tri ctia ham f.

Dé két thtc chiing minh dinh 1y ta dua ra hai vi du vé diém t6i han ma tai d6 b> — ac = 0.
Trong mot truong hop diém t6i han 1a diém cuc tri, trong truong hop con lai diém t6i han
khong 13 diém cuec tri.

Dautlenxet hamf(z,y) = 2* + y*. Ta c6 p = f. = 423 4= 1, =4yda=fI =122%b =
" =0,c= f" =12y%

zy
Didm t6i han ctia ham f la nghiém cta hé

{sz @{ 0@{1’:0
q=0 4y =0 y = 0.

Ta thdy f c6 mot diém t6i han duy nhét 1a O(0,0). Tai diém t6i han d6 a = 0,b=0,c =0
= b2 —ac = 0. Dé biét O(0,0) ¢6 1a diém cyc tri khong ta lay h, k thda man h%+k? # 0, h? + k>
di nhd, va xét dau ctia Af = f(h, k) — £(0,0). Ta c6

Af = f(hk) — f(0,0) = h*+ k* - 0" = 0" = h* + k' > 0,

Suy ra O(0,0) la diém cie tiéu ctia ham f.

Tiép theo xét ham g(x,y) = 23+ 3. Tuong tu nhu d6i véi ham f, ham g cling c6 mot diém
t6i han duy nhét 13 O(0,0) va tai d6 b* — ac = 0. V6i h, k théa man k= 0,h # 0 ta c6

Ag = g(h,0) — g(0,0) = h* + 0> — 0° — 0° = h®.
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Ta thay Ag doi dau dit h c6 gia tri tuyét déi nhé bao nhiéu ching nita, tic 13 Ag ddi dau
trong moi lan can cta O(0,0). Didu d6 chitng t6 O(0,0) khong 1a diem cyc tri ctia ham g O.

Tir cac dinh 1y 1.5 va 1.6 ta suy ra thudt toan tim cuc tri cia ham z = f(x,y) c6 cac dao
ham riéng dén cap hai lién tuc trén tap xac dinh ctia ham s ay nhu sau:

Bude 1. Tinh cac dao ham riéng cdp mot p = 2., ¢ = Z,-
0

Budc 2. Tim diém t6i han ctia ham z bing cach giai he phuong trinh { ]qg i 0

Bude 3. Tinh cac dao ham rieng cap hai a = 2,, b=z, c =z,

Budc 4. V6i mdi diém t6i han ctia ham z, kiém tra xem trudng hgp ndo trong cic trudng
hop (i), (ii), (iii) ctia dinh 1§ 1.6 x4y ra. Néu xay ra truong hop (i) hodc (ii) thi dua ra két luan
tuong tng. Néu x4y ra trudng hop (iii) thi can khio sat them vé diém t6i han bing cdc cong
cu khac dé biét diém t6i han 4y c6 phai la diém cyc tri khong. Chéng han cé thé dua vao dinh
nghia citc tri nhu trong chitng minh cta dinh 1y 1.6. Chiing t6i khong di sau vao phan tich cac
phuong phap khao sat déi v6i diem t6i han trong trusng hop nay.

Dé dé nhé dinh 1§ 1.6 chiing t6i dua ra bang sau:

b? — ac a Két luan

>0 Diém t6i han 1 diém cuc tiéu

<0 biem t6i han la diem cuc dai

>0 Bat ky | Diem t6i han khong 1 diém cuc tri

Chua két luan dugc. Diém t6i han c6 the 1a diem cuc tri,
c6 thé khong 1a diém cuc tri

<0

= Bat ky

oVi du 1.9. Tim cyc tri clia ham s6 z = 32* + 823 — 622 — 242 + 2312

Lai giai. Ta ¢o

= 3at + 823 — 622 — 24x + 232,

=2, = 1223 4+ 242% — 122 — 24 + 32%y2,
=7, = 223y,

= 2", = 3622 + 482 — 12 + 6xy?,

= 2", = 62%y,

=z, = 22°.

QO TR T N

Ta tim c4c diém t6i han clia ham z bang cach gidi hée

r=—2

{sz {12x3+24x2—12x—24+3x2y2:0 o r=—1

qg=20 203y = 0 r=1
y = 0.

Suy ra ham z c¢6 ba diém t6i han 13 M(—2,0), N(—1,0), P(1,0). Ta c6 bang sau:

Diém t6i han a b c b? — ac | Két luan
M(-2,0) 360 0 -16 | 5760 | M khong la diem cyc tri cia ham z
N la diem cuc dai ctia ham z,
N(-1,0) -24<0 0 -2 -48<0 (V) = 13
P I3 diém cyc tieu ctia ham z,
P(1,0) 720 0 2| -144<0 coin(P) = —19
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1.3.2. Cuc tri c6 dieu kién ctia ham nhieu bién

Nguoi ta goi cuc tri clia ham s6

z = f(z,y), (1.10)
trong d6 céc bién sd bi rang buoc bdi hé thic
g(z,y) =0 (1.11)

1a cuce tri ¢6 didu kien.

O Dinh 1y 1.7. Gid sit My(zo,y0) 1a diém cuc tri c6 diéu kien ciia ham s6 (1.10) véi diéu kién
(1.11). Gia sit
(i) Trong lan can ctia My cdac ham so6 f(z,y) va g(z,y) ¢6 cdc dao ham riéng cap mot lién
tuc,
(ii) Cdc dao ham riéng g,,, g, khong dong thoi bang khong tai M.
Khi doé tai M
Fe i

=0. 1.12
e (112)

Ta thita nhan dinh 1y nay.
Hé thic (1.12) cung véi diéu kien (1.11) cho phép ta xac dinh (z,,y,).

Chii thich 1.1. Heé thitc (1.12) c6 thé viét lai thanh
f2(Mo) g, (Mo) — f,(Mo)g,(Mo) = 0,

hay
(M) fy(Mo)
7o) — &, (o) (1.13)

Dit cic gia tri chung ctia cdc vé § dang thiic (1.13) 1d —\ ta duge

{ f'o(Mo) + Mg’ (M)
fy(Mo) + Ag',, (Mo)

0
0.

<z PN . - x PPN s (Mo s 'y (Mo
Ngugce lai neu ton tai A thoa man hé trén thi 700 Y g

Tiic 1a he thic (1.13), do d6 (1.12) thoéa man. Vay néu M, thoa man cac diéu kien (i) va (ii)
ctia dinh 1y 1.7 thi ton tai A sao cho tai M,

; bang nhau vi déu bang —\.

fo(@y) + A (z,y) =0
{ f/y(xvy) + /\g/y(x,y) =0. (114)

He (1.14) cung vdéi diéu kien (1.11) cho phép ta xac dinh (xg, yo, A).
bat

F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(x,y) (1.15)
thi
F'y = [ (z,y) + Ad (2, y)
Fy=f,(z,y) + g, (7,9)
F'\ = g(z,y),



