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LOT NOI PAU

. Vao nam 1932, Banach xuit ban cuén sach “Lj thuyét toin

tr”

, n6i dung bao gom nhirng két qud duoc biét vao thoi dé ve 1y
thuyét cac khong gian dinh chuédn, dic biét 1a cic dinh 1y ciia Banach
da coéng bd trong cac bai bao tir nam 1922-1929... Cudn sach nay lam
cho Gidi tich ham c6 mot tac dong nhu cuén sich cia Van der Waerden
ve dai s6, dwoc xudt bdn hai nim trwéc dé6. Céac nha gidi tich trén
thé giéi bat dau nhan thirc duwoc sirc manh cda phwong phap méi va
a4p dung ching vao cac linh vyc khac nhau; cac ky hiéu va thuat ngt
cia Banach dwoc chap nhan rong rai, khong gian dinh chuan day di
dwoc goi 14 khéng gian Banach roi chdng bao lau, Iy thuyét nay trd

thanh mét phan bat budc trong chwong trinh dai hoc...

J. Dieudonné (1981)

Gidi tich ham 14 mot nganh cia gidi tich toan hoc nghién cttu chc d6i twong
va cau triic toan hoc triru tirong, tong quat hon cac khong gian R™ thong thwong.
Céac két qua va phwong phap cia n6é tham nhap vao nhiéu nganh khic nhau nhw
Iy thuyét phwong trinh vi phan thwong, phwong trinh dao ham riéng, 1y thuyét
cac bai toan cuc tri va bién phan, phwong phap tinh,... Ra doi vao nhirng ndm
dau cia thé ky 20, dén nay gidi tich ham tich luy dwoce nhirng thanh tuu quan
trong va nd da trd thanh chudn muec trong viéc nghién citu va trinh bay cac kién
thirc toan hoc.

Gi4o trinh nay danh cho sinh vién cic 16p Toan Dai hoc Sw pham, dwoc viét
ra trén co s& Bai gidng giadi tich ham da doc cho sinh vién khoa Toan Pai hoc Sw
pham Hué trong nhirng nam vira qua. Day cung la hoc phan bat budc cudi ciing
vé mon gidi tich ma sinh vién phéi hoc trong chinh khoA.

No6i dung gido trinh gom 5 chwong 1§ thuyét va c6 phan hwéng dan gidi bai
tap cung phu luc. Hai chwong dau danh cho viéc trinh bay nhtrng kién thitc co
ban, dai cwrong cia khong gian dinh chuan va mot s6 dinh Iy quan trong cia gidi
tich ham tuyén tinh. Cac chwong con lai xét cac van dé cu thé hon nhu cac
khong gian LP, khong gian Hilbert va cic van dé lién quan dén toidn tr tuyén
tinh. Céc noi dung nay phu hop véi chwong trinh hién hanh cia nganh toan cac
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truwdomg s pham, dwoc chon loc theo phwong cham tinh gidn va co ban gitp sinh
vién ¢6 duwge cal nhin thong nhat déi véi nganh gidi tich.

Mén hoc nay ké thira va phat trién cac kién thirc ciia cac hoc phan giai tich
trude d6. Do do sinh vién can 6n lai cac kién thitc vé khong gian métric, t6 po,
I thuyét do do, tich phan cing nhw mot s6 ky ning tinh toan cia gidi tich co
dién. Dé gitp sinh vién tap van dung kién thire da hoc, cudi méi muc c6 mot sé
bai tap twong rng. Phin cudi c6 hwéng dan va gidi mot s6 cic bai tap nhw 1
nhirng goi ¥ dé sinh vién c6 thé hoc t&t hon.

Céc tac gid xin dwoc cam on cac dong nghiép & T Gidi tich Khoa Toan,
Truong dai hoc Sw pham Hué da dong gop ¥ kién va tao diéu kién dé gido trinh
nay ra doi. Chtng t6i mong nhan dwoc nhitng phé binh, gop ¥ dé nhirng lan in
sau gido trinh dwoc bo sung va cai tién t6t hon.



Chuong 1

KHONG GIAN TUYEN TINH DINH CHUAN

Khéi niém khong gian tuyén tinh (hay khong gian vecto) la mot trong nhirng
khdi niém quan trong va co ban cia todn hoc hién dai. Cdc van dé cia dai s
tuyén tinh nhw 1y thuyét dinh thitc, ma tran, hé phwong trinh tuyén tinh, ...
duwoc phét bieu va trinh bay mot cidch nhat quéin trén ngdn ngir va cdu tric cia
khong gian vecto. Trong gidi tich, khi lam todn trén cdc tap R hay R™ chiing ta
kh& quen thudc v&i cau tric sé6 hoc cia tap nay. Tuy nhién bude vao cdc linh
virc khac, chang han 1y thuyét phwong trinh vi phan, phwong trinh tich phan,
khi phdi thudong xuyén lam viéc trén tap cdc ham s6, ta can xay dung céc cau
tric khong gian tuyén tinh dé thuc hién cac phép toan dai s6 trén tap cdc ham
s6 dé. Dong thoi, dé c¢é thé lam toan gidi tich dwoc trén cac khong gian &y mot
cdch tu nhién ching ta phdi dwa cdu tric métric vao cho ching. Tuy nhién néu
nghién ctru riéng ré ciu tric khong gian vecto va cu tric khong gian métric thi
ta sé khong thu dwoc diéu gi méi. Ching ta hy vong rang véi s két hop nhat
dinh gitra hai cau tric nay thi cdc vdn dé nghién ciru cing nhirng két qud mdi
sé xudt hién nhiéu hon. Céc ndi dung dé sé dwoc lan lwot trinh bay qua céc
chwong cia gido trinh nay. M& dau, muc §1 danh cho viéc 6n lai cdc khéi niém
va tinh chdt da biét lién quan dén khong gian vecto. Cac muc khéc 14 noi dung
md&i cia chwong nay.

§1. KHONG GIAN TUYEN TINH

1.1 Dinh nghia. Mot khong gian tuyén tinh hay khong gian vecto X trén
mot treong K 1a mot tap hop khac tréng X, ¢é trang bi hai phép todn cong (+)
va phép nhan ngoai (nhan vo hwéng) nghiém ding cdc tién dé sau:

1) (X,+) 1A mot nhém Abel, nghia 1a: v&i moi cdp phan ti (z,y) € X x X
cho trng v&i mot phan ti cia X ky hiéu z + y, goi 1a téng cla = va y, thod man

a. r+y=y+x véimoizx, ye X.

b. (x4+y)+z=a+ (y+2) véi moi z,y,z € X.

c. Ton tai phan tir 0 € X, goi 1& phan tr khong sao cho

Vee X, z4+0=04+2x=x.



d. V&i moi x € X ton tai mot phan tir ky hiéu —z, goi 1a phdn ti déicia x
sao cho z 4 (—x) = 0.

2) X cuing phép nhan vo huéng trén X, tirc 1d moi cip (o, z) € K x X tmg
véi mot phan tir cia X, ky hiéu ax, thod man

a. a(x+y) =ar+ay véimoi a € K, z,y € X.

b. (a+ fB)x = ax + fx véimoi o, f € K, = € X.

c. a(fzx) = (fa)r=afz, a,f € K, x € X.

d. Vx € X, lx==x.

Céc phan tr cia X goi 1a cdc vecto, a € K goi la vo huéng. Trong gido
trinh nay ta chi lam viéc v4i treomg K 1a R (truomg céc sé thue) hodc C (truomg
céc s6 phire).

Vi du.
1. Tap hop K" = K x ... x K v&i cac phép toan cong va nhan vo huwéng:
N————
n lan

x—i_y:('xl—i_yl?"wwn—i_yn)?
ar = (axy,...,0z,)

trong d6 a € K, = = (z1,...,2n), ¥ = (y1,---,Yn) € K™ la mot khéng gian
vecto. Dac biét khi n =1 thi K la mot khong gian vecto trén chinh né.

2. Tap hop céc da thirc mot bién thure trén R, ky hiéu 1a P véi phép cong hai
da thirc, phép nhan mot s6 véi da thite dwgce xdc dinh theo cidch thong thuwdomg
cung la mot khong gian vecto.

3. Tap hop tat cd cdc ham s thue hoac phitc x4dc dinh trén mot tap A khéc
trong véi cde phép toan
Vee A, (f+9)x) = flz)+g(=),
(A)(@) = Af(x),

14 mot khong gian vecto, ta ky hiéu 1la F(A).

4. Tap hop céac day s6 thue (hodac phite) véi cdc phép cong va phép nhan
vO huwéng dwoce xac dinh theo cach thong thwong lap thanh khong gian vecto, ky
hiéu 1& s. That ra, theo ky hiéu & vi du 3, ta c¢6 s = F(N), v4i N 14 tap céc so tu
nhién.



1.2 Poc lap tuyén tinh-Co sd.

1.2.1. Gid st X 1a mot khong gian vecto va x1, Ta,...,x, la cdc vecto
thuoc X. Tong

n
a1ry + -+ apx, = E QT
=1

trong do6 cac o; € K duwoc goi 1a mot té hop tuyén tinh cla céc vecto zq,. .., T,
véi cde hé s6 aq,. .., .
Cho M 14 mot tap con cia X. Ta goi M 1a mot tap hop doc ldp tuyén tinh
néu moi tap hiru han cac phan tr {x1,...,2,} C M va cac s6 ay,...,a, € K,
néu
n
Zaixi =0 thi (67 :0, 1= 1,...,TL,
i=1
trong dé n 1a sO tw nhién bat ky.
Truomg hop M khong phai 1a doc 1ap tuyén tinh thi ta goi M 1a phu thudc

tuyén tinh.

1.2.2. Cho B la mot tap con khéc trong cia khong gian vecto X. Tap B
dwoce goi 1a mot co sd ((hay co s¢ Hamel ) cia X néu:

a) B 14 mdt tap hop doc lap tuyén tinh.

b) B sinh ra X, nghia la v&i moi # € X, z 14 mot t6 hop tuyén tinh cia
mot s6 hiru han cdc phan tir cia B :

(VxEX) (EI at,...,o, € K; Elxl,...,asnEB): x:Zaixi (1.2)
i=1

1.2.3 Ménh dé. Gid si B la mot co sé cia khong gian vecto X. Khi dé
biéu dién cia vecto x € X cho bdi (1.2) dugc wdc dinh mét cdch duy nhat.

Chii y. Trong phét biéu cia ménh dé nay ta qui wée rang trong tong (1.2)
cac vecto x; khac nhau tirng déi mot; khong cd6 mat cac hang tir dang Ox; va
hon ntra, do tinh chit giao hodn cia phép + nén ta khong quan tam dén thir tu
cua cdc hang tik.

Chitng minh. Gid sit c6 hai céch biéu dién khac nhau:
T=0121 4+ @y = Oiya + 0+ Bnlm,

voia; #0, B; #0, i =1,...,n, j=1...,m.
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Ta loai bo cdc hang twr ajx; va Bryr ¢ hai vé néu a; = B va x; = yg. Luc
d6 céc hang tir a;x; va By, con lai & hai vé€ sé xdy ra hodc x; # y, hodc néu
\ ~ ’ 3 N A N . . \
xj =y thi o # f. Chuyén cdc hang tir d6 vé mot vé va viét lai thanh

v+ -+ v, =0, 0 <r <n+m.

Do B la mot tap hop doc lap tuyén tinh nén p; = -+ = u, = 0. Diéu nay
vO 1y vi moi py, phai 14 «; hodce By thl khdc khong hodc a; — B # 0.

Bay gitr gid sir B 14 mot co s& cia khong gian vecto X va B 1a tap hiru han
c6 k phan tir. Khi d6 moi tap con doc 1ap tuyén tinh cia X c¢6 t6i da k phan tir
(Hay chimg minh diéu dé nhw 14 cich 6n lai kién thirc cia dai s6 tuyén tinh!)
Lic nay ta néi X 1 khong gian hitu han chiéu, so phan tir cia B gom k phan tir
dwoc goi 1a sé chiéu cia X va ky hiéu la dim X = k. Néu X khong phai 1a khong
gian htru han chiéu thi ta goi né 14 khong gian vé han chiéu va viét dim X = oco.

Cho B la tap con clia X. Dé nhan biét B la co s& cia khong gian vecto X,

ta con co:

1.2.4 Pinh ly. Tap 0 # B C X ld co so cia khong gian vecto X khi va
chi khi B la tap hop doc lap tuyén tinh téi dai (nghia 1a B doc 1ap tuyén tinh va
néu M 2 B thi M phu thudc tuyén tinh).

Chitng mainh.

a. Diéu kién can. Cho M 2 B. Gid stt € M va = ¢ B. Khi d6 theo dinh
nghia co s&, phdi ¢6 x1,...,2, € B, a1,...,a, € K sao cho

n n
T = Z a;x; hay Z a;x; — e =0.
=1 n=1

Hé {z1,...,2,, 2} phu thudc tuyén tinh nén M phu thuoc tuyén tinh.

b. Diéu kién du. Véi z € X, néu x € B thi x = 1lz. Néu = ¢ B thi do
B U {x} phu thudc tuyén tinh nén tén tai moét t6 hop tuyén tinh

a1+ -+ apr, = 0

sao cho tat cd cac aq,..., o, khong dong thoi bang khong. Trong céc vecto x;
nay phai cé mat vecto z, chang han x = 1 va khi dé o # 0 vi néu khong phai
nhu vay thi B sé phu thudc tuyén tinh. Do dé

1 -1
r=x1=—(a] qoxo+ -+ a] apTy,).



Vay B la mot co s& cia X.

1.2.5 Dinh ly. Gid si X la mét khong gian vecto va M la mét tdp hop doc
lap tuyén tinh trong X. Lic dé ton tai mot co so B cia X sao cho B D M.

Chitng minh. Ky hiéu F 1a tap hop tét cd cdc tap hop N doc lap tuyén tinh
trong X chita M. Khi dé F # () vi M € F. Ta dinh nghia quan hé thit tir trén
F nhu sau: v6i Ny, No € F, N; < N, khi va chi khi N; C N,. Gid st A C F 1a
mot tap con sap thang cia F. Ta dat Ng bang hop cia tat cd cic tap N thuoc
A. Lic dé Ny 1a mot can trén cia A. Do F thod man céc gid thiét cia bo de
Zorn nén trong F ton tai mot phan tir t6i dai B. Vay B 1a co s& phai tim.

1.2.6 Hé qua. Moi khong gian vecto X # {0} déu ton tai co so.

Chitng minh. Lay xz € X, x # 0 va dat M = {z} r6i 4p dung Dinh ly 1.2.5.

1.3 Khoéng gian vecto con.

1.3.1 DPinh nghia. Cho X la moét khong gian vecto va M la mot tap con
khéc trong cia X. Gia sir cdc phép toan cong va nhan vo hudng trén X thu hep
lai trén M cung lam cho M thanh mot khong gian vecto. Khi dé ta goi M la
mot khong gian vecto con (hay goi tat 1a khong gian con) cia X.

1.8.2 Dinh ly. Cho M la mot tdp con khdc trong cia X. Diéu kién cin va
di dé€ M trd thanh mét khong gian con cia X la:

a. Ve,ye M: z+y e M.

b.Vx e M, Vae K: ax € M.

Chitng minh. Diéu kién can hién nhién. Do gia thiét, cidc phép todn cong va
nhan vo hwéng 14 kin trén M. Hon nira, céc tinh chit cia cdc phép todn nay van
con ding khi ta lam viéc véi cde phan tir cia M nén tdm tién dé cia mot khong
gian vecto dwoc nghiém dung. Tir day cho phép ta suy dwoc diéu kién du.

Cht y. Trong thirc hanh, dé kiém tra mot tdp Y nao dé la khong gian
vecto, nguoi ta thudong nhing né vao trong mdt khong gian vecto da biét roi
kiém tra cac dieu kién cda dinh ly trén.

1.3.3 Vi du.

1. Tap hop I} gom tdt cd cdc day s6 thwce hosic phitc z = (2,), sao cho

oo
ST |xn] < oo la mot khong gian con cua khong gian s céc day so.
n=1



2. Tap hop cédc ham s6 lién tuc xdc dinh trén doan [a,b] ky hiéu C,p) la
mot khong gian con cua khong gian cdc ham s6 F([a, b]).

3. Tap hop I = {z = (zp)n, C K : sup|z,| < oo} céc day s6 thuwe hoac
neN
phttc = (z,,), bi chan cling 1& mot khong gian vecto. Do 1a khong gian con cua

khong gian vecto s cac day so.
Tir Dinh 1y 1.3.2 ta ¢c6 ménh dé sau.

1.3.4 Ménh dé. Giao mot ho tuy § cde khong gian con cia X la mot khong
gian con cia X.

Chitng minh. Gia st (M;)i;er 14 mdt ho cdc khong gian con cia X. Dat
M = O\ M;. Ta ¢c6 M khéc tréng vi né c¢6 chita vecto 0. Néu x,y € M, (tirc
iel
lax,ye My, Viel),a e Kthhx+y € M;, ax € M; vé6i moi i € I. Do dé
x4y € M vaar e M. Vay M la khong gian con cua X.

1.3.5 Dinh nghia. Gid sir A la mdt tap con cua khong gian vecto X. Luon
ludén ton tai mot khong gian con cia X chira A (chdng han ban than khong gian
X). Giao cia ho tat cd cdc khong gian con chita A cling 1la mot khong gian con
chita A. Khong gian con nay dwoc goi 1a khdong gian con sinh boi A hay 1a bao
tuyén tinh ciua A va dwogce ky hiéu 14 ( A) hoac span (A). Theo dinh nghia, day
14 khong gian con bé nhat cia X chira tap A. Ta cé:

1.3.6 Ménh dé. Bao tuyén tinh cia tap A la tdp hop tdt cd cdc to hop
tuyén tinh cia cdc phan tw thudc A.

n ~

Chitng minh. Pat M = {Zaixi| o, €K, v € A, n € N}. Ro rang theo

i=1

Dinh 1y 1.3.2, M la khong gian con cia X. Hon nira tit A C M suy ra ( A) C M.
n

Mat khéc do z; € A nén > a;z; € (A) vi ( A) 1a mot khong gian vecto. Do dé
i=1

M C (A vatirdo M = (A).

1.3.7 Dinh nghia. Gid st M va N la hai khong gian con cia X. Ta k¥
hitu Z =M+ N = {z+y: x € M, y € N}. Lic d6 Z cung la mot khong gian
vecto con cia X, dwoc goi la téng cia M va N. Ta dé dang suy ra:

M+ N = (M UN).

Néu Z = M + N va M NN = {0} thi Z dwoc goi 1A tong truc tiép cia M
va N, ky hieu Z = M & N. Ta c6:
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1.83.8 Dinh ly. Cho M, N la cdc khong gian vecto con cia X va dat
Z = M + N. Diéu kién dt c¢6 va di dé Z = M & N la véi moi z € Z, z duoc
bi€u dién mét cdch duy nhdt dudi dang z = x +vy véix € M, y € N.

Chitng minh.

Dicu kién can. Gid st Z = M d N vaz =x+y =2’ +y v6i x, 2’ €
M; y,y e NLucdébax—2' =y —y Vie—a2'e M, y—y € Nnénz — 2’ =
Yy —ye MNN={0}. Vayx =2' vay =1y/.

bicéu kién diu. Ta c6 Z = M + N. Gid st x € M N N. Lic db ta viét
z =2+ 0 =04 z. Do tinh duy nhéat cia biéu dién, ta suy ra 2 = 0 nghia la
MAN ={0}hay Z=M & N.

1.4. Khong gian vecto tich—-Khong gian vecto thuong.

1.4.1. Cho Xy,..., X, la n khong gian vecto trén cuing mot truong K. Ky
hiéu X 1a tich Descartes cia cdc X; : X = X; x ... x X,,. V&i cdc phan tir
x=(x1,...,2n), Y= (Y1,...,Yyn) thuoc X va a € K ta dinh nghia

x—i_y:('xl—i_yl?"wwn—i_yn)?

ar = (axy,...,qz,).
Lic d6 dé dang kiém tra dé thdy rang véi hai phép toan trén, X trd thanh
mot khong gian vecto va X dwgce goi 1a tich (hay tich truc tiép) cia n khong

gian vecto Xq,...,X,.

1.4.2 Cho X la mot khong gian vecto va M 1a mot khong gian con cia né.
Ta dinh nghia quan hé sau:

Ve,zye X, x=y (mod M) &z —y e M.

Ro6 rang day 14 mot quan hé twong dwong trén X. Cho z € X. Néu y =
x (mod M) thiy—x € M hayy € x4+ M. Ngugclainéuz € x+ M thiz—z € M
hay z = y (mod M). Do d6 16p twong dwong cia x, ky hiéu T chinh 1a tap
x4+ M ={x+m; m € M}. Ta ky hiéu tap thwong la X/ M ={Z: x € X}.
Chu ¥ rang
r=2" (modM) < z—2' € M,

y=y (mod M) < y—1y' € M,
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do d6 ta c6 thé dinh nghia cic phép toan cong va nhan vo hwéng trén X /M nhw

Sau

T+Yy = r+y,

ar = ax,
trong dé z,y 1a cdc phan tir bit ky trong céc 16p twong dwong T, 7.

Theo cht y trén, dinh nghia cic phép todn nay la ding dan vi khéng phu
thuoc vao viéc chon cac dai dién z € &, y € v.

Dé dang kiém tra dé thay rang véi cic phép todn trén, X/M trd thanh mot
khong gian vecto, goi 1a khong gian vecto thwong cia X theo khéng gian con M.
Luwu y rdng phin tir 0 cia X/M chinh 1 tap M.

1.5. Anh xa tuyén tinh.

Cho X, Y la hai khong gian vecto trén truwong K va mot anh xa A: X —
Y, © — Ax. Ta goi A 14 mot dnh za tuyén tinh (hay todn ti tuyén tinh) néu véi
moix, y € X, a,0¢€ K taco

A(ax + By) = aAzx + Ay.

Cho A 1a dnh xa tuyén tinh tir X vao Y, ta ky hiéu Im A = A(X) va
KerA = A71(0) lan lwgt anh va hat nhan cia A. Néu A 1a song anh ta néi A 1a
phép dang cau tuyén tinh va X, Y la hai khong gian vecto dang cau véi nhau.

Bay gior gid st A, B: X — Y la hai d4nh xa tuy y. Ta c¢6 cédc dinh nghia
thong thwong:
(A+ B)x = Az + Bz,
(aA)r = aAx,
trong d6 a € K, = € X.

Dé dang thdy rang néu A, B la cdc anh xa tuyén tinh thi A + B, oA cling
14 nhitng 4nh xa tuyén tinh tir X vao Y.

Ky hiéu L(X,Y") 1a tap hop tat ca cdc dnh xa tuyén tinh tir X vao Y. Khi
dé6 véi hai phép todn vira xdc dinh, L(X,Y) 1lap thanh mot khong gian vecto.
Néu Y = K (R hay C) lic d6 4nh xa tuyén tinh A: X — K dwoc goi la phiém
ham tuyén tinh trén X, con L(X, K) dwoc ky hiéu 1a X’ va goi 1a khong gian lién
hiép dai s6 cia khong gian X.
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BAI TAP

1.1. Cho X 1a mot khong gian vecto, fi, fo la hai phiém ham tuyén tinh
xdc dinh trén X. Gid st v6i moi z € X thi fi(z)f2(z) = 0. Chitng minh rang
fi =0 hay fa =0.

1.2. Cho X la mot khong gian vecto va A : X — X 14 mot todn tir tuyén
tinh. Gid st A2 = Ao A = 0. Chitng minh rang I — A 13 mot song anh. (I 1a
todn tir dong nhat id.)

1.3. Cho f, f1,..., fn 14 cdc phi€ém ham tuyén tinh trén khong gian vecto X.
Gid st Ker f D 161 Ker f;. Chitng minh rang f 14 mot t6 hop tuyén tinh cida céc

fi,ooos fn-

§2. KHONG GIAN TUYEN TINH DINH CHUAN.

2.1. Céac dinh nghia.

Cho X 14 mot khong gian vecto va || - || : X — R la mot ham s&. Ta goi
ham s6 nay 14 mot chuan trén X néu nd thod man 3 tién dé sau:

1.Vee X : |z|| > 0; ||z|| = 0 khi va chi khi 2z = 0.

2. |Az|| = |A|||z|| v6i moi A € K, = € X.

3. lz+yll < =]l + |lyll, v6i moi z, y € X va X € K (bat dang thirc tam
gidc).

Khi d6 cap (X, || -||) dwoc goi 14 mot khéng gian tuyén tinh dinh chudn hay
gon hon khong gian dinh chudn.

Néu trwomg K = R (t.ar., C) thi ta goi (X, |- ||) 1& khong gian dinh chudn
thue (tar., khong gian dinh chudn phitc). S6 thue ||z|| dwoc goi 1a chudn hay dé
dai cla vecto € X. Néu khong ¢é s nham lan vé chudn trén X thi ta sé ky
hiéu tat 1a khong gian dinh chuan X.

Cho X la mot khong gian dinh chuan. Véi z, y € X ta dat

d(z,y) = |z -yl
Khi d6 tir ba tién dé cda chuan, ta suy ra ngay d la mot métric trén X. Hon
ntra d con théa man:
a) dlx+z,y+z2) =d(x,y)
b) d(Az, Ay) = [Ald(z,y)
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véi moi x,y,z € X, A € K.

Ngwoc lai cho X la mot khong gian vecto va d 1a mot métric xac dinh trén
X. Gia st d thod man thém cdc diéu kién a) va b). Ta dat

]| = d(z,0)

thi 16 rang || - || 14 mot chuan trén X. Do dé néu X 13 mot khong gian dinh
chuan thi né ciing 14 mot khong gian métric (véi métric sinh ra tir chudn, tic
1a d(z,y) = ||z —y||). T day tat cd cdc khéi niém cia khong gian métric déu
dwge chuyén cho khéng gian dinh chuan. Dé ¥ rang cdc tinh chat a) va b) chinh
14 mdi lién hé gitra cdc phép todn cong va nhan vo hwéng trén X véi ham chuan
(métric).

2.2. Céc vi du.

2.2.1. Téap hop K" cdc bd n s6 thue (hoac s6 phic) x = (x1,...,2,) 1&
mot khong gian dinh chuédn véi chuan

chuan nay dwoc goi la chuan Euclide trong K" va K™ dwoc goi la khéng gian
Euclide n chiéu. Dac biét, khi n = 1 ta c¢6 K 1a mot khong gian dinh chuan véi
]} = f].

2.2.2. Tap hop C, ) cdc ham s6 lién tuc trén [a, b] véi cdc phép todn cong
va nhan v4i mot s6 xdc dinh theo cdch thong thuomg 1a mot khong gian vecto.
Hon nira, néu dat

= t
o] = max (1)

thi né trd thanh mot khong gian dinh chuan.
2.2.3. Tap hop [ tdt cd cdc day so thuc hay phitc bi chan 14 mot khong
gian dinh chuan véi chuan

|z|| = sup |zn].
neN

Khong gian nay con ky hiéu la m.

A . oA PPN PN AN A A~ ’ ’ N
Doc gid tuw kiem nghiém ba tién dé vé chuan cia céc vi du nay.
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2.2.4. Ky hiéu [? 1a tap hop téat cd cdc day s6 thuc hay phicc x = (z,), sao
oo
cho Y |z,|? hoi tu. Dt

n=1
> 1
Izl = (D lal?)?,
n=1
lic dé I? trd thanh mot khong gian dinh chuan.

Chitng minh. Gid stt © = (2,)n, ¥ = (Yn)n € [>. Ta cé bat dang thirc hién
nhién
20 +ynl? < (2l + lya)? < 2(|z0l® +[yal?).

o0 o0 O
Vi Yz, < oo, Y |ynl? < conén 3 |z, +ynl? < oo. Ngodiranéu\ € K

n=1 n=1 n=1
(e @) o
tht S [Aza2 = A |#a]2. VAy 2 + y va Az thudc {2 nén 12 1ap thanh mot
=1 n=1

n=
khong gian vecto.

Tiép theo ta c6

oo
Izl > 0, 2 =0 > |eu* =06 z, =0,
n=1
véi moi n € N nghia la z = 0.
Tién dé 2 r6 rang. Vé&i moi k € N, 4p dung bat dang thite Cauchy-Schwarz
ta co

k
Z |0 + yn|®
n=1

(lznl* + 2lznyn| + lya])
|

k k k
Zal® + 20 D lealPy | D lunl? + D Iyl
n=1 n=1 n=1

k

<2

n=1

k

53

n=1

k k 9

< (\ Dl + | D lal?)
n=1 n=1

Ta cho k — oo thi nhan dwoc

(lz +y)* < Ul + llylh*

L&y can hai vé ta ¢6 ||z +y|| < ||lz|| + ||y|| hay 14 bdt dang thirc tam gidc dwgc
chirng minh.
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2.3. Su hdi tu trong khéng gian dinh chuén.

Nhuw da néi & trén, khong gian dinh chuan 1a mot khong gian métric. Tuy
nhién do vai trd quan trong ctia khong gian dinh chuan cing nhw ta thwong gip
ddi twong nay trong cdc mon hoc khac va cac 4p dung thue tién nén & day ta sé
trinh bay lai mot s6 khai niém va tinh chat thong dung &y theo k§ hiéu va ngon
ngtr cda chuan.

Cho X la mot khong gian dinh chuan.

1. Day (zn)n C X hoi tu dén z trong khong gian X, ky hiéu lim x, = x

n—oo
hay x, — = (n — o0) nghia la

|2n — 2] = 0 (n — o0)

Noéi cach khac,

(lim z, =) < ((Ve > 0)(3no)(Vn > ng) : |z, —z| < €).

n—oo
Twong tu véi tinh chat cua gia tri tuyét doi, ta co:
Vo, y € X o llzf = llyll] < llz—yl
That vay, tir tién dé 3 cla chuén suy ra:
[zl = [z =y) +yll < llz =yl +llyll hay [z =yl < llz -yl
Thay d6i vai tro cla = va y ta nhan dwoc
lyll = llz] < [lz =yl

Nhuwr thé bat dang thirc dwoc chitng minh.

Tw day ta co:

2. Néu x,, — x thi ||z,|| — ||z||. Néi cach khéc, chuan l1a mot ham s6 lién
tuc tren X. Ap dung bat dang thitc vira chirng minh ta cé

llznll = 2| < llzn — 2l = 0 khi n— oo

va dieu nay khang dinh két qud 2.
Tinh chat trén thwong dwoc viét lai 1a || im x,|| = lim ||z,| d6i véi moi
n—oo n—oo

day (xp)n hoi tu trong X.
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3. Moi day hoi tu thi bi chan. That vay, néu (x,), hoi tu dén = thi day
s6 thuwe (||xn]])n hoi tu dén ||z||. Do d6 day (||,]||)n bi chan. Diéu nay cing ¢
nghia 1& day (z,,), bi chin trong khéng gian dinh chuin X.

4. Néu x, — xo, Yn — Yo thit T, + yp — xo + yo. Néu x, — x9 VA
an — Qp, an, ag € K thi anx, — aprg. Noi cach khéc, cac phép toan cong va
nhan vo huéng X x X — X, K x X — X, (z,y) » x4+ y va (a,x) — ax 1a cac
anh xa lién tuc.

That vay, tir cac danh gia

[(@n +yn) — (2o + v)ll < llzn — ol + lyn — woll — 0
|lan®n — apxol] = ||(anxn — anxo) + (nxo — apxo)||
< ol [l — @o| + |an — aol [|zol] — 0
khi n — oo, ta suy ra duwogc diéu can chirng minh.

Dinh nghta. Choa € X va A e K, A#0. Ta goi caicanhxa f, g: X - X

lan lwot xac dinh bdi
f(x) = a+=x,

g(z) = Az, véimoi z € X,

13 phép tinh tién theo vecto a va phép vi tu ti sO .

Tir 4) ta suy ra:

5. Cdc phép tinh tién theo vecto a va phép vi tw ti s6 X\ # 0 la cdc phép dong
phoi tu X lén X.

That vay, ta thdy ngay f, gla song dnh va f~1(z) = —a+z, g '(2) = A1z
nén f, g cling véi cac anh xa ngwoc cia né f~1, g=! 1a lién tuc.

Nhdn xét. Céc tinh chat 4 va 5 cling néu lén su két hop gitra cau tric dai
s6 va phép todn co ban cuia giai tich (phép 14y giéi han).

Ta c6 cdc hé qud sau.

a) Gida st A la tap mo (t.w., déng) trong X thizg+ A= A+xzo={z0+a:
a€ A}, MA={)da: a€ A} la cdc tdp mo (tw., dong) trong X.

Diéu nay suy tir anh cia mot tap mé (t.w., déng) qua dnh xa dong phoi (cac
phép tinh tién vecto a, vi tw t1 s6 A # 0) thi m& (t.w., dong).
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b) Cho A m¢o, B la tap tuy 4 trong X thi A+ B={a+b: a€ A, be B}
la tdp mo. That vay,
A+B=JA+b)

beB

tirc 1a A + B bang hop cida mot ho cdc tdp md nén né 1a tip mo.
2.4. Khong gian Banach.

2.4.1. Pinh nghia. Cho (7,), 12 mot day trong khong gian dinh chuan X.
Nhic lai rang (z,,), 13 mot day Cauchy néu ||z, — 2., || — 0 khi m, n — oco. Néu
véi métric sinh tir chuan, X trd thanh khéng gian métric day did thi X dwoc goi
14 khong gian Banach. N6i cdch khéc, X 1a mot khong gian Banach néu moi day
Cauchy trong X déu hoi tu vé mot diém cida no.

2.4.2. Vi du. Céc khong gian K", C, g, I2,... la cac khong gian Banach.

Khong gian C[ﬁ ] khong phai la khong gian Banach.

2.4.3. DPinh ly vé b8 sung mét khéng gian dinh chuén.

Gid st X 13 mot khong gian dinh chuan (khong day di). Bang cach day
did hod khong gian métric (X, d) trong dé d(z,y) = ||z — y|| ta dwoc khong gian
métric day dd X va X trit mat trong X. Tuy nhién trong X cin xdy dung cdc
phép todn dé né trd thanh khong gian dinh chuin, nhan X lam khong gian vecto
con.

Liy z, y € X. Vi X = X nén ton tai céc day (zn)n, (yn)n trong X hoi tu
IAn lwgt dén z, y. Dé dang thay rang (2, + ¥n)n, (AZ,), 13 nhitng day Cauchy
trong X C X nén ta dinh nghia

Az = limAz,, = +y=lm(z, + yn).
n n

C6 thé kiem nghiém lai rang, cic dinh nghia nay xdc dinh mét cach ding
d#n cdc phép todn dai s dé bién X thanh khong gian vecto, nhan X lam khong
gian con. Ngoai ra X tré thanh khong gian Banach véi chuan trén X dwoc cho
bdi cong thie ||z = d(z,0), trong d6 d 13 métric trén X. Tém lai, ta cé thé
phat biéu dinh Iy nhw sau:

Dinh ly. V&i moi khéng gian dinh chudn khéng day di X, bao gio cing
ton tai mot khéng gian Banach X chita X sao cho X tru mat trong X.
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2.5. Chudi trong trong khéng gian dinh chuén.

Trong dai s6 tuyén tinh ta chi dinh nghia dwoc tong hitu han cac vecto cia
mot khong gian vector X. Mudn dua vao khéi niém “tong vo han” céc vecto hay
con goi 1a chudi, ta cin phai xét dén giéi han cia nhitng tong hitu han. Diéu nay
c6 thé thuc hién dwoc ddi véi khong gian dinh chuén vi trong d6 da xay dung
phép todn gisi han.

2.5.1 DPinh nghia. Cho (z,), la mot day trong khong gian dinh chuan X.
Ta lap mdt day méi, xdc dinh bdi

S1 = X1

So = 331+332

n
Sn = T1+To+ -+ Ty = g T
i=1

oo
Khi d6 day (sp)n duge goi 1a mot chudi va ta thuwomg ky hiéu chudi nay 1a > z,,.
n=1
Ta con goi s, 1a téng riéng thir n clda chudi, x,, 1a hang thitc téng qudt (thi n)
cla chuoi ay.
oo
Chudi 3z, dwoe goi la héi tu néu day tong riéng s, hoi tu. Khi dé dat
n=1
oo
s= lim s, va goi s 13 tong cia chudi: s = 3 z,,. Nhw viy cling mot bidu thirc
n—00 n=1
oo
3", ta vira duing dé ky hiéu mot chudi noi chung, vira k¥ hiéu tong cia né khi
n=1
chudi nay hoi tu.

oo oo
Chuoi > x, dwoc goi la hdi tu tuyét déi néu chuoi sé thue Y [|z,]| hoi tu.
n=1 n=1

2.5.2 Cac tinh chat.

Phan lén céc tinh chdt cia chudi trong khéng gian dinh chuan giéng véi
tinh chdt cda chuoi s6 thire va ngay cich chirng minh cting vay néu chting khong
lién quan dén thi tw nhw trong R. Ta néu lai mot s6 két qua thwomg dung.

a) Ta c6 thé danh s6 mot chudi tir mot s6 nguyén nao do chtr khong nhit

oo oo
thiét 13 tir 1, chdng han Y . Déi lac ta con xét chudi > zp.
n=ng n=-—0o0
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oo oo
b) Néu Y ., Y 9, la hai chudi hoi tu, cé tong lan lwot 1a = va y con A
n=1 n=1

oo oo
13 mot s6 thi cac chudi S (z, £y,), > Az, cling hoi tu va Ian lwot ¢ tong la
n=1 n=1

rty, A\

o
c) Tiéu chuidn Cauchy. Néu chuéi > x,, héi tu thi véi moi e > 0 déu ton
n=1
tai ng € N sao cho néu n > ng va p € N ta c¢é bat dang thirc.

n—+p

I aml < e

m=n-+1

Nguoc lai néu diéu kién nay dwoc thod man va X 1a khong gian Banach thi

o0
chuoi » x, hdi tu.
n=1

That vay, nhitng dieu néi trén chinh 14 4p dung tiéu chudn Cauchy dé&i véi
day (sp)n trong khong gian dinh chuan X.
oo
d) Gid st > x, hoi tu. Khi ay
n=1

limx, =lim (s, — s,-1) =s—s=0.
n n

Vay néu mot chudi hdi tu thi hang thire tong quat dan dén 0 khi n — oo.

o 0
e) Cho chuo6i Y x, hoi tu trong X. Ky hiéu r, = > z; la phan duw thtt n
n=1 1=n—+1

ctiia chuoi. Ta co r, — 0 khi n — oo.

2.5.3 Dinh 1y.

a) Trong khéong gian Banach X moi chuoi héi tu tuyét déi déu hoi tu.

b) Néu trong khéng gian dinh chudn X, moi chudi héi tu tuyét déi déu hoi
tu tht X la mot khong gian Banach.

Chitng mainh.

o0 o0
a) Cho X Banach va > x, 14 mot chuoi trong X sao cho Y ||o,| hoi tu.

n=1 n=1
Ta c6 danh gia
n+p n—+p
I Y @l < D> lzall <e
m=n-+1 m=n-+1

v6in di 1én va p tuy . Ap dung tiéu chudn Cauchy ta c6 két qua.
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b) Bay gir cho (2,)n 1& mot day Cauchy trong X. Ap dung dinh nghia, véi
moi k € N ta chon z,, sao cho ny < ngii va

||xnk+1 _xnkH < 2_k’ k= L,2,...
Céac bat dang thirc nay chirng té rang chudi
Ty, + ($n2 _xnl)—i_“.—i_ (xnk+1 _xnk) +...

hoi tu tuyét ddi. Theo dau hiéu so sanh, chudi nay sé hoi tu va goi = 13 tong cia
n6. Nhw vay

z = lim [33711 + ($n2 pr xnl) +eeet (xnk - xnkfl)] = lim Ly,
k—oo k

Day Cauchy (), ¢6 mot day con (x,, )r hoi tu vé x thi (z,), cling hoi tu vé z.
That vay, cho € > 0 s& ¢6 ng dé ||z, — || < €/2 véi moi m, n > ng. Mat khéc,
Tp, — @ nén ¢ ko dé k > ko thi ||z, — 2| < /2. Khi d6 néu n > max (ng, ng,)
thi

|20 — zl| < |20 — Tny | + (|20, — 2l <€/2+€/2=c¢

Vay moi day Cauchy trong X déu hoi tu nén X 14 mot khong gian Banach.
2.6 Khéng gian dinh chuan con.

2.6.1 Dinh nghia. Cho (X, ] - ||) 14 mot khong gian dinh chuan va Y la
mot khong gian vecto con cia né. Lic dé ham || - || thu hep lén Y cling 1a mot
chudn va véi chudn dé, Y trd thanh mot khong gian dinh chuan. Ta goi YV 13
khéng gian dinh chudn con (hay van tit, khong gian con) cia khéng gian dinh
chuan X.

Khéng gian con cia mot khong gian dinh chuan cé thé déng hoac khong.

Tuy nhién ta cé.

2.6.2 Dinh 1ly. Gid stt X la mét khong gian dinh chudn va'Y la mét khong
gian con cia né. Khi dd bao déngY cida Y cing la mét khéng gian con dong cia
X.

Chitng minh. Gid st x, y € Y, «, 314 hai s6. Ta can kiém tra az+ 8y € Y.
Viz y €Y nén ton tai hai day (z,)n, (Yn)n trong Y sao cho x,, — = va y, — .
Lic d6 ax, + By, € Y véi moi n € N dong thoi ax, + By, — ax + By. Vay
ar +ByeY.



