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LÒ
.
I NÓI D- À̂U

... Vào năm 1932, Banach xuấ t ba’n cuốn sách “Lý thuyé̂t toán

tu.’ ”, nô. i dung bao gò̂m nhũ.ng ké̂t qua’ d̄u.o.. c bié̂t vào thò.i d̄ó vè̂ lý

thuyé̂t các không gian d̄i.nh chuâ’n, d̄ă.c biê.t là các d̄i.nh lý cu’a Banach

d̄ã công bố trong các bài báo tù. năm 1922-1929... Cuốn sách này làm

cho Gia’i tı́ch hàm có mô.t tác d̄ô.ng nhu.cuốn sách cu’a Van der Waerden

vè̂ d̄a. i số , d̄u.o.. c xuấ t ba’n hai năm tru.́o.c d̄ó. Các nhà gia’i tı́ch trên

thé̂ gió.i bắt d̄à̂u nhâ.n thú.c d̄u.o.. c sú.c ma.nh cu’a phu.o.ng pháp mó.i và

áp du.ng chúng vào các lı̃nh vu.. c khác nhau; các ký hiê.u và thuâ.t ngũ.

cu’a Banach d̄u.o.. c chấp nhâ.n rô.ng rãi, không gian d̄i.nh chuâ’n d̄à̂y d̄u’

d̄u.o.. c go. i là không gian Banach rò̂i chă’ ng bao lâu, lý thuyé̂t này tro.’

thành mô.t phà̂n bắt buô.c trong chu.o.ng trı̀nh d̄a. i ho. c...

J. Dieudonné (1981)

Gia’i tı́ch hàm là mô.t ngành cu’a gia’i tı́ch toán ho. c nghiên cú.u các d̄ố i tu.o.. ng
và cấu trúc toán ho. c trù.u tu.o.. ng, tô’ng quát ho.n các không gian Rn thông thu.̀o.ng.
Các ké̂t qua’ và phu.o.ng pháp cu’a nó thâm nhâ.p vào nhiè̂u ngành khác nhau nhu.

lý thuyé̂t phu.o.ng trı̀nh vi phân thu.̀o.ng, phu.o.ng trı̀nh d̄a.o hàm riêng, lý thuyé̂t
các bài toán cu.. c tri. và bié̂n phân, phu.o.ng pháp tı́nh,... Ra d̄ò.i vào nhũ.ng năm
d̄à̂u cu’a thé̂ ky’ 20, d̄é̂n nay gia’i tı́ch hàm tı́ch lũy d̄u.o.. c nhũ.ng thành tu.. u quan
tro.ng và nó d̄ã tro.’ thành chuâ’n mu.. c trong viê.c nghiên cú.u và trı̀nh bày các kié̂n
thú.c toán ho. c.

Giáo trı̀nh này dành cho sinh viên các ló.p Toán D- a. i ho. c Su. pha.m, d̄u.o.. c vié̂t
ra trên co. so.’ Bài gia’ng gia’i tı́ch hàm d̄ã d̄o. c cho sinh viên khoa Toán D- a. i ho. c Su.

pha.m Hué̂ trong nhũ.ng năm vù.a qua. D- ây cũng là ho. c phà̂n bắt buô.c cuố i cùng
vè̂ môn gia’i tı́ch mà sinh viên pha’i ho. c trong chı́nh khoá.

Nô. i dung giáo trı̀nh gò̂m 5 chu.o.ng lý thuyé̂t và có phà̂n hu.́o.ng dẫn gia’i bài
tâ.p cùng phu. lu. c. Hai chu.o.ng d̄à̂u dành cho viê.c trı̀nh bày nhũ.ng kié̂n thú.c co.

ba’n, d̄a. i cu.o.ng cu’a không gian d̄i.nh chuâ’n và mô.t số d̄i.nh lý quan trong cu’a gia’i
tı́ch hàm tuyé̂n tı́nh. Các chu.o.ng còn la. i xét các vấn d̄è̂ cu. thê’ ho.n nhu. các
không gian Lp, không gian Hilbert và các vấn d̄è̂ liên quan d̄é̂n toán tu.’ tuyé̂n
tı́nh. Các nô. i dung này phù ho.. p vó.i chu.o.ng trı̀nh hiê.n hành cu’a ngành toán các
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tru.̀o.ng su. pha.m, d̄u.o.. c cho.n lo. c theo phu.o.ng châm tinh gia’n và co. ba’n giúp sinh
viên có d̄u.o.. c cái nhı̀n thống nhấ t d̄ố i vó.i ngành gia’i tı́ch.

Môn ho. c này ké̂ thù.a và phát triê’n các kié̂n thú.c cu’a các ho. c phà̂n gia’i tı́ch
tru.́o.c d̄ó. Do d̄ó sinh viên cà̂n ôn la. i các kié̂n thú.c vè̂ không gian mêtric, tô pô,
lý thuyé̂t d̄ô. d̄o, tı́ch phân cũng nhu. mô.t số kỹ năng tı́nh toán cu’a gia’i tı́ch cô’

d̄iê’n. D- ê’ giúp sinh viên tâ.p vâ.n du.ng kié̂n thú.c d̄ã ho. c, cuố i mỗi mu.c có mô.t số
bài tâ.p tu.o.ng ú.ng. Phà̂n cuố i có hu.́o.ng dẫn và gia’i mô.t số các bài tâ.p nhu. là
nhũ.ng go.. i ý d̄ê’ sinh viên có thê’ ho. c tố t ho.n.

Các tác gia’ xin d̄u.o.. c cám o.n các d̄ò̂ng nghiê.p o.’ Tô’ Gia’i tı́ch Khoa Toán,
Tru.̀o.ng d̄a. i ho. c Su. pha.m Hué̂ d̄ã d̄óng góp ý kié̂n và ta.o d̄iè̂u kiê.n d̄ê’ giáo trı̀nh
này ra d̄ò.i. Chúng tôi mong nhâ.n d̄u.o.. c nhũ.ng phê bı̀nh, góp ý d̄ê’ nhũ.ng là̂n in
sau giáo trı̀nh d̄u.o.. c bô’ sung và ca’i tié̂n tố t ho.n.



 

 

 

 

 

 

 

3

Chu.o.ng 1

KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH D- I.NH CHUÂ’N

Khái niê.m không gian tuyến t́ınh (hay không gian vecto.) là mô.t trong nhũ.ng
khái niê.m quan tro.ng và co. ba’n cu’a toán ho.c hiê.n d̄a. i. Các vấn d̄è̂ cu’a d̄a. i số
tuyến t́ınh nhu. lý thuyết d̄i.nh thú.c, ma trâ.n, hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh, . . .

d̄u.o.. c phát biê’u và tr̀ınh bày mô. t cách nhất quán trên ngôn ngũ. và cấu trúc cu’a
không gian vecto.. Trong gia’i tı́ch, khi làm toán trên các tâ.p R hay Rn chúng ta
khá quen thuô.c vó.i cấu trúc số ho. c cu’a tâ.p này. Tuy nhiên bu.́o.c vào các l̃ınh
vu.. c khác, chă’ ng ha.n lý thuyết phu.o.ng tr̀ınh vi phân, phu.o.ng tr̀ınh t́ıch phân,
khi pha’i thu.̀o.ng xuyên làm viê.c trên tâ.p các hàm số, ta cà̂n xây du.. ng các cấu
trúc không gian tuyé̂n tı́nh d̄ê’ thu.. c hiê.n các phép toán d̄a. i số trên tâ.p các hàm
số d̄ó. D- ò̂ng thò.i, d̄ê’ có thê’ làm toán gia’i t́ıch d̄u.o.. c trên các không gian ấy mô.t
cách tu.. nhiên chúng ta pha’i d̄u.a cấu trúc mêtric vào cho chúng. Tuy nhiên nếu
nghiên cú.u riêng rẽ cấu trúc không gian vecto. và cấu trúc không gian mêtric th̀ı
ta sẽ không thu d̄u.o.. c d̄iè̂u g̀ı mó.i. Chúng ta hy vo.ng rà̆ng vó.i su.. kết ho.. p nhất
d̄i.nh giũ.a hai cấu trúc này th̀ı các vấn d̄è̂ nghiên cú.u cùng nhũ.ng kết qua’ mó.i
sẽ xuất hiê.n nhiè̂u ho.n. Các nô.i dung d̄ó sẽ d̄u.o.. c là̂n lu.o.. t tr̀ınh bày qua các
chu.o.ng cu’a giáo tr̀ınh này. Mo.’ d̄à̂u, mu.c §1 dành cho viê.c ôn la. i các khái niê.m
và t́ınh chất d̄ã bié̂t liên quan d̄ến không gian vecto.. Các mu.c khác là nô. i dung
mó.i cu’a chu.o.ng này.

§1. KHÔNG GIAN TUYÉ̂N TÍNH

1.1 D- i.nh ngh̃ıa. Mô.t không gian tuyé̂n tı́nh hay không gian vecto. X trên
mô.t tru.̀o.ng K là mô.t tâ.p ho.. p khác trống X, có trang bi. hai phép toán cô.ng (+)
và phép nhân ngoài (nhân vô hu.́o.ng) nghiê.m d̄úng các tiên d̄è̂ sau:

1) (X,+) là mô.t nhóm Abel, ngh̃ıa là: vó.i mỗi că.p phà̂n tu.’ (x, y) ∈ X × X

cho ú.ng vó.i mô. t phà̂n tu.’ cu’a X ký hiê.u x + y, go. i là tô’ng cu’a x và y, thoa’ mãn

a. x + y = y + x vó.i mo. i x, y ∈ X.

b. (x + y) + z = x + (y + z) vó.i mo. i x, y, z ∈ X.

c. Tò̂n ta. i phà̂n tu.’ 0 ∈ X, go. i là phà̂n tu.’ không sao cho

∀x ∈ X, x + 0 = 0 + x = x.
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d. Vó.i mo. i x ∈ X tò̂n ta. i mô.t phà̂n tu.’ ký hiê.u −x, go. i là phà̂n tu.’ d̄ối cu’a x

sao cho x + (−x) = 0.

2) X cùng phép nhân vô hu.́o.ng trên X, tú.c là mỗi că.p (α, x) ∈ K ×X ú.ng
vó.i mô. t phà̂n tu.’ cu’a X, ký hiê.u αx, thoa’ mãn

a. α(x + y) = αx + αy vó.i mo. i α ∈ K, x, y ∈ X.

b. (α + β)x = αx + βx vó.i mo. i α, β ∈ K, x ∈ X.

c. α(βx) = (β α)x = αβx, α, β ∈ K, x ∈ X.

d. ∀x ∈ X, 1x = x.

Các phà̂n tu.’ cu’a X go. i là các vecto., α ∈ K go. i là vô hu.́o.ng. Trong giáo
tr̀ınh này ta chı’ làm viê.c vó.i tru.̀o.ng K là R (tru.̀o.ng các số thu.. c) hoă.c C (tru.̀o.ng
các số phú.c).

V́ı du. .

1. Tâ.p ho.. p Kn = K × . . . × K︸ ︷︷ ︸
n là̂n

vó.i các phép toán cô.ng và nhân vô hu.́o.ng:

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

αx = (αx1, . . . , αxn)

trong d̄ó α ∈ K, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn là mô.t không gian
vecto.. D- ă.c biê.t khi n = 1 th̀ı K là mô.t không gian vecto. trên ch́ınh nó.

2. Tâ.p ho.. p các d̄a thú.c mô.t biến thu.. c trên R, ký hiê.u là P vó.i phép cô.ng hai
d̄a thú.c, phép nhân mô. t số vó.i d̄a thú.c d̄u.o.. c xác d̄i.nh theo cách thông thu.̀o.ng
cũng là mô.t không gian vecto..

3. Tâ.p ho.. p tất ca’ các hàm số thu.. c hoă.c phú.c xác d̄i.nh trên mô.t tâ.p A khác
trống vó.i các phép toán

∀x ∈ A, (f + g)(x) = f(x) + g(x),

(λf)(x) = λf(x),

là mô.t không gian vecto., ta ký hiê.u là F(A).

4. Tâ.p ho.. p các dãy số thu.. c (hoă.c phú.c) vó.i các phép cô.ng và phép nhân
vô hu.́o.ng d̄u.o.. c xác d̄i.nh theo cách thông thu.̀o.ng lâ.p thành không gian vecto., ký
hiê.u là s. Thâ. t ra, theo ký hiê.u o.’ v́ı du. 3, ta có s = F(N), vó.i N là tâ.p các số tu..
nhiên.
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1.2 D- ô. c lâ.p tuyến t́ınh-Co. so.’ .

1.2.1. Gia’ su.’ X là mô.t không gian vecto. và x1, x2, . . . , xn là các vecto.

thuô.c X. Tô’ng

α1x1 + · · · + αnxn =
n∑

i=1

αixi,

trong d̄ó các αi ∈ K d̄u.o.. c go. i là mô.t tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a các vecto. x1, . . . , xn

vó.i các hê. số α1, . . . , αn.

Cho M là mô.t tâ.p con cu’a X. Ta go. i M là mô.t tâ.p ho.. p d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh
nếu mo. i tâ.p hũ.u ha.n các phà̂n tu.’ {x1, . . . , xn} ⊂ M và các số α1, . . . , αn ∈ K,

né̂u
n∑

i=1

αixi = 0 th̀ı αi = 0, i = 1, . . . , n,

trong d̄ó n là số tu.. nhiên bất kỳ.

Tru.̀o.ng ho.. p M không pha’i là d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh th̀ı ta go. i M là phu. thuô. c
tuyến t́ınh.

1.2.2. Cho B là mô.t tâ.p con khác trống cu’a không gian vecto. X. Tâ.p B

d̄u.o.. c go.i là mô.t co. so.’ ( hay co. so.’ Hamel ) cu’a X nếu:

a) B là mô.t tâ.p ho.. p d̄ô.c lâ. p tuyến t́ınh.
b) B sinh ra X, ngh̃ıa là vó.i mo. i x ∈ X, x là mô.t tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a

mô.t số hũ.u ha.n các phà̂n tu.’ cu’a B :

(∀x ∈ X
) (∃ α1, . . . , αn ∈ K; ∃ x1, . . . , xn ∈ B

)
: x =

n∑
i=1

αixi (1.2)

1.2.3 Mê.nh d̄è̂. Gia’ su.’ B là mô. t co. so.’ cu’a không gian vecto. X. Khi d̄ó
biê’u diẽ̂n cu’a vecto. x ∈ X cho bo.’ i (1.2) d̄u.o.. c xác d̄i.nh mô. t cách duy nhất.

Chú ý. Trong phát biê’u cu’a mê.nh d̄è̂ này ta qui u.́o.c rà̆ng trong tô’ng (1.2)
các vecto. xj khác nhau tù.ng d̄ôi mô. t; không có mă.t các ha.ng tu.’ da.ng 0xj và
ho.n nũ.a, do tı́nh chấ t giao hoán cu’a phép + nên ta không quan tâm d̄ến thú. tu..
cu’a các ha.ng tu.’ .

Chú.ng minh. Gia’ su.’ có hai cách biê’u diẽ̂n khác nhau:

x = α1x1 + · · · + αnxn = β1y1 + · · · + βmym,

vó.i αi �= 0, βj �= 0, i = 1, . . . , n, j = 1 . . . ,m.
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Ta loa. i bo’ các ha.ng tu.’ αjxj và βkyk o.’ hai vế nếu αj = βk và xj = yk. Lúc
d̄ó các ha.ng tu.’ αjxj và βkyk còn la. i o.’ hai vế sẽ xa’y ra hoă.c xj �= yk hoă.c nếu
xj = yk th̀ı αj �= βk. Chuyê’n các ha.ng tu.’ d̄ó vè̂ mô.t vế và viết la. i thành

µ1v1 + · · · + µrvr = 0, 0 < r ≤ n + m.

Do B là mô.t tâ.p ho..p d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh nên µ1 = · · · = µr = 0. D- iè̂u này
vô lý v̀ı mỗi µk pha’i là αj hoă.c βk thı̀ khác không hoă.c αj − βk �= 0.

Bây giò. gia’ su.’ B là mô. t co. so.’ cu’a không gian vecto. X và B là tâ.p hũ.u ha.n
có k phà̂n tu.’ . Khi d̄ó mo. i tâ.p con d̄ô.c lâ.p tuyến t́ınh cu’a X có tối d̄a k phà̂n tu.’
(Hãy chú.ng minh d̄iè̂u d̄ó nhu. là cách ôn la. i kié̂n thú.c cu’a d̄a. i số tuyé̂n tı́nh!)
Lúc này ta nói X là không gian hũ.u ha.n chiè̂u, số phà̂n tu.’ cu’a B gò̂m k phà̂n tu.’
d̄u.o.. c go. i là số chiè̂u cu’a X và ký hiê.u là dim X = k. Nếu X không pha’i là không
gian hũ.u ha.n chiè̂u th̀ı ta go. i nó là không gian vô ha.n chiè̂u và viết dim X = ∞.

Cho B là tâ.p con cu’a X. D- ê’ nhâ.n biết B là co. so.’ cu’a không gian vecto. X,
ta còn có:

1.2.4 D- i.nh lý. Tâ. p ∅ �= B ⊂ X là co. so.’ cu’a không gian vecto. X khi và
chı’ khi B là tâ. p ho.. p d̄ô. c lâ. p tuyến t́ınh tối d̄a. i (ngh̃ıa là B d̄ô.c lâ. p tuyến t́ınh và
nếu M � B th̀ı M phu. thuô.c tuyến t́ınh).

Chú.ng minh.

a. D- iè̂u kiê.n cà̂n. Cho M � B. Gia’ su.’ x ∈ M và x /∈ B. Khi d̄ó theo d̄i.nh
ngh̃ıa co. so.’ , pha’i có x1, . . . , xn ∈ B, α1, . . . , αn ∈ K sao cho

x =
n∑

i=1

αixi hay
n∑

n=1

αixi − 1x = 0.

Hê. {x1, . . . , xn, x} phu. thuô.c tuyến t́ınh nên M phu. thuô.c tuyến t́ınh.

b. D- iè̂u kiê.n d̄u’. Vó.i x ∈ X, nếu x ∈ B th̀ı x = 1x. Nếu x /∈ B th̀ı do
B ∪ {x} phu. thuô.c tuyến t́ınh nên tò̂n ta. i mô.t tô’ ho.. p tuyến t́ınh

α1x1 + · · · + αnxn = 0

sao cho tất ca’ các α1, . . . , αn không d̄ò̂ng thò.i bà̆ng không. Trong các vecto. xi

này pha’i có mă.t vecto. x, chă’ ng ha.n x = x1 và khi d̄ó α1 �= 0 v̀ı nếu không pha’i
nhu. vâ.y th̀ı B sẽ phu. thuô.c tuyến t́ınh. Do d̄ó

x = x1 = −(α−1
1 α2x2 + · · · + α−1

1 αnxn).
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Vâ.y B là mô. t co. so.’ cu’a X.

1.2.5 D- i.nh lý. Gia’ su.’ X là mô. t không gian vecto. và M là mô. t tâ. p ho.. p d̄ô. c
lâ. p tuyến t́ınh trong X. Lúc d̄ó tò̂n ta. i mô. t co. so.’ B cu’a X sao cho B ⊃ M.

Chú.ng minh. Ký hiê.u F là tâ. p ho.. p tất ca’ các tâ.p ho.. p N d̄ô. c lâ.p tuyến t́ınh
trong X chú.a M . Khi d̄ó F �= ∅ v̀ı M ∈ F . Ta d̄i.nh ngh̃ıa quan hê. thú. tu.. trên
F nhu. sau: vó.i N1, N2 ∈ F , N1 ≤ N2 khi và chı’ khi N1 ⊂ N2. Gia’ su.’ A ⊂ F là
mô.t tâ.p con sắp thă’ ng cu’a F . Ta d̄ă. t N0 bà̆ng ho.. p cu’a tất ca’ các tâ.p N thuô.c
A. Lúc d̄ó N0 là mô.t câ.n trên cu’a A. Do F thoa’ mãn các gia’ thiết cu’a bô’ d̄è̂
Zorn nên trong F tò̂n ta. i mô.t phà̂n tu.’ tối d̄a. i B. Vâ.y B là co. so.’ pha’i t̀ım.

1.2.6 Hê. qua’. Mo. i không gian vecto. X �= {0} d̄ è̂u tò̂n ta. i co. so.’ .

Chú.ng minh. Lấy x ∈ X, x �= 0 và d̄ă.t M = {x} rò̂i áp du. ng D- i.nh lý 1.2.5.

1.3 Không gian vecto. con.

1.3.1 D- i.nh ngh̃ıa. Cho X là mô.t không gian vecto. và M là mô.t tâ.p con
khác trống cu’a X. Gia’ su.’ các phép toán cô.ng và nhân vô hu.́o.ng trên X thu he.p
la. i trên M cũng làm cho M thành mô. t không gian vecto.. Khi d̄ó ta go. i M là
mô.t không gian vecto. con (hay go. i tắt là không gian con) cu’a X.

1.3.2 D- i.nh lý. Cho M là mô. t tâ. p con khác trống cu’a X. D- iè̂u kiê. n cà̂n và
d̄u’ d̄ ê’ M tro.’ thành mô. t không gian con cu’a X là:

a. ∀ x, y ∈ M : x + y ∈ M.

b. ∀x ∈ M, ∀α ∈ K : αx ∈ M.

Chú.ng minh. D- iè̂u kiê.n cà̂n hiê’n nhiên. Do gia’ thiết, các phép toán cô.ng và
nhân vô hu.́o.ng là ḱın trên M . Ho.n nũ.a, các t́ınh chất cu’a các phép toán này vẫn
còn d̄úng khi ta làm viê.c vó.i các phà̂n tu.’ cu’a M nên tám tiên d̄è̂ cu’a mô. t không
gian vecto. d̄u.o.. c nghiê.m d̄úng. Tù. d̄ây cho phép ta suy d̄u.o.. c d̄iè̂u kiê.n d̄u’.

Chú ý. Trong thu.. c hành, d̄ê’ kiê’m tra mô.t tâ.p Y nào d̄ó là không gian
vecto., ngu.̀o.i ta thu.̀o.ng nhúng nó vào trong mô.t không gian vecto. d̄ã biết rò̂i
kiê’m tra các d̄iè̂u kiê.n cu’a d̄i.nh lý trên.

1.3.3 V́ı du. .

1. Tâ.p ho.. p l1 gò̂m tất ca’ các dãy số thu.. c hoă.c phú.c x = (xn)n sao cho
∞∑

n=1
|xn| < ∞ là mô.t không gian con cu’a không gian s các dãy số .
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2. Tâ.p ho.. p các hàm số liên tu. c xác d̄i.nh trên d̄oa.n [a, b] ký hiê.u C[a,b] là
mô.t không gian con cu’a không gian các hàm số F([a, b]).

3. Tâ.p ho.. p l∞ = {x = (xn)n ⊂ K : sup
n∈N

|xn| < ∞} các dãy số thu.. c hoă.c

phú.c x = (xn)n bi. chă.n cũng là mô.t không gian vecto.. D- ó là không gian con cu’a
không gian vecto. s các dãy số .

Tù. D- i.nh lý 1.3.2 ta có mê.nh d̄è̂ sau.

1.3.4 Mê.nh d̄è̂. Giao mô. t ho. tuỳ ý các không gian con cu’a X là mô. t không
gian con cu’a X.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ (Mi)i∈I là mô.t ho. các không gian con cu’a X. D- ă. t
M =

⋂
i∈I

Mi. Ta có M khác trống v̀ı nó có chú.a vecto. 0. Nếu x, y ∈ M, (tú.c

là x, y ∈ Mi, ∀i ∈ I), α ∈ K th̀ı x + y ∈ Mi, αx ∈ Mi vó.i mo. i i ∈ I. Do d̄ó
x + y ∈ M và αx ∈ M. Vâ.y M là không gian con cu’a X.

1.3.5 D- i.nh ngh̃ıa. Gia’ su.’ A là mô.t tâ.p con cu’a không gian vecto. X. Luôn
luôn tò̂n ta. i mô. t không gian con cu’a X chú.a A (chă’ ng ha.n ba’n thân không gian
X). Giao cu’a ho. tất ca’ các không gian con chú.a A cũng là mô.t không gian con
chú.a A. Không gian con này d̄u.o.. c goi. là không gian con sinh bo.’ i A hay là bao
tuyến t́ınh cu’a A và d̄u.o.. c ký hiê.u là 〈A 〉 hoă.c span (A). Theo d̄i.nh ngh̃ıa, d̄ây
là không gian con bé nhất cu’a X chú.a tâ.p A. Ta có:

1.3.6 Mê.nh d̄è̂. Bao tuyến t́ınh cu’a tâ. p A là tâ. p ho.. p tất ca’ các tô’ ho.. p
tuyến t́ınh cu’a các phà̂n tu.’ thuô. c A.

Chú.ng minh. D- ă.t M =
{ n∑

i=1

αixi | αi ∈ K, xi ∈ A, n ∈ N
}
. Rõ ràng theo

D- i.nh lý 1.3.2, M là không gian con cu’a X. Ho.n nũ.a tù. A ⊂ M suy ra 〈A 〉 ⊂ M.

Mă.t khác do xi ∈ A nên
n∑

i=1

αixi ∈ 〈A 〉 v̀ı 〈A 〉 là mô.t không gian vecto.. Do d̄ó

M ⊂ 〈A 〉 và tù. d̄ó M = 〈A 〉.
1.3.7 D- i.nh nghı̃a. Gia’ su.’ M và N là hai không gian con cu’a X. Ta ký

hiê.u Z = M + N = {x + y : x ∈ M, y ∈ N}. Lúc d̄ó Z cũng là mô.t không gian
vecto. con cu’a X, d̄u.o.. c go. i là tô’ng cu’a M và N . Ta dẽ̂ dàng suy ra:

M + N = 〈M ∪ N 〉.

Nếu Z = M + N và M ∩ N = {0} th̀ı Z d̄u.o.. c go. i là tô’ng tru.. c tiếp cu’a M

và N , ký hiê.u Z = M ⊕ N. Ta có:
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1.3.8 D- i.nh lý. Cho M, N là các không gian vecto. con cu’a X và d̄ă. t
Z = M + N. D- iè̂u kiê. n ắt có và d̄u’ d̄ ê’ Z = M ⊕ N là vó.i mo. i z ∈ Z, z d̄u.o.. c
biê’u diẽ̂n mô. t cách duy nhất du.́o.i da.ng z = x + y vó.i x ∈ M, y ∈ N.

Chú.ng minh.

D- iè̂u kiê.n cà̂n. Gia’ su.’ Z = M ⊕ N và z = x + y = x′ + y′ vó.i x, x′ ∈
M ; y, y′ ∈ N. Lúc d̄ó x − x′ = y′ − y. V̀ı x − x′ ∈ M, y − y′ ∈ N nên x − x′ =
y′ − y ∈ M ∩ N = {0}. Vâ.y x = x′ và y = y′.

D- iè̂u kiê.n d̄u’. Ta có Z = M + N. Gia’ su.’ x ∈ M ∩ N. Lúc d̄ó ta viết
x = x + 0 = 0 + x. Do t́ınh duy nhất cu’a biê’u diẽ̂n, ta suy ra x = 0 ngh̃ıa là
M ∩ N = {0} hay Z = M ⊕ N.

1.4. Không gian vecto. t́ıch–Không gian vecto. thu.o.ng.

1.4.1. Cho X1, . . . ,Xn là n không gian vecto. trên cùng mô.t tru.̀o.ng K. Ký
hiê.u X là t́ıch Descartes cu’a các Xi : X = X1 × . . . × Xn. Vó.i các phà̂n tu.’
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) thuô.c X và α ∈ K ta d̄i.nh ngh̃ıa

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

αx = (αx1, . . . , αxn).

Lúc d̄ó dẽ̂ dàng kiê’m tra d̄ê’ thấy rà̆ng vó.i hai phép toán trên, X tro.’ thành
mô.t không gian vecto. và X d̄u.o.. c go. i là t́ıch (hay t́ıch tru.. c tiếp) cu’a n không
gian vecto. X1, . . . ,Xn.

1.4.2 Cho X là mô. t không gian vecto. và M là mô.t không gian con cu’a nó.
Ta d̄i.nh ngh̃ıa quan hê. sau:

∀ x, y ∈ X, x ≡ y (mod M) ⇔ x − y ∈ M.

Rõ ràng d̄ây là mô.t quan hê. tu.o.ng d̄u.o.ng trên X. Cho x ∈ X. Nếu y ≡
x (mod M) th̀ı y−x ∈ M hay y ∈ x+M . Ngu.o.. c la. i nếu z ∈ x+M th̀ı z−x ∈ M

hay z ≡ y (mod M). Do d̄ó ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng cu’a x, ký hiê.u x ch́ınh là tâ.p
x + M = {x + m; m ∈ M}. Ta ký hiê.u tâ.p thu.o.ng là X/M = {x : x ∈ X}.

Chú ý rằng
x ≡ x′ (mod M) ⇐⇒ x − x′ ∈ M,

y ≡ y′ (mod M) ⇐⇒ y − y′ ∈ M,
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do d̄ó ta có thê’ d̄i.nh ngh̃ıa các phép toán cô.ng và nhân vô hu.́o.ng trên X/M nhu.

sau
x + y = x + y,

αx = αx,

trong d̄ó x, y là các phà̂n tu.’ bất kỳ trong các ló.p tu.o.ng d̄u.o.ng x, y.

Theo chú ý trên, d̄i.nh ngh̃ıa các phép toán này là d̄úng d̄ắn v̀ı không phu.
thuô.c vào viê.c cho.n các d̄a.i diê.n x ∈ x, y ∈ y.

Dẽ̂ dàng kiê’m tra d̄ê’ thấy rà̆ng vó.i các phép toán trên, X/M tro.’ thành mô.t
không gian vecto., go. i là không gian vecto. thu.o.ng cu’a X theo không gian con M.

Lu.u ý rà̆ng phà̂n tu.’ 0 cu’a X/M ch́ınh là tâ.p M.

1.5. Ánh xa. tuyến t́ınh.

Cho X, Y là hai không gian vecto. trên tru.̀o.ng K và mô.t ánh xa. A : X →
Y, x → Ax. Ta go. i A là mô.t ánh xa. tuyến t́ınh (hay toán tu.’ tuyến t́ınh) nếu vó.i
mo. i x, y ∈ X, α, β ∈ K ta có

A(αx + βy) = αAx + βAy.

Cho A là ánh xa. tuyến t́ınh tù. X vào Y , ta ký hiê.u Im A = A(X) và
KerA = A−1(0) là̂n lu.o.. t a’nh và ha.t nhân cu’a A. Nếu A là song ánh ta nói A là
phép d̄ă’ ng cấu tuyến t́ınh và X, Y là hai không gian vecto. d̄ă’ ng cấu vó.i nhau.

Bây giò. gia’ su.’ A, B : X → Y là hai ánh xa. tuỳ ý. Ta có các d̄i.nh ngh̃ıa
thông thu.̀o.ng:

(A + B)x = Ax + Bx,

(αA)x = αAx,

trong d̄ó α ∈ K, x ∈ X.

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng nếu A, B là các ánh xa. tuyến t́ınh th̀ı A + B, αA cũng
là nhũ.ng ánh xa. tuyến t́ınh tù. X vào Y .

Ký hiê.u L(X,Y ) là tâ. p ho.. p tất ca’ các ánh xa. tuyến t́ınh tù. X vào Y . Khi
d̄ó vó.i hai phép toán vù.a xác d̄i.nh, L(X,Y ) lâ.p thành mô.t không gian vecto..
Nếu Y = K (R hay C) lúc d̄ó ánh xa. tuyến t́ınh A : X → K d̄u.o.. c go. i là phiếm
hàm tuyến t́ınh trên X, còn L(X,K) d̄u.o.. c ký hiê.u là X ′ và go. i là không gian liên
hiê.p d̄a. i số cu’a không gian X.
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BÀI TÂ. P

1.1. Cho X là mô.t không gian vecto., f1, f2 là hai phiếm hàm tuyến t́ınh
xác d̄i.nh trên X. Gia’ su.’ vó.i mo. i x ∈ X th̀ı f1(x)f2(x) = 0. Chú.ng minh rằng
f1 ≡ 0 hay f2 ≡ 0.

1.2. Cho X là mô.t không gian vecto. và A : X → X là mô.t toán tu.’ tuyến
t́ınh. Gia’ su.’ A2 = A ◦ A = 0. Chú.ng minh rằng I − A là mô. t song ánh. (I là
toán tu.’ d̄ò̂ng nhất id.)

1.3. Cho f, f1, . . . , fn là các phiếm hàm tuyến t́ınh trên không gian vecto. X.
Gia’ su.’ Ker f ⊃ n∩

i=1
Ker fi. Chú.ng minh rằng f là mô.t tô’ ho.. p tuyến t́ınh cu’a các

f1, . . . , fn.

§2. KHÔNG GIAN TUYÉ̂N TÍNH D- I.NH CHUÂ’N.

2.1. Các d̄i.nh ngh̃ıa.

Cho X là mô.t không gian vecto. và ‖ · ‖ : X → R là mô.t hàm số . Ta go. i
hàm số này là mô.t chuâ’n trên X né̂u nó thoa’ mãn 3 tiên d̄è̂ sau:

1. ∀x ∈ X : ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0 khi và chı’ khi x = 0.

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ vó.i mo. i λ ∈ K, x ∈ X.

3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, vó.i mo. i x, y ∈ X và λ ∈ K (bấ t d̄ă’ ng thú.c tam
giác).

Khi d̄ó că.p (X, ‖ · ‖) d̄u.o.. c go. i là mô.t không gian tuyến t́ınh d̄i.nh chuâ’n hay
go.n ho.n không gian d̄i.nh chuâ’n.

Nếu tru.̀o.ng K = R (t.u.., C) th̀ı ta go. i (X, ‖ · ‖) là không gian d̄i.nh chuâ’n
thu.. c (t.u.., không gian d̄i.nh chuâ’n phú.c). Số thu.. c ‖x‖ d̄u.o.. c go. i là chuâ’n hay d̄ô.
dài cu’a vecto. x ∈ X. Nếu không có su.. nhà̂m lẫn vè̂ chuâ’n trên X th̀ı ta sẽ ký
hiê.u tắt là không gian d̄i.nh chuâ’n X.

Cho X là mô. t không gian d̄i.nh chuâ’n. Vó.i x, y ∈ X ta d̄ă. t

d(x, y) = ‖x − y‖

Khi d̄ó tù. ba tiên d̄è̂ cu’a chuâ’n, ta suy ra ngay d là mô.t mêtric trên X. Ho.n
nũ.a d còn tho’a mãn:

a) d(x + z, y + z) = d(x, y)

b) d(λx, λy) = |λ|d(x, y)
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vó.i mo. i x, y, z ∈ X, λ ∈ K.

Ngu.o.. c la. i cho X là mô.t không gian vecto. và d là mô.t mêtric xác d̄i.nh trên
X. Gia’ su.’ d thoa’ mãn thêm các d̄iè̂u kiê.n a) và b). Ta d̄ă. t

‖x‖ = d(x, 0)

th̀ı rõ ràng ‖ · ‖ là mô.t chuâ’n trên X. Do d̄ó nếu X là mô. t không gian d̄i.nh
chuâ’n th̀ı nó cũng là mô.t không gian mêtric (vó.i mêtric sinh ra tù. chuâ’n, tú.c
là d(x, y) = ‖x − y‖). Tù. d̄ây tất ca’ các khái niê.m cu’a không gian mêtric d̄è̂u
d̄u.o.. c chuyê’n cho không gian d̄i.nh chuâ’n. D- ê’ ý rà̆ng các t́ınh chất a) và b) ch́ınh
là mối liên hê. giũ.a các phép toán cô.ng và nhân vô hu.́o.ng trên X vó.i hàm chuâ’n
(mêtric).

2.2. Các v́ı du. .

2.2.1. Tâ.p ho.. p Kn các bô. n số thu.. c (hoă.c số phú.c) x = (x1, . . . , xn) là
mô.t không gian d̄i.nh chuâ’n vó.i chuâ’n

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2,

chuâ’n này d̄u.o.. c go. i là chuâ’n Euclide trong Kn và Kn d̄u.o.. c go. i là không gian
Euclide n chiè̂u. D- ă.c biê.t, khi n = 1 ta có K là mô.t không gian d̄i.nh chuâ’n vó.i
‖x‖ = |x|.

2.2.2. Tâ.p ho.. p C[a,b] các hàm số liên tu. c trên [a, b] vó.i các phép toán cô.ng
và nhân vó.i mô.t số xác d̄i.nh theo cách thông thu.̀o.ng là mô.t không gian vecto..
Ho.n nũ.a, nếu d̄ă. t

‖x‖ = max
t∈[a,b]

|x(t)|

th̀ı nó tro.’ thành mô.t không gian d̄i.nh chuâ’n.

2.2.3. Tâ.p ho.. p l∞ tất ca’ các dãy số thu.. c hay phú.c bi. chă.n là mô. t không
gian d̄i.nh chuâ’n vó.i chuâ’n

‖x‖ = sup
n∈N

|xn|.

Không gian này còn ký hiê.u là m.

D- ô.c gia’ tu.. kiê’m nghiê.m ba tiên d̄è̂ vè̂ chuâ’n cu’a các v́ı du. này.
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2.2.4. Ký hiê.u l2 là tâ.p ho.. p tất ca’ các dãy số thu.. c hay phú.c x = (xn)n sao

cho
∞∑

n=1
|xn|2 hô. i tu. . D- ă. t

‖x‖ =
( ∞∑

n=1

|xn|2
) 1

2 ,

lúc d̄ó l2 tro.’ thành mô.t không gian d̄i.nh chuâ’n.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ x = (xn)n, y = (yn)n ∈ l2. Ta có bất d̄ă’ ng thú.c hiê’n
nhiên

|xn + yn|2 ≤ (|xn| + |yn|)2 ≤ 2(|xn|2 + |yn|2).

V̀ı
∞∑

n=1
|xn|2 < ∞,

∞∑
n=1

|yn|2 < ∞ nên
∞∑

n=1
|xn + yn|2 < ∞. Ngoài ra nếu λ ∈ K

th̀ı
∞∑

n=1
|λxn|2 = |λ|2

∞∑
n=1

|xn|2. Vâ.y x + y và λx thuô.c l2 nên l2 lâ.p thành mô.t

không gian vecto..

Tiếp theo ta có

‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔
∞∑

n=1

|xn|2 = 0 ⇔ xn = 0,

vó.i mo. i n ∈ N nghı̃a là x = 0.

Tiên d̄è̂ 2 rõ ràng. Vó.i mo. i k ∈ N, áp du. ng bất d̄ă’ ng thú.c Cauchy-Schwarz
ta có

k∑
n=1

|xn + yn|2 ≤
k∑

n=1

(|xn|2 + 2|xnyn|+ |y2
n|)

≤
k∑

n=1

|xn|2 + 2

√√√√ k∑
n=1

|xn|2
√√√√ k∑

n=1

|yn|2 +
k∑

n=1

|yn|2

≤
(√√√√ k∑

n=1

|xn|2 +

√√√√ k∑
n=1

|yn |2
)2

.

Ta cho k → ∞ th̀ı nhâ.n d̄u.o.. c

(‖x + y‖)2 ≤ (‖x‖ + ‖y‖)2

Lấy căn hai vế ta có ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ hay là bất d̄ă’ ng thú.c tam giác d̄u.o.. c
chú.ng minh.
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2.3. Su.. hô. i tu. trong không gian d̄i.nh chuâ’n.

Nhu. d̄ã nói o.’ trên, không gian d̄i.nh chuâ’n là mô. t không gian mêtric. Tuy
nhiên do vai trò quan tro.ng cu’a không gian d̄i.nh chuâ’n cũng nhu. ta thu.̀o.ng gă.p
d̄ố i tu.o.. ng này trong các môn ho. c khác và các áp du. ng thu.. c tiẽ̂n nên o.’ d̄ây ta sẽ
tr̀ınh bày la. i mô.t số khái niê.m và tı́nh chấ t thông du.ng ấy theo ký hiê.u và ngôn
ngũ. cu’a chuâ’n.

Cho X là mô. t không gian d̄i.nh chuâ’n.

1. Dãy (xn)n ⊂ X hô. i tu. d̄ến x trong không gian X, ký hiê.u lim
n→∞xn = x

hay xn → x (n → ∞) ngh̃ıa là

‖xn − x‖ → 0 (n → ∞)

Nói cách khác,(
lim

n→∞xn = x
) ⇐⇒ (

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n ≥ n0) : ‖xn − x‖ < ε
)
.

Tu.o.ng tu.. vó.i tı́nh chấ t cu’a giá tri. tuyê. t d̄ố i, ta có:

∀x, y ∈ X :
∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ ≤ ‖x − y‖

Thâ.t vâ.y, tù. tiên d̄è̂ 3 cu’a chuâ’n suy ra:

‖x‖ = ‖(x − y) + y‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖y‖ hay ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x − y‖

Thay d̄ô’i vai trò cu’a x và y ta nhâ.n d̄u.o.. c

‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖x − y‖

Nhu. thế bất d̄ă’ ng thú.c d̄u.o.. c chú.ng minh.

Tù. d̄ây ta có:

2. Nếu xn → x th̀ı ‖xn‖ → ‖x‖. Nói cách khác, chuâ’n là mô. t hàm số liên
tu. c trên X. Áp du.ng bấ t d̄ă’ ng thú.c vù.a chú.ng minh ta có∣∣‖xn‖ − ‖x‖∣∣ ≤ ‖xn − x‖ → 0 khi n → ∞

và d̄iè̂u này khă’ ng d̄i.nh kết qua’ 2.

Tı́nh chấ t trên thu.̀o.ng d̄u.o.. c vié̂t la. i là ‖ lim
n→∞xn‖ = lim

n→∞ ‖xn‖ d̄ố i vó.i mo. i

dãy (xn)n hô. i tu. trong X.
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3. Mo. i dãy hô. i tu. th̀ı bi. chă. n. Thâ.t vâ.y, nếu (xn)n hô. i tu. d̄ến x th̀ı dãy
số thu.. c (‖xn‖)n hô. i tu. d̄ến ‖x‖. Do d̄ó dãy (‖xn‖)n bi. chă.n. D- iè̂u này cũng có
ngh̃ıa là dãy (xn)n bi. chă.n trong không gian d̄i.nh chuâ’n X.

4. Nếu xn → x0, yn → y0 th̀ı xn + yn → x0 + y0. Nếu xn → x0 và
αn → α0, αn, α0 ∈ K th̀ı αnxn → α0x0. Nói cách khác, các phép toán cô.ng và
nhân vô hu.́o.ng X × X → X, K × X → X, (x, y) → x + y và (α, x) → αx là các
ánh xa. liên tu. c.

Thâ.t vâ.y, tù. các d̄ánh giá

‖(xn + yn) − (x0 + y0)‖ ≤ ‖xn − x0‖ + ‖yn − y0‖ → 0

‖αnxn − α0x0‖ = ‖(αnxn − αnx0) + (αnx0 − α0x0)‖
≤ |αn| ‖xn − x0‖ + |αn − α0| ‖x0‖ → 0

khi n → ∞, ta suy ra d̄u.o.. c d̄iè̂u cà̂n chú.ng minh.

D- i.nh nghı̃a. Cho a ∈ X và λ ∈ K, λ �= 0. Ta go. i các ánh xa. f, g : X → X

là̂n lu.o.. t xác d̄i.nh bo.’ i

f(x) = a + x,

g(x) = λx, vó.i mo. i x ∈ X,

là phép ti.nh tié̂n theo vecto. a và phép vi. tu.. tı’ số λ.

Tù. 4) ta suy ra:

5. Các phép ti.nh tiến theo vecto. a và phép vi. tu.. tı’ số λ �= 0 là các phép d̄ò̂ng
phôi tù. X lên X.

Thâ.t vâ.y, ta thấy ngay f, g là song ánh và f−1(x) = −a+x, g−1(x) = λ−1x

nên f, g cùng vó.i các ánh xa. ngu.o.. c cu’a nó f−1, g−1 là liên tu. c.

Nhâ.n xét. Các t́ınh chất 4 và 5 cũng nêu lên su.. kết ho.. p giũ.a cấu trúc d̄a.i
số và phép toán co. ba’n cu’a gia’i t́ıch (phép lấy gió.i ha.n).

Ta có các hê. qua’ sau.

a) Gia’ su.’ A là tâ. p mo.’ (t.u.., d̄óng) trong X th̀ı x0 + A = A+ x0 = {x0 + a :
a ∈ A}, λA = {λa : a ∈ A} là các tâ. p mo.’ (t.u.., d̄óng) trong X.

D- iè̂u này suy tù. a’nh cu’a mô.t tâ.p mo.’ (t.u.., d̄óng) qua ánh xa. d̄ò̂ng phôi (các
phép ti.nh tiến vecto. a, vi. tu.. tı’ số λ �= 0) th̀ı mo.’ (t.u.., d̄óng).



 

 

 

 

 

 

 

16

b) Cho A mo.’ , B là tâ. p tuỳ ý trong X th̀ı A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}
là tâ. p mo.’ . Thâ.t vâ.y,

A + B =
⋃
b∈B

(A + b)

tú.c là A + B bằng ho.. p cu’a mô.t ho. các tâ.p mo.’ nên nó là tâ.p mo.’ .

2.4. Không gian Banach.

2.4.1. D- i.nh ngh̃ıa. Cho (xn)n là mô.t dãy trong không gian d̄i.nh chuâ’n X.
Nhắc la. i rà̆ng (xn)n là mô. t dãy Cauchy nếu ‖xn − xm‖ → 0 khi m, n → ∞. Nếu
vó.i mêtric sinh tù. chuâ’n, X tro.’ thành không gian mêtric d̄à̂y d̄u’ th̀ı X d̄u.o.. c go.i
là không gian Banach. Nói cách khác, X là mô.t không gian Banach nếu mo. i dãy
Cauchy trong X d̄è̂u hô. i tu. vè̂ mô.t d̄iê’m cu’a nó.

2.4.2. V́ı du. . Các không gian Kn, C[a,b], l2, . . . là các không gian Banach.
Không gian CL

[a,b] không pha’i là không gian Banach.

2.4.3. D- i.nh lý vè̂ bô’ sung mô.t không gian d̄i.nh chuâ’n.

Gia’ su.’ X là mô. t không gian d̄i.nh chuâ’n (không d̄à̂y d̄u’). Bà̆ng cách d̄à̂y
d̄u’ hoá không gian mêtric (X, d) trong d̄ó d(x, y) = ‖x − y‖ ta d̄u.o.. c không gian
mêtric d̄à̂y d̄u’ X̃ và X trù mâ.t trong X̃. Tuy nhiên trong X̃ cà̂n xây du.. ng các
phép toán d̄ê’ nó tro.’ thành không gian d̄i.nh chuâ’n, nhâ.n X làm không gian vecto.

con.

Lấy x, y ∈ X̃. V̀ı X = X̃ nên tò̂n ta. i các dãy (xn)n, (yn)n trong X hô. i tu.
là̂n lu.o.. t d̄ến x, y. Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng (xn + yn)n, (λxn)n là nhũ.ng dãy Cauchy
trong X ⊂ X̃ nên ta d̄i.nh ngh̃ıa

λx = lim
n

λxn, x + y = lim
n

(xn + yn).

Có thê’ kiê’m nghiê.m la. i rà̆ng, các d̄i.nh ngh̃ıa này xác d̄i.nh mô.t cách d̄úng
d̄ắn các phép toán d̄a. i số d̄ê’ biến X̃ thành không gian vecto., nhâ.n X làm không
gian con. Ngoài ra X̃ tro.’ thành không gian Banach vó.i chuâ’n trên X̃ d̄u.o.. c cho
bo.’ i công thú.c ‖x‖ = d(x, 0), trong d̄ó d là mêtric trên X̃. Tóm la. i, ta có thê’

phát biê’u d̄i.nh lý nhu. sau:

D- i.nh lý. Vó.i mo. i không gian d̄i.nh chuâ’n không d̄à̂y d̄u’ X, bao giò. cũng
tò̂n ta. i mô. t không gian Banach X̃ chú.a X sao cho X trù mâ. t trong X̃.
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2.5. Chuỗi trong trong không gian d̄i.nh chuâ’n.

Trong d̄a. i số tuyến t́ınh ta chı’ d̄i.nh ngh̃ıa d̄u.o.. c tô’ng hũ.u ha.n các vecto. cu’a
mô.t không gian vecto. X. Muốn d̄u.a vào khái niê.m “tô’ng vô ha.n” các vecto. hay
còn go. i là chuỗi, ta cà̂n pha’i xét d̄ến gió.i ha.n cu’a nhũ.ng tô’ng hũ.u ha.n. D- iè̂u này
có thê’ thu.. c hiê.n d̄u.o.. c d̄ối vó.i không gian d̄i.nh chuâ’n v̀ı trong d̄ó d̄ã xây du.. ng
phép toán gió.i ha.n.

2.5.1 D- i.nh ngh̃ıa. Cho (xn)n là mô.t dãy trong không gian d̄i.nh chuâ’n X.
Ta lâ.p mô.t dãy mó.i, xác d̄i.nh bo.’ i

s1 = x1

s2 = x1 + x2

. . . = . . .

sn = x1 + x2 + · · · + xn =
n∑

i=1

xi

. . . . . . . . . . . .

Khi d̄ó dãy (sn)n d̄u.o.. c go. i là mô.t chuỗi và ta thu.̀o.ng ký hiê.u chuỗi này là
∞∑

n=1
xn.

Ta còn go.i sn là tô’ng riêng thú. n cu’a chuỗi, xn là ha.ng thú.c tô’ng quát (thú. n)
cu’a chuỗi ấ y.

Chuỗi
∞∑

n=1
xn d̄u.o.. c go. i là hô. i tu. nếu dãy tô’ng riêng sn hô. i tu. . Khi d̄ó d̄ă. t

s = lim
n→∞ sn và go. i s là tô’ng cu’a chuỗi: s =

∞∑
n=1

xn. Nhu. vâ.y cùng mô.t biê’u thú.c
∞∑

n=1
xn ta vù.a dùng d̄ê’ ký hiê.u mô.t chuỗi nói chung, vù.a ký hiê.u tô’ng cu’a nó khi

chuỗi này hô.i tu. .

Chuỗi
∞∑

n=1
xn d̄u.o.. c go. i là hô. i tu. tuyê. t d̄ối nếu chuỗi số thu.. c

∞∑
n=1

‖xn‖ hô. i tu. .

2.5.2 Các t́ınh chất.

Phà̂n ló.n các t́ınh chất cu’a chuỗi trong không gian d̄i.nh chuâ’n giống vó.i
tı́nh chấ t cu’a chuỗi số thu.. c và ngay cách chú.ng minh cũng vâ.y né̂u chúng không
liên quan d̄é̂n thú. tu.. nhu. trong R. Ta nêu la. i mô.t số kết qua’ thu.̀o.ng dùng.

a) Ta có thê’ d̄ánh số mô. t chuỗi tù. mô.t số nguyên nào d̄ó chú. không nhấ t

thié̂t là tù. 1, chă’ ng ha.n
∞∑

n=n0

xn. D- ôi lúc ta còn xét chuỗi
∞∑

n=−∞
xn.
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b) Nếu
∞∑

n=1
xn,

∞∑
n=1

yn là hai chuỗi hô. i tu. , có tô’ng là̂n lu.o.. t là x và y còn λ

là mô.t số th̀ı các chuỗi
∞∑

n=1
(xn ± yn),

∞∑
n=1

λxn cũng hô. i tu. và là̂n lu.o.. t có tô’ng là

x ± y, λ x.

c) Tiêu chuâ’n Cauchy. Nếu chuỗi
∞∑

n=1
xn hô. i tu. th̀ı vó.i mo. i ε > 0 d̄è̂u tò̂n

ta. i n0 ∈ N sao cho nếu n ≥ n0 và p ∈ N ta có bất d̄ă’ ng thú.c.

‖
n+p∑

m=n+1

xm‖ < ε.

Ngu.o.. c la. i nếu d̄iè̂u kiê.n này d̄u.o.. c thoa’ mãn và X là không gian Banach th̀ı

chuỗi
∞∑

n=1
xn hô.i tu. .

Thâ.t vâ.y, nhũ.ng d̄iè̂u nói trên ch́ınh là áp du.ng tiêu chuâ’n Cauchy d̄ối vó.i
dãy (sn)n trong không gian d̄i.nh chuâ’n X.

d) Gia’ su.’
∞∑

n=1
xn hô.i tu. . Khi ấy

lim
n

xn = lim
n

(sn − sn−1) = s− s = 0.

Vâ.y nếu mô.t chuỗi hô. i tu. th̀ı ha.ng thú.c tô’ng quát dà̂n d̄ến 0 khi n → ∞.

e) Cho chuỗi
∞∑

n=1

xn hô. i tu. trong X. Ký hiê.u rn =
∞∑

i=n+1

xi là phà̂n du. thú. n

cu’a chuỗi. Ta có rn → 0 khi n → ∞.

2.5.3 D- i.nh lý.

a) Trong không gian Banach X mo. i chuỗi hô. i tu. tuyê. t d̄ối d̄ è̂u hô. i tu. .
b) Nếu trong không gian d̄i.nh chuâ’n X, mo. i chuỗi hô. i tu. tuyê. t d̄ối d̄ è̂u hô. i

tu. th̀ı X là mô. t không gian Banach.

Chú.ng minh.

a) Cho X Banach và
∞∑

n=1
xn là mô.t chuỗi trong X sao cho

∞∑
n=1

‖xn‖ hô. i tu. .

Ta có d̄ánh giá

‖
n+p∑

m=n+1

xn‖ ≤
n+p∑

m=n+1

‖xn‖ < ε

vó.i n d̄u’ ló.n và p tuỳ ý. Áp du.ng tiêu chuâ’n Cauchy ta có kết qua’.
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b) Bây giò. cho (xn)n là mô.t dãy Cauchy trong X. Áp du. ng d̄i.nh ngh̃ıa, vó.i
mỗi k ∈ N ta cho.n xnk

sao cho nk < nk+1 và

‖xnk+1 − xnk
‖ ≤ 1

2k
, k = 1, 2, . . .

Các bất d̄ă’ ng thú.c này chú.ng to’ rà̆ng chuỗi

xn1 + (xn2 − xn1) + · · · + (xnk+1 − xnk
) + . . .

hô. i tu. tuyê.t d̄ối. Theo dấu hiê.u so sánh, chuỗi này sẽ hô. i tu. và go. i x là tô’ng cu’a
nó. Nhu. vâ.y

x = lim
k→∞

[xn1 + (xn2 − xn1) + · · · + (xnk
− xnk−1)] = lim

k
xnk

Dãy Cauchy (xn)n có mô.t dãy con (xnk
)k hô. i tu. vè̂ x th̀ı (xn)n cũng hô. i tu. vè̂ x.

Thâ.t vâ.y, cho ε > 0 sẽ có n0 d̄ê’ ‖xn − xm‖ < ε/2 vó.i mo. i m, n ≥ n0. Mă.t khác,
xnk

→ x nên có k0 d̄ê’ k ≥ k0 th̀ı ‖xnk
− x‖ < ε/2. Khi d̄ó nếu n ≥ max (n0, nk0)

th̀ı
‖xn − x‖ ≤ ‖xn − xnk0

‖ + ‖xnk0
− x‖ < ε/2 + ε/2 = ε.

Vâ.y mo. i dãy Cauchy trong X d̄è̂u hô. i tu. nên X là mô. t không gian Banach.

2.6 Không gian d̄i.nh chuâ’n con.

2.6.1 D- i.nh ngh̃ıa. Cho (X, ‖ · ‖) là mô.t không gian d̄i.nh chuâ’n và Y là
mô.t không gian vecto. con cu’a nó. Lúc d̄ó hàm ‖ · ‖ thu he.p lên Y cũng là mô.t
chuâ’n và vó.i chuâ’n d̄ó, Y tro.’ thành mô.t không gian d̄i.nh chuâ’n. Ta go. i Y là
không gian d̄i.nh chuâ’n con (hay vắn tắt, không gian con) cu’a không gian d̄i.nh
chuâ’n X.

Không gian con cu’a mô.t không gian d̄i.nh chuâ’n có thê’ d̄óng hoă.c không.
Tuy nhiên ta có.

2.6.2 D- i.nh lý. Gia’ su.’ X là mô. t không gian d̄i.nh chuâ’n và Y là mô. t không
gian con cu’a nó. Khi d̄ó bao d̄óng Y cu’a Y cũng là mô. t không gian con d̄óng cu’a
X.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ x, y ∈ Y , α, β là hai số. Ta cà̂n kiê’m tra αx+βy ∈ Y .

V̀ı x y ∈ Y nên tò̂n ta. i hai dãy (xn)n, (yn)n trong Y sao cho xn → x và yn → y.

Lúc d̄ó αxn + βyn ∈ Y vó.i mo. i n ∈ N d̄ò̂ng thò.i αxn + βyn → αx + βy. Vâ.y
αx + βy ∈ Y .


