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CHƯƠNG 7: HÀM HAI BIẾN 

A. LÝ THUYẾT  

1. Các khái niệm 

Định nghĩa:  

Cho D   là tập trong 2R   

                    
   

 :                                  

,           ,  

f D R

x y z f x y



 
  

 Ghi chú 

• Nếu  ,  ,M x y  ta có thể viết       z f M   

• Tập D  gọi là tập xác định.  

• Tập      :  ,  :  },{f D f x y x y D   gọi là tập giá trị.  

• Tập       ,  ,   ,   : ,  } {G x y f x y x y D   các điểm trong hệ toạ độ Oxyz gọi là 

đồ thị của hàm số. 

 

Dạng 1. Tìm tập xác định của hàm số 

 

Ví dụ: Tìm tập xác định của hàm số sau  

 
2 1

arccos  ln
x

z xy
x


     

 

Giải: 

 

Tập xác định của hàm là những x,y thỏa mãn điều kiện. 

 
 

2 22
2 1 1

1 13 4 1 02 1
    3

00
00

x
xx xx x

x
xyxy

yxy

  
        

     
    

         

Vậy    
1

,  :  ;1 , 0;
3

E x y x y
  

    
 




  

 

Định nghĩa 1. 

 

Cho hàm    ,  .z z x y   

• Đạo hàm riêng (cấp 1) theo biến x, kí hiệu  ' ,  :xz x y   coi y là hằng số và lấy 

đạo hàm của  ,  z x y  theo biến x  .  

• Tương tự,  ' x,  y :  yz  coi x  là hằng số và lấy đạo hàm theo biến y  .  
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Dạng 2. Tính các đạo hàm riêng cấp 1 

 

Ví dụ. Tính đạo hàm riêng cấp 1 của  

a) 4 2 22z x x y    

b) 2 2sin( )z x y    

 

Giải: 

a) Ta có: 
4 2 2 4 2 2 3 2 3 2' ( 2 ) ' (? ) (2 ) 4 2 2 4 4 .x x x xz x x y x x y x y x x xy           

     Ta có :  
4 2 2 2( 2 ) 4y yz x x y x y      

b) Ta có : 
2 2 2 2 2 2 2 2' (sin( )) cos( )( ) cos( ).2x x xz x y x y x y x y x         

       Ta có : 
2 2 2 2 2 2 2 2(sin( )) cos( )( ) cos( ).2y y yz x y x y x y x y y           

 

Định nghĩa 2. 

 

 

. Các đạo hàm riêng cấp 2: 

o : (" ' ) 'xx x xz z           ;                 : (" ' ) 'xy x yz z   ( các đạo hàm riêng của  𝑧′𝑥 )    

o : (" ' ) 'yx y xz z          ;                 : (" ' ) 'yy y yz z    ( các đạo hàm riêng của  𝑧′𝑦 )    

Ghi chú: 

• Tương tự, ta cũng có các đạo hàm riêng cấp n tùy ý. 

• Với “ một số điều kiện “ ta luôn có :     𝑧"𝑥𝑦 =  𝑧"𝑦𝑥 ( Đinh lý Schwarz) 

• 
" "

" "

xx xy

yx yy

z

z z
H

z 
  
 

 gọi là ma trận Hessian. 

 

• Ma trận Hessian có nhiều ứng dụng trong kinh tế & kỹ thuật. 

 

 

Dạng 3. Tính các đạo hàm riêng cấp 2  

 

Ví dụ. 4 2 22z x x y    

 

Giải: 

Ta có :  3  2 2 2" ( 1' ) '     4   '  424xx x x xz z x xy x y       

           3  2  " ' ) '   '( 4 4  8xy x y yz z x xy xy     
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             2 2" ' ) '  4 ' 4(yy y y yz z x y x      

              " "  8xy yxz z xy     

 

 

Định nghĩa:Giả sử hàm    ,  z z x y  có các đạo hàm riêng liên tục thì đại lượng 

                       0 0 0 0' , ) ' ( , )(x yz x y x z x yd yz      

gọi là vi phân toàn phần của hàm số.  

Ghi chú: 

 Dễ thấy, ,dx x dy y     , do đó: 

         0 0 0 0' , ) ' ( , )(x yz x y x z x yd yz      

Bài toán tính gần đúng. Công thức xấp xỉ  

  0 0 00 00 0 0 ' , ) ' ( , )( , ) , (x yz x yz x x y y xz y x xx z y y        

 (với ∆ x  , ∆ y   nhỏ về trị tuyệt đối). 

Ghi chú: 

Ứng dụng trong kinh tế  

 0 0 0 0 0 00 0( ) ,  1 , 1 ' , ) ' ,( ( )x yz x yz x y z x y z x y      

 

Dạng 4. Tính gần đúng 

 

Ví dụ : Tính gần đúng của biểu thức  38,990 8, 50ln 0A  . 

 

Giải: 

 

 Xét hàm:  3lnz x y    

Ta có: = 0 0 8,990   9; 0,01x x x x         

0 08,050 8, 0,05y y y y         

Ta có:   3ln(9;  8 9 8 ) ln1 0z      

  
 

 3

3 3

1 1 1
' ( ) '        9;8  

62
x x xz x y z

x y x x y
   

 
     

  
 

 
233

1 1
'     9;8

12 3  
y yz z

x y y
    


   

Vậy   0 0 0 00 0 0 0 ' , )( , ) , ( ' ( , )x yA z z x y x z x yx x y y z x x yy           

            
1 1

0 ( 0,01) (0,05) 0,006
6 12

         
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2. Cực trị của hàm 2 biến 

 

 

Định nghĩa:Ta nói hàm   ,  z z x y  đạt cực đại (cực tiểu) tại điểm  0 0 0  ,M x y   nếu 

tồn tại một lân cận của điểm 0 M   sao cho trên lân cận đó 

0 0 0 0)(( ,  ) ( , ) ( , ))( ,z x y z x y z x xzy y .  

Ghi chú. 

• Giá trị cực đại hoặc cực tiểu được gọi chung là cực trị. 

• Giá trị cực đại hoặc cực tiểu chỉ mang tính địa phương.  

 

 

Định lí 1:Nếu hàm    ,  z z x y  đạt cực trị tại điểm  0 0 0,M x y  và tại đó hàm số có 

các đạo hàm riêng thì  0 0  ,x y   thỏa mãn hệ      

                        
 

 

  , 0

  , 0

x

y

z x y

z x y

 







  

Ghi chú:  

• Mỗi điểm M   thỏa mãn hệ trên gọi là điểm dừng hay điểm tới hạn (loại 1) 

• Kí hiệu  0 0" ,xx xA z y  ;  0 0" ,xy xB z y ;  0 0" ,yyC z x y   . 

 

 

Định lí 2: Giả sử   0 0 0,  M x y  là một điểm tới hạn của hàm  ,  z z x y  (hàm số có 

các  đạo hàm riêng liên tục tới cấp hai tại 0 M  ).  

Khi đó: 

• Nếu 2 0B AC   thì tại  0M   hàm số không có cực trị.  

• Nếu 2 0B AC    thì tại 0M   hàm số có cực trị và là cực đại nếu   0A   , là 

cực tiểu nếu   0.A    

• Nếu 2  0B AC    thì chưa có kết luận. 

 Ghi chú: 

 − Bài toán tìm cực trị chia làm 2 bước: 

 Bước 1: Tìm điểm tới hạn; 

 Bước 2: Xét dấu 2 B AC   

 − Khi 2  0 B AC  thì gọi 0 M  là điểm yên ngựa. 

 

Dạng 5. Tìm cực trị của hàm số  

 

Ví dụ. Tìm cực trị của hàm số  3 36 8 1x xy yz      
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Giải: 

Tập xác định: 2R  .  

Bước 1. Điểm tới hạn: 

2

2

1
' 3 6 0 0

  ; 1
   ' 6 24 0 0

2

x

y

x
z x y x

z x y y y

      
  

        

                     

Suy ra hàm số có hai điểm tới hạn là  0;0O  và 0

1
( 1; )

2
M    . 

Bước 2. Ta có : 6'xxz x  ; 6'xyz  ;  4' 8yyz y . 

Tại  0;0O  ta có : 

 0;0 0 xxA z   ;   0;0 6   xyB z  ;  0;0 0yyC z      

Suy ra: 2 36 0B AC    .  Hàm số không có cực trị tại  0;0 .O   

Tại 0

1
1;

2
( )M    ta có : 

1
( 1; ) 6

2
xxA z       ;  

1
( 1; ) 6

2
xyB z    ;   

1
( 1; ) 24

2
yyzC      

Suy ra 2  108 0 B AC    . Hàm số có cực trị tại 0

1
( 1; )

2
M   . 

Vì 6 0A    nên do đó là cực đại . 
1

  1;  
2

(   2)CĐz z     

 

  

Bài toán: Tìm cực trị của hàm:     ,  z f x y  với ràng buộc:  ,    0g x y   (1). 

 Ghi chú. Để đơn giản, ta luôn giả thiết các hàm f , g có đạo hàm riêng đến cấp cần 

thiết. 

 

 

Phương pháp nhân tử Lagrange: 

Kí hiệu. Hàm Lagrange L(x, y, λ) = f (x, y) − λg(x, y) (λ gọi là nhân tử Langrange). 

 

 

Định lí 1: 

 (Điều kiện cần) Nếu 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) là điểm cực trị của bài toán (1) thì tồn tại số thực 

λ0 

Sao cho ( 𝑥0, 𝑦0, λ0) thỏa mãn hệ  

                                                  {

𝐿′λ(x, y, λ) = 0

𝐿′x(x, y, λ) = 0

𝐿′y(x, y, λ) = 0
 

Ghi chú. Mỗi nghiệm của hệ trên gọi là một điểm dừng của hàm Lagrange.  
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Định lí 2: 

 (Điều kiện đủ) Giả sử ( 𝑥0, 𝑦0, λ0 ) là một điểm dừng của hàm Lagrange.  

Đặt:  

                  |A| = |

0 𝑔′𝑥 𝑔′𝑦
𝑔′𝑥 𝐿"𝑥𝑥 𝐿"𝑥𝑦
𝑔′𝑦 𝐿"𝑦𝑥 𝐿"𝑦𝑦

| 

Khi đó:  

• Nếu |A|( 𝑥0,𝑦0,λ0 ) > 0 thì  𝑀0(𝑥0, 𝑦0) là điểm cực đại của bài toán (1). 

• Nếu |A|( 𝑥0,𝑦0,λ0 ) < 0 thì 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) là điểm cực tiểu của bài toán (1). 

• Nếu |A|( 𝑥0,𝑦0,λ0 ) = 0 thì không có kết luận. 

Ghi chú.  

• Có thể thay ( 𝑥0, 𝑦0, λ0) vào A trước khi tính |A| 

• Nếu từ ràng buộc g(x, y) = 0 có thể rút ra x (hoặc y), ta thay vào hàm f , đưa 

về tìm cực trị hàm 1 biến (không cần dùng phương pháp nhân tử Lagrange).  

Dạng 6. Tìm cực trị có điều kiện của hàm số 

 

 

Ví dụ : Tìm cực trị có điều kiện của hàm số 

                                     z = f (x, y) = x + y  

                                         𝑥2 + 𝑦2 = 2.  

 

Giải: 

Tập xác định: 𝑅2 .  

Bước 1. Tìm điểm dừng của hàm Lagrange.  

Ta có: g(x,y) =  𝑥2 + 𝑦2 − 2. 

 Hàm Lagrange: L(x, y, λ) = x + y – λ(𝑥2 + 𝑦2− 2). 

Xét hệ : 

{

𝐿′ λ = 0

𝐿′x = 0

𝐿′y = 0
      ⇔   {

−(𝑥2 + 𝑦2 −  2) = 0

1 −  λ(2x) = 0

1 −  λ(2y) = 0

        ⇔  {

𝑥 = 1
𝑦 = 1
 λ = 1/2

   ;   {

𝑥 = −1
𝑦 = −1
 λ = −1/2

 

Bước 2 . 

Ta có :         |A| = |

0 𝑔′
𝑥

𝑔′
𝑦

𝑔′
𝑥
𝐿"𝑥𝑥 𝐿"𝑥𝑦

𝑔′
𝑦
𝐿"𝑦𝑥 𝐿"𝑦𝑦

|  =   |

0 2𝑥 2𝑦
2𝑥 −2𝜆 0
2𝑦 0 −2𝜆

|  =  8λ(𝑥2 + 𝑦2) 

 * Tại 
1

1,1,
2

 
 
 

   ta có |A| = 8 > 0 ⇒ 𝑀1(1, 1) là điểm cực đại và 𝑧𝐶Đ = 2. 

 * Tại 
1

1, 1,
2

 
 


 


  ta có |A| = −8 < 0 ⇒ 𝑀2(−1, −1) là điểm cực tiểu và 𝑧𝐶𝑇 = −2 
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B. GIẢI BÀI TẬP 

Bài 7.1 Tìm tập xác định và minh họa bằng hình học trên hệ tọa độ trực chuẩn 

Oxy: 

1.   2ln 2 1 4z x y     

2.  2 2 2 216 lg 4z x y x y        

3. 
3 2y

z arcsin
x


   

4.  
2

  arcsin arccos 4
y

z y x
x

     

5.  arcsin 3 4 ; 2; 3z x y x y       

 

Giải: 

 

1. 𝒛 = 𝐥𝐧 (𝟐𝒙 − 𝟏)(𝟒 − 𝒚𝟐) 

 

Điều kiện: (2𝑥 − 1)(4 − 𝑦2) > 0 

TH1: {
2𝑥 − 1 > 0
4 − 𝑦2 > 0

 ⇔ {
𝑥 >

1

2

−2 < 𝑦 < 2
 

TH2: {
2𝑥 − 1 < 0
4 − 𝑦2 < 0

⇔ {
𝑥 <

1

2

𝑦 < −2 ℎ𝑜ặ𝑐 𝑦 > 2
 

Biểu diễn hình học: 

 
(Tập xác định là miền gạch chéo không kể các đường biên) 
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2. 𝒛 = √𝟏𝟔 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝐥𝐠(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟒) 

 

Điều kiện: {
16 − 𝑥2 − 𝑦2 ≥ 0

𝑥2 + 𝑦2 − 4 > 0
⇔ {

𝑥2 + 𝑦2 ≤ 16

𝑥2 + 𝑦2 > 4
 

⇨ Tập xác định: 4 < 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 16 

Biểu diễn hình học 

 
 

Tập xác định là miền gạch chéo kể cả đường tròn tâm O bán kính 4 (O;4) không kể 

đường tròn tâm O bán kính 2 (O;2). 

 

3. 𝒛 = 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏
𝟑𝒚+𝟐

𝒙
 

 

Hàm số xác định khi: 

{|
3𝑦 + 2

𝑥
| ≤ 1

𝑥 ≠ 0

⇔{−1 ≤
3𝑦 + 2

𝑥
≤ 1

𝑥 ≠ 0

⇔ ℎ𝑜ặ𝑐

{
𝑥 − 2
3

≤ 𝑦 ≤ −
𝑥 + 2
3

𝑥 < 0

{−
𝑥 + 2
3

≤ 𝑦 ≤
𝑥 − 2
3

𝑥 > 0

 

     Biểu diễn hình học. 
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Tập xác định là miền gạch chéo kể cả các điểm nằm trên  

2 đường thẳng 𝑦 =
𝑥−2

3
; 𝑦 = −

𝑥+2

3
 trừ điểm 𝐴(0;

2

3
). 

 

4. 𝒛 = 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏
𝟐𝒚

𝒙
+ 𝒂𝒓𝒄𝒄𝒐𝒔 (𝒚 + 𝟒𝒙) 

 

Hàm số xác định khi: 

{

𝑥 ≠ 0

|
2𝑦

𝑥
| ≤ 1

|𝑦 − 4𝑥| ≤ 1

⇔ {

𝑥 ≠ 0

−1 ≤
2𝑦

𝑥
≤ 1

−1 ≤ 𝑦 − 4𝑥 ≤ 1

⇔ ℎ𝑜ặ𝑐

{

𝑥 > 0
−𝑥
2
≤ 𝑦 ≤

𝑥
2

4𝑥 − 1 ≤ 𝑦 ≤ 4𝑥 + 1

{

𝑥 < 0
𝑥
2
≤ 𝑦 ≤

−𝑥
2

4𝑥 − 1 ≤ 𝑦 ≤ 4𝑥 + 1

 

Biểu diễn hình học 

 
Tập xác định là miền gạch chéo kể cả các đường biên trừ điểm O(0;0) 
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5. 𝒛 = 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏(𝟑𝒙 − 𝟒𝒚) ; 𝒙 ≤ 𝟐; 𝒚 ≥ −𝟑  

 

Hàm z xác định khi: 

{

|3𝑥 − 4𝑦| ≤ 1
𝑥 ≤ 2
𝑦 ≥ −3

⇔ {
−1 ≤ 3𝑥 − 4𝑦 ≤ 1

𝑥 ≤ 2
𝑦 ≥ −3

⇔ {

−1 + 3𝑥

4
< 𝑦 <

3𝑥 + 1

4
𝑥 ≤ 2
𝑦 ≥ −3

 

Biểu diễn hình học 

 
Tập xác định là miền gạch chéo kể cả các đường biên. 

 

Bài 7.2 Tính đạo hàm riêng cấp 1 

  

1. 
3 3

2 2

x y
z

x y





  

2.  2 2lnz x x y     

3. 
y

arctan
xz e   

4. 
2 2

2 2

x y x
z ln

x y x

 


 
  

5. 
3yz x   

6. 
2 2

2 2

x y
z arctan

x y





  

7.  
.sinx siny

z x y    



 

 

 

 

 

 

 

Đề cương ôn tập Toán cao cấp 2 

14 

 

 

Giải:  

 

1. 𝒛 =
𝒙𝟑+𝒚𝟑

𝒙𝟐+𝒚𝟐
 

 

         𝑧𝑥
′ = (

𝑥3 + 𝑦3

𝑥2 + 𝑦2
)
𝑥

′

=
3𝑥2(𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑥(𝑥3 + 𝑦3)

(𝑥2 + 𝑦2)2
=
𝑥4 + 3𝑥2𝑦2 − 2𝑥𝑦3

(𝑥2 + 𝑦2)2
 

        𝑧𝑦
′ = (

𝑥3 + 𝑦3

𝑥2 + 𝑦2
)
𝑦

′

=
3𝑦2(𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑦(𝑥3 + 𝑦3)

(𝑥2 + 𝑦2)2
=
𝑦4 + 3𝑥2𝑦2 − 2𝑥3𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
 

 

2. 𝒛 = 𝒍𝒏 (𝒙 + √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐) 

 

         𝑧𝑥
′ = (ln (𝑥 + √𝑥2 + 𝑦2))

𝑥

′

=

1 +
2𝑥

2√𝑥2 + 𝑦2

𝑥 + √𝑥2 + 𝑦2
=

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2

𝑥 + √𝑥2 + 𝑦2
=

1

√𝑥2 + 𝑦2
 

         𝑧𝑦
′ = (ln (𝑥 + √𝑥2 + 𝑦2))

𝑦

′

=

2𝑦

2√𝑥2 + 𝑦2

𝑥 + √𝑥2 + 𝑦2
=

𝑦

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥√𝑥2 + 𝑦2
 

 

 

3. 𝒛 = 𝒆𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏
𝒚

𝒙 

                         

        𝑧𝑥
′ = (𝑒𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑦
𝑥)
𝑥

′

=
−𝑦

𝑥2
.
1

1 +
𝑦2

𝑥2

. 𝑒𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝑦
𝑥 =

−𝑦

𝑥2 + 𝑦2
. 𝑒𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑦
𝑥 

        𝑧𝑦
′ = (𝑒𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑦
𝑥)
𝑦

′

= (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝑦

𝑥
)𝑦

′ . 𝑒𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝑦
𝑥 =

1
𝑥

1 +
𝑦2

𝑥2

. 𝑒𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝑦
𝑥

=
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
. 𝑒𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑦
𝑥 

 

4. 𝒛 = 𝒍𝒏
√𝒙𝟐+𝒚𝟐−𝒙

√𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒙
 

   

𝑧𝑥
′ = (𝑙𝑛

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥
)𝑥

′ = (
√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥
)

𝑥

′

.
√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥
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=

(
2𝑥

2√𝑥2 + 𝑦2
− 1) (√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥) − (

2𝑥

2√𝑥2 + 𝑦2
+ 1) (√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥)

(√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)
2

×
√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥
 

=
(𝑥 − √𝑥2 + 𝑦2)(√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥) − (𝑥 + √𝑥2 + 𝑦2)(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥)

√𝑥2 + 𝑦2. (√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)
2

×
√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥
 

=
𝑥2 − 𝑥2 − 𝑦2 − (𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥2)

√𝑥2 + 𝑦2. (√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)
2 .

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥
 

=
−2𝑦2

√𝑥2 + 𝑦2. (√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥)
=

−2𝑦2

𝑦2√𝑥2 + 𝑦2
=

−2

√𝑥2 + 𝑦2
 

𝑧𝑦
′ = (𝑙𝑛

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥
)𝑦

′ = (
√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥
)

𝑦

′

.
√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥
  

=

2𝑦

2√𝑥2 + 𝑦2
. (√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥) −

2𝑦

2√𝑥2 + 𝑦2
(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥)

(√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)
2 .

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥
 

=

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
(√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥 − √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)

(√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)
2 .

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥
 

=
2𝑥𝑦

√𝑥2 + 𝑦2. (√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥)
=

2𝑥

𝑦√𝑥2 + 𝑦2
 

 

5. 𝒛 = 𝒙𝒚
𝟑
 

         

           𝑧𝑥
′ = (𝑥𝑦

3
)
𝑥

′
= 𝑦3. 𝑥𝑦

3−1 

           𝑧𝑦
′ = (𝑥𝑦

3
)
𝑦

′
= 𝑥𝑦

3
. 𝑙𝑛𝑦3. (𝑦3)′ = 3𝑦2𝑥𝑦

3
. 𝑙𝑛𝑦3 

 

6. 𝒛 = 𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏
√𝒙𝟐−𝒚𝟐

√𝒙𝟐+𝒚𝟐
 

       

          𝑧𝑥
′ = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

√𝑥2 − 𝑦2

√𝑥2 + 𝑦2
)𝑥

′ = (
√𝑥2 − 𝑦2

√𝑥2 + 𝑦2
)

𝑥

′

.
1

1 +
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
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                =
2𝑥𝑦2

√𝑥4 − 𝑦4. (𝑥2 + 𝑦2)
.
𝑥2 + 𝑦2

2𝑥2
=

𝑦2

𝑥√𝑥4 − 𝑦4
 

        𝑧𝑦
′ = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

√𝑥2 − 𝑦2

√𝑥2 + 𝑦2
)𝑦

′ = (
√𝑥2 − 𝑦2

√𝑥2 + 𝑦2
)

𝑦

′

.
1

1 +
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2

 

             =

−2𝑦

2√𝑥2 − 𝑦2
. √𝑥2 + 𝑦2 −

2𝑦

2√𝑥2 + 𝑦2
. √𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
.
𝑥2 + 𝑦2

2𝑥2
 

              =

−𝑦 (
√𝑥2 + 𝑦2

√𝑥2 − 𝑦2
+
√𝑥2 − 𝑦2

√𝑥2 + 𝑦2
)

2𝑥2
=

−𝑦. 2𝑥2

2𝑥3√𝑥4 − 𝑦4
=

−𝑦

√𝑥4 − 𝑦4
 

 

7. 𝒛 = (𝒙 + 𝒚)𝒔𝒊𝒏𝒙.𝒔𝒊𝒏𝒚 

       

           𝑧𝑥
′ = ((𝑥 + 𝑦)𝑠𝑖𝑛𝑥.𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑥

′  

           𝑧𝑥
′ = ((𝑥 + 𝑦)𝑠𝑖𝑛𝑥.𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑥

′  

Ta có: 𝑙𝑛𝑧 = 𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦)𝑠𝑖𝑛𝑥.𝑠𝑖𝑛𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑠𝑖𝑛𝑦. ln(𝑥 + 𝑦) 

Đạo hàm 2 vế ta có: 

𝑧𝑥
′

𝑧
= 𝑠𝑖𝑛𝑦. 𝑐𝑜𝑠𝑥. ln(𝑥 + 𝑦) +

𝑠𝑖𝑛𝑦. 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥 + 𝑦
 

 𝑧𝑥
′ = 𝑠𝑖𝑛𝑦 (𝑐𝑜𝑠𝑥. ln(𝑥 + 𝑦) +

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥+𝑦
) . (𝑥 + 𝑦)𝑠𝑖𝑛𝑥.𝑠𝑖𝑛𝑦 

       𝑧𝑦
′ = ((𝑥 + 𝑦)𝑠𝑖𝑛𝑥.𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑦

′  

Ta có: 𝑙𝑛𝑧 = 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑠𝑖𝑛𝑦. ln(𝑥 + 𝑦) 

Đạo hàm 2 vế theo y ta có: 

𝑧𝑦
′

𝑧
= 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑦. ln(𝑥 + 𝑦) +

𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑥 + 𝑦
 

 𝑧𝑦
′ = 𝑠𝑖𝑛𝑥 (𝑐𝑜𝑠𝑦. ln(𝑥 + 𝑦) +

𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑥+𝑦
) (𝑥 + 𝑦)𝑠𝑖𝑛𝑥.𝑠𝑖𝑛𝑦 

 

Bài 7.3 Tìm các đạo hàm riêng cấp hai của hàm hai biến 

 

1.  322

3

1
yxz   

2.  yxxz  ln2  

3. yxz   

4.  222ln ayxxyz   

 

Giải: 
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1)  322

3

1
yxz   

 
 

 
 

 

   
    

 

22

22

22

222

2222

232222

22

22

232222

'

22

23
'

22

22

'

322

222

'

322

222
"

23

3
3

2

2..3
.

3

1

yx

yx

yx

xyx

yxyx

xyxxyxyx

yx

yx

x
xyxyxyx

yx

xyx

yx

yxx

yx

yxx

yx

xyx
zxx



































































































 

 
 

   

 

2 2 3 2
'

2 23 2
'

" '

2 22 2

2 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

xy x y

y

y
xy x y x xy

x yx xy
z z

x yx y

xy x y y x xy xy xy xy

x y x y x y x y

  
  
   
   

   
  

   

 

 
 

 
   

    
  22

22

2222

2222222

22

22

322222
'

22

22

'

322

222
"

23

3

2

2.3
.

3

1

yx

yx

yxyx

yxyyxyx

yx

yx

y
yyxyxyx

yx

yxy

yx

yyx
z

yy

yy























































 

2 2
'' ''xy yx

xy
z z

x y
 


 

 

2)  yxxz  ln2  

 

 

 
 

 

 
 

 

'
2

"

2

2

2

2

2 ln

22
2ln

22
2ln

xx

x

x
z x x y

x y

x x y xx
x y

x y x y

x x y xx
x y

x y x y

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 

 
 2

2
'

2
" 2

ln2
yx

x

yx

x

yx

x
yxxz

y

xy















  



 

 

 

 

 

 

 

Đề cương ôn tập Toán cao cấp 2 

18 

 

 2
2

'
2

"

yx

x

yx

x
z

y

yy














  

 2

2
""

yx

x
zz yxxy




 

3) 
yxz   

 

    2'1" 1   y

x

y

xx xyyyxz  

  "11'1" ln yx

yy

y

y

xy zxyxxyxz    

 " 2
'

ln ln .lny y

yy

y

y
z x x x x x x ln x   

 

4) 
 222ln ayxxyz 

 

 

 

 

'
2

'
2 2 2 2 2 2 2

"

2 2 2 2 2 2 2 2 2

'

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

'
2 2 2 3

2 2 22 2 2 3
2 2 2

2

2
xx

x

x

x

x

xy
y

x y a y x y a xy
z

xy x y a xy x y a x y a

xy y x y a

xy x y a x y a

xy
y

x y ay xy

x y ax y a x y a

 
         

         
 
 

 
  


 

   
 


   
   
    

 

   

2
2 2 2

'
2 2 2

"

2 2 22 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3
2 2 2

xy

y

x y
x y a y

x y ay
z

x y ax y a

x y a x y a

x y a x y a x y a

 
  
  
   

 
 

  

 

 

 

'
2

'

2 2 2 2 2 2 2

'

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

'
2 2 2 3

2 2 22 2 2 3
2 2 2

2

2
yy

y

y

y

x y
x

x y a x x y a x y
z

xy x y a xy x y a x y a

x y
x

x y ax x y

x y ax y a x y a

 
   

     
           

 


   
   
    
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Bài 7.4 Tính gần đúng bằng vi phân toàn phần: 

1. 050,5996,0A  

2.  49700,150200,27ln 43 B  

3.  10052,1arcsin eC  ,    biết 14,3;72,13    

4.  31cos98,22arctan D , biết 14,3;72,13    

 

Giải : 

 

1) 5,0500,996A    

 

Xét hàm:   yxyxzA  ,  

Ta có: 
05,0;505,5

004,0;1996,0

00

00





yyyy

xxxx
 

 

 

  01ln5;1ln.

51.55;1

115;1

''

4'1'

5









y

y

y

x

y

x

zxxz

zyxz

z

 

Vậy         98,0004,0.51.5;1.5;15;1 ''  yzxzzA yx  
 

2)  3 4ln 27,0200 15,9700 4B      

 

Xét hàm:    4ln, 43  yxyxzB  

Ta có: 
03,0;1697,15

02,0;2702,27

00

00





yyyy

xxxx
 

   

  
 

 

 
 

32

1
16;27

44

1

27

1
16;27

43

1
4ln

041627ln16;27

'

434 3

'

'

433 2

'
43'

43













yy

xxx

z
yxy

z

z
yxx

yxz

z

 

Vậy         0002,003,0.
32

1
02,0.

27

1
0.16;27.16;2716;27 ''  yzxzzB yx  

3)  100arcsin 1,52C e   , biết 14,3;72,13  
 

Ta có:     01,0100 52,1arcsin52,1arcsin eeC   

Xét hàm:    yexyxzC  arcsin,  


