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GIÁO TRÌNH MÔN HỌC/MÔ ĐUN 

 

Tên môn học/mô đun: Toán Ứng dụng A 

Mã môn học/mô đun: MH 07 

Thời gian thực hiện môn học: 60 giờ; ( ý thuyết: 30 giờ;  ài tập: 27 giờ;  iểm tra: 3 

giờ) 

I. VỊ TR  T NH CHẤT CỦA MÔN HỌC/MÔ ĐUN: 

- Vị trí: Môn học toán ứng dụng   được bố trí học vào năm nhất.  

- Tính chất:  à môn học cơ bản bắt buộc cho các sinh viên thuộc các chuyên ngành 

Quản trị mạng máy tính, Thiết kế đồ họa, Công nghệ thông tin. 

II. MỤC TIÊU MÔN HỌC/MÔ ĐUN: 

1. Về kiến thức: 

         - Nắm được các phương pháp tìm giới hạn của hàm số một biến số, các phương 

pháp tính tích phân xác định, suy rộng và ứng dụng của nó trong thực tiễn 

- Phát biểu được các khái niệm, định lý, tính chất cơ bản trong hàm nhiều biến, 

phương trình vi phân và chuỗi số.  

-  iết được cách tìm cực trị hàm nhiều biến, tính tích phân bội, tích phân đường, tìm 

nghiệm phương trình vi phân và xét sự hội tụ của chuỗi số. 

2. Về kĩ năng: 

- Vận dụng các phương pháp tính tích phân bội trong hệ tọa độ cực, phương pháp 

tính tích phân đường, phương pháp tìm nghiệm phương trình vi phân và các phương pháp 

xét sự hội tụ của chuỗi số . 

-  iết được ứng dụng của cực trị trong các bài toán tối ưu, tích phân bội 

 trong việc tính thể tích và diện tích, tích phân đường trong việc xác định độ dài của một 

đường cong bất kỳ, phương trình vi phân trong các ngành cơ điện, chuỗi số trong các 

ngành kĩ thuật công nghệ. 

3. Về năng tự chủ và trách nhiệm: 

           R n luyện tính cẩn thận, chính xác, tự học, tự nghiên cứu, ham học hỏi. 

III. NỘI DUNG MÔN HỌC/MÔ ĐUN: 

1. Nội dung tổng quát và phân phối thời gian: 

Số 

TT 
Tên chương, mục 

Thời gian (giờ) 

Tổng 

số 

Lý 

thuyết 

Bài tập Kiểm tra* 

(LT hoặc 

TH) 

1 Chương  . Hàm số một biến số 17 8 8 1 

2 Chương 2. Hàm hai biến, tích phân 

kép, tích phân đường. 

17 8 8 1 

3 Chương 3.  Phương trình vi phân. 17 8 8 1 

4 Chương 4. Chuỗi. 9 6 3  

 Cộng: 60 30 27 3 

2. Nội dung chi tiết: 

Chương 1: Hàm số một biến số Thời gian: 17 giờ 



 

 

 

 

 

 

 

 

1. Mục tiêu: 

- Nắm được cách tính giới hạn của hàm một biến số  

- Vận dụng các công thức đạo hàm để tính cực trị của một hàm số và ứng dụng của 

nó 

-  iết được cách tính nguyên hàm, tích phân và ứng dụng trong việc tìm diện tích 

và thể tích của một hình trong mặt phẳng. 

2. Nội dung chương:   

 . Giới hạn và tính liên tục của hàm số Thời gian: 6 giờ 

 . . Ánh xạ, giới hạn của dãy số 

 .2. Giới hạn của hàm số 

1.3. Hàm số liên tục. 

2. Đạo hàm và vi phân Thời gian: 5 giờ 

2.  Đạo hàm của hàm số một biến số 

2.2 Vi phân của hàm số một biến số. 

3. Tích phân của hàm một biến số Thời gian: 6 giờ 

3. . Nguyên hàm của hàm một biến số 

3.2. Tích phân bất định của hàm số một biến số 

3.3. Tích phân suy rộng của hàm một biến số. 

 

Chương 2: Hàm hai biến,tích phân kép,tích phân đường  Thời gian: 17 giờ  

 1. Mục tiêu:  

  - Nắm được phương pháp tìm cực trị và các ứng dụng liên quan trong kinh tế, 

khoa học kĩ thuật và công nghệ. 

- Nắm được các cách tính tích phân kép trong hệ tọa độ Oxy và cách tính trong hệ 

tọa độ cực và ứng dụng của nó trong thực tế: tính khối lượng, diện tích và thể tích một 

vật thể. 

-  iết được cách tính tích phân đường và ứng dụng của nó trong việc tính độ dài 

đường cong, trọng tâm của một dây cung bất kì. 

2. Nội dung chương:  

1. Hàm hai biến Thời gian: 6 giờ 

 . .  hái niệm hàm hai biến 

 .2. Giới hạn, tính liên tục của hàm 2 biến 

 .3. Đạo hàm riêng ,vi phân của hàm 2 biến 

 .4. Cực trị của hàm 2 biến. 

2. Tích phân kép Thời gian: 6 giờ 

2.1. Bài toán dẫn đến khái niệm tích phân kép 

2.2. Định nghĩa  tích phân kép 

2.3. Cách tính chất của tích phân kép 

2.4. Cách tính tích phân kép trong hệ tọa độ Đề các 

2.5. Cách tính tích phân kép trong hệ tọa độ cực 

2.6. Ứng dụng của tích phân kép. 

3. Tích phân đường  Thời gian: 5 giờ 

3. . Tích phân đường loại   

3.2. Tích phân đường loại 2. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chương 3: Phương trình vi phân Thời gian: 17 giờ  

  1. Mục tiêu: 

-  iết cách tìm nghiệm của phương trình có biến phân ly, phương trình vi phân 

tuyến tính cấp  . 

- Nắm và giải được cách tìm nghiệm của phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 với 

hệ số hằng. 

2. Nội dung chương: 

 . Phương trình vi phân cấp   Thời gian: 10 giờ                      

1.1.  hái niệm 

 .2. Phương trình khuyết 

 .3. Phương trình tách biến 

 .4. Phương trình đẳng cấp 

 .5. Phương trình tuyến tính cấp                          

 .6. Phương trình  ernoulli 

 .7. Phương trình vi phân toàn ph n. 

2. Phương trình vi phân cấp 2                                  

2. .  hái niệm Thời gian: 7 giờ 

2.2. Phương trình khuyết 

2.3. Phương trình tuyến tính cấp 2. 

 

Chương 4: Chuỗi Thời gian: 9 giờ 

    1. Mục tiêu: 

- Nắm được cách xét sự hội tụ của chuỗi số 

- Nắm được ứng dụng của chuỗi số trong khoa học kĩ thuật 

2. Nội dung chương: 

 . Đại cương về chuỗi Thời gian: 2 giờ 

2. Chuỗi số dương  Thời gian: 2 giờ 

3. Chuỗi có số hạng với dấu bất kỳ  Thời gian: 2 giờ 

4. Chuỗi lũy thừa.  Thời gian: 3 giờ 



 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

Chương I Hàm một biến – Giới hạn, liên tục – Đạo hàm, Tích phân của hàm số một biến 

 1 

 

CHƯ NG I:  HÀM MỘT BIẾN - GIỚI H N VÀ T NH LIÊN TỤC -  Đ O 

HÀM VÀ VI PH N -  T CH PH N CỦA HÀM MỘT BIẾN 

I.1. ĐỊNH NGHĨA HÀM SỐ  

I.1.1. Các khái niệm 

Định nghĩa I.1.1:  Cho hai tập hợp X và Y. Quy luật f cho một ph n tử xX với 

một ph n tử y  Y gọi là ánh xạ từ tập X vào tập Y, ký hiệu f:  X  Y, x gọi là tạo 

ảnh của y  Y, y gọi là ảnh của x  X. Ta viết f: x  y = f(x). 

-  Cho A  X, tập f( ) = {f(x) x    } gọi là ảnh của tập   ( qua f ) 

-  Cho B  Y, tập f
–1

(B) = { x  X  f(x)    } là nghịch ảnh của tập   ( qua f ) 

-  f: X  Y là một đơn ánh, nếu: f(x1) =  f(x2)   x1 = x2 . 

-  f: X  Y là một toàn ánh, nếu: f(X) =  Y. 

-  f: X  Y là một song ánh, nếu f vừa đơn ánh vừa là toàn ánh. 

-  Cho các ánh xạ f: X  Y, g: Y  Z. Ánh xạ h: X  Z với h(x) = g[f(x)], 

x X, gọi là tích của f và g, ký hiệu h = gof. 

-  Cho song ánh f: X  Y, ánh xạ f 
–1

: Y  X thỏa: nếu y = f(x) thì x = f
–1

(y) ;  f 
–1

 gọi là ánh xạ ngược của f. 

Ví dụ:  

 ) Ánh xạ f: N  R, với f(x) = 2x +   là một đơn ánh nhưng không toàn ánh; 

2) Ánh xạ g: R  R
 +
, với g(x) = x

2
 là một toàn ánh nhưng không đơn ánh; 

3) Ánh xạ h: R  R, với h(x) = 2x +   là một song ánh. 

Định nghĩa I.1.2:  Cho X  R, X . Ánh xạ f: X  R gọi là một hàm số (biến 

số thực). Tập X gọi là miền xác định và tập Y = f(X) là miền giá trị của hàm số. Ta 

viết: y = f(x). 

Định nghĩa I.1.3:  Cho hàm số y = f(x). Tập hợp điểm M(x,f(x)) (với mọi x thuộc 

tập xác định X) trên mặt phẳng tọa độ gọi là đồ thị của hàm số y = f(x). 

Định nghĩa I.1.4:  Hàm số u : N  R gọi là một dãy số. Ta thường ký hiệu dãy 

số : u1, u2 , . . ., un , . . . hay {un}. Các số u1, u2 , . . ., un gọi là số hạng của dãy số. 

Dãy số{un} có thể hữu hạn nếu hữu hạn số hạng và cũng có thể vô hạn nếu có vô 

hạn số hạng.  

I.1.2. Một số tính chất của hàm số  

1) Hàm số đơn điệu:  Hàm số f gọi là đơn điệu tăng ( giảm ) trên miền X, nếu: với 

mọi x1, x2  X : x1   x2   f(x1)   f(x2), ( f(x1)   f(x2) ). 

2) Hàm số bị chặn:  Hàm số f gọi là bị chặn trong miền X, nếu tồn tại số k  0, sao 

cho : f(x)  k, mọi x X. 

3) Hàm số chẵn, hàm số lẻ: Hàm số f xác định trên miền đối xứng X gọi là hàm số 

chẵn (lẻ) nếu với mọi x X: f(– x ) = f(x), (f(–x) = –f(x)). 

4) Hàm số tuần hoàn: Hàm số f tu n hoàn trên miền X nếu tồn tại số k  0, sao 

cho: f(x+k) = f(x), x X. Số t  0 nhỏ nhất trong các số k gọi là chu kỳ của hàm 

số. 

I.1.3. Hàm số hợp, hàm số ngược  

Định nghĩa I.1.5:  Cho X, Y là hai tập hợp con của R và các hàm số f: X  Y,   g: 

Y  R. Ánh xạ tích: h = gof là hàm số hợp của hai hàm số f và g. 
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-  Cho song ánh f: X  R, ánh xạ ngược f 
–1

 của f gọi là hàm ngược của hàm f. 

I.1.4. Các số hàm sơ cấp cơ bản  

1) Hàm số lũy thừa:   y = x

 (   R ) 

2) Hàm số mũ:    y = a
x
 ( a  R, a  0, a  1 ) 

3) Hàm số logarith:   y = logax ( a  R, a  0, a  1 ) 

4) Hàm số lượng giác:   y = sinx, y = cosx, y = tgx, y = cotg x 

5) Hàm số lượng giác ngược: y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx, y = arccotgx 

I.2. GIỚI H N HÀM SỐ  

I.2.1. Giới hạn của dãy số 

Định nghĩa I.2.1:  Số a gọi là giới hạn của dãy số {un} nếu   0,  N  0, sao 

cho n  N : un – a   .  ý hiệu: aulim n
n




, hay un  a khi n  . 

- Nếu a là giới hạn của dãy số {un}, ta cũng nói {un} hội tụ về a. 

- Dãy số {un} d n đến vô tận, nếu 


n
n

ulim . 

Định    I.2.1: Cho hai dãy số {un} và {vn} có giới hạn. 

- Nếu n : un  = vn thì  n
n

n
n

vlimulim


  . 

- Nếu n : un   vn thì  n
n

n
n

vlimulim


  . 

Định    I.2.2:  Nếu {un} có giới hạn thì giới hạn đó là duy nhất. Nếu {un} có giới 

hạn thì {un} bị chặn. 

Định    I.2.3:  Cho ba dãy số {un}, {vn}  và {zn} có giới hạn và un   vn   zn mà 

azlimulim n
n

n
n




 thì avlim n
n




. 

Định    I.2.4:  Nếu 


n
n

ulim  thì 0
u

1
lim

n
n




, nếu 0ulim n
n




 thì 


n
n u

1
lim . 

Định    I.2.5:  Nếu {un} tăng và bị chặn trên ( giảm và bị chặn dưới) thì hội tụ. 

Định    I.2.6:  Nếu {un},{vn} hội tụ thì tổng, hiệu, tích, thương của chúng cũng hội 

tụ và :  n
n

n
n

nn
n

vlimulim)vu(lim


  ,  n
n

n
n

nn
n

vlim.ulim)v.u(lim


  

         
n

n

n
n

n

n

n vlim

ulim

v

u
lim






  ,  ( 0vlim n

n



) 

Ví dụ: Chứng tỏ  {un}:  un  =  
n2

1
...

2n

1

1n

1






  hội tụ.    

Giải: Ta có: Do un+1 = 
1n2

1

n2

1
...

2n

1

1n

1








 = un + 

1n2

1


 > un ,  

nên dãy số tăng. Mặt khác: un =
n2

1
...

2n

1

1n

1






  < 

n

1
...

n

1

n

1
  = 1 

Nên dãy số bị chặn trên. Vậy nó hội tụ. 

I.2.2. Giới hạn của hàm số 

Định nghĩa I.2.2: Số k gọi là giới hạn của hàm số f(x) khi x  a   > 0 cho 

trước,  >0 sao cho x – a<  thì f(x) – k< .  í hiệu :  
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  k)x(flim
ax




 hay  f(x)  k  khi x  a 

Các định lí về giới hạn hàm số 

Định    I.2.7:  Nếu các hàm số f(x) và g(x) cùng có giới hạn khi x  a. Thì tổng, 

hiệu, tích, thương của chúng cũng có giới hạn, và : 

  )x(glim)x(flim)x(g)x(flim
axaxax 

  ,    )x(glim).x(flim)x(g).x(flim
axaxax 

  

 
)x(glim

)x(flim

)x(g

)x(f
lim

ax

ax

ax






  ,  ( 0)x(glim

ax



) 

Định    I.2.8:  Nếu các hàm số f(x), g(x) và h(x) cùng có giới hạn khi x  a và: 

f(x)   g(x)    h(x) và k)x(hlim)x(flim
axax




 thì k)x(glim
ax




. 

Ví dụ:  Tính 
x

xsin
lim

0x
  

Giải: Xét  x  






 


2
;

2
, ta có : 1

x

xsin
xcos  , mà 1xcoslim

0x



                    

Vậy: 1
x

xsin
lim

0x



 

I.2.3. Giới hạn một phía của hàm số 

Định nghĩa I.2.3: Số k gọi là giới hạn bên phải của f(x) khi x  a   > 0 cho 

trước,  > 0 sao cho x – a >  thì f(x) – k< .  í hiệu : k)x(flim
ax




.  

- Số k gọi là giới hạn bên trái của f(x) khi x  a   > 0 cho trước,  > 0 sao 

cho a – x >  thì f(x) – k< .  í hiệu : k)x(flim
ax




. 

- Nếu k)x(flim)x(flim
axax


 

 thì  k)x(flim
ax




. 

I.2.4. Giới hạn ở vô tận 

Định nghĩa I.2.4: Số k gọi là giới hạn của f(x) khi x      > 0 cho trước, 

M > 0 sao cho x> M thì f(x) – k< .  í hiệu: k)x(flim
x




 

( hay k)x(flim
 - x




hoặc k)x(flim
 x




) 

I.2.5. Giới hạn bằng vô tận 

Định nghĩa I.2.5: Hàm số f(x) có giới hạn bằng vô tận khi x  a (hoặc x   ) 

 M > 0,  >0 sao cho x> M thì f(x)  > M.  í hiệu: 


)x(flim
ax

  

( hay 


)x(flim
a x

 hoặc  


)x(flim
a x

) 

Ví dụ: Tính  
1x

3x2
lim

2x 




  

Giải: Ta có: 
1x

3x2
lim

2x 




 = 

2

x

x

1
1x

x

3
2x

lim














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Nên: 
1x

3x2
lim

2x 




= 

2

x

x

1
1x

x

3
2x

lim














 =  

2

x

x

1
1

x

3
2

lim






 =  – 2. 

và :  
1x

3x2
lim

2x 




  = 

2

x

x

1
1x

x

3
2x

lim














  =  

2

x

x

1
1

x

3
2

lim






 =  2. 

I.3. HÀM SỐ LIÊN TỤC 

I.3.1. Khái niệm 

Định nghĩa I.3.1:  Cho hàm số f(x) xác định trong một lân cận của điểm xo nếu: 

)x(f)x(flim o
x x o




, ta nói f(x) liên tục tại điểm xo. 

- Nếu )x(f)x(flim o
x x o





, ta nói f(x) liên tục phải tại điểm xo,nếu )x(f)x(flim o

x x o




 

ta nói f(x) liên tục trái tại điểm xo, f(x) liên tục tại xo nếu f(x) liên tục trái và liên 

tục phải tại xo. 

Định nghĩa I.3.2: Hàm số f(x) liên tục trong khoảng (a ; b) nếu nó liên tục tại mọi 

điểm thuộc khoảng đó. 

 - Hàm số f(x) liên tục trong đoạn [a ; b] nếu nó liên tục tại mọi điểm thuộc khoảng 

(a ; b) và (x) liên tục phải tại a, f(x) liên tục trái tại b. 

Chú ý : Cho hàm số f(x) xác định trong một lân cận V(xo) của điểm xo, với mọi x 

thuộc V(xo), (x  xo). Đặt: x = x – xo, y = f(x) – f(xo), x và y l n lượt được 

gọi là số gia của biến x và số gia của f(x) tại xo. 

Định nghĩa I.3.3: Hàm số f(x) liên tục tại điểm xo  0ylim
0 x




 . 

Ví dụ: Xét tính liên tục của hàm số: 

  f(x) =  















0)  x (            
2

1

) 0  x (  
x

xcos1
2

    tại điểm x = 0. 

Giải: Ta có: 20x0 x x

xcos1
lim)x(flim





 = 

2

2

0x x

2

x
sin2

lim


 = 
2

1
 = f(0)  

Vậy f(x) liên tục tại điểm x = 0. 

I.3.2. Các tính chất của hàm số liên tục 

Định    I.3.1: Nếu các hàm số f(x), g(x) cùng liên tục tại xo thì tổng, hiệu, tích, 

thương ( g(xo)  0 ) của chúng cũng liên tục tại x0. 
 

Định    I.3.2: Nếu hàm số f(x) liên tục tại xo và tương ứng hàm g(u) liên tục tại 

điểm uo = g(xo) thì hàm hợp gof cũng liên tục tại xo. 
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 Định    I.3.3 (Định    Weiest’rass 1): Hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a ; b] thì bị 

chặn trên đoạn đó. 

 Định    I.3.4 (Định    Weiest’rass 2): Hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a ; b] thì 

f(x) đạt đến giá trị lớn nhất và bé nhất trên đoạn đó. 

Định    I.3.5 (Định    Bonzano – Cauchy 1):  Hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a;b] 

và f(a).f(b) < 0 thì tồn tại c  (a ;b) để f(c) = 0. 

Định    I.3.6 (Định    Bonzano – Cauchy 2):  Hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a;b] 

thì f(x) nhận mọi giá trị trung gian giữa f(a) và f(b). 

Ví dụ: Chứng minh phương trình: x
5
 + 3x –   = 0 luôn có ít nhất một nghiệm 

dương. 

Giải: Đặt f(x) = x
5
 + 3x –   thì f(x) liên tục trên tập số thực R, ta có: f(0) = – 1, 

f( ) = 3 nên f(0).f( ) < 0, vậy phương trình có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng  

(0; 1). 

I.3.3. Hàm gián đoạn 

Định nghĩa I.3.4: Hàm số f(x) gọi là gián đoạn tại điểm xo nếu nó không liên tục 

tại điểm đó.  

Chú ý: Điểm xo
 
gọi là điểm gián đoạn loại 1 nếu f(x) gián đoạn tại điểm đó nhưng 

tồn tại )x(flim
ox x



 và )x(flim

ox x



. Đặc biệt nếu )x(flim

ox x



 = )x(flim

ox x



  f(xo), ta gọi xo 

là điểm gián đoạn bỏ được của f(x). 

- Điểm xo
 
gọi là điểm gián đoạn loại 2 nếu nó là điểm gián đoạn của f(x) nhưng 

không là gián đoạn loại 1. 

Ví dụ: Hàm số: 

  f(x) =  












0)  x (           0

) 0  x (     
x

xsin

   

điểm xo
 
 = 0 là điểm gián đoạn bỏ được vì 

x

xsin
lim

0x
 = 1  0. 

I.4. Đ O HÀM, VI PHÂN CỦA HÀM SỐ 

I.4.1. Đạo hàm cấp một 

Định nghĩa I.4.1: Cho hàm số y = f(x) xác định trong một lân cận của điểm xo 

Đặt: x = x – xo, y = f(x) – f(xo) = f( xo + x ) – f(xo).  

- Nếu tỉ số  
x

y




 có giới hạn hữu hạn khi x  0 thì giới hạn đó gọi là đạo hàm cấp 

1 của hàm số f(x) tại xo. Kí hiệu: f (xo) hay y(xo). 

Vậy:  
x

y
lim)x('f

0x
o







     

-  Nếu f(x) có đạo hàm tại điểm xo ta nói f(x) khả vi tại điểm xo. 
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-  Hàm số f(x) gọi là khả vi trong tập U  R, nếu nó khả vi tại mọi điểm xo  U. 

Lưu ý : - Nếu tồn tại 
x

y
lim

0x 




 ta gọi đó là đạo hàm bên phải của f(x) tại điểm xo. 

Kí hiệu: )x('f o


, vậy )x('f o


 = 

x

y
lim

0x 




. Tương tự: đạo hàm bên trái của f(x) tại 

điểm xo, và )x('f o


 = 

x

y
lim

0x 




 

- Nếu  )x('f o


 = )x('f o


 = A  thì  f(xo) = A. 

Định    I.4.1:  Nếu f(x) khả vi tại điểm xo thì liên tục tại điểm đó. 

Lưu ý : - Định lí trên chỉ là một điều kiện c n, điều ngược lại chưa chắc đã đúng. 

Chẳng hạn hàm số f(x) = x liên tục tại điểm x = 0 nhưng không có đạo hàm tại 

điểm x = 0. ( tự chứng minh ). 

Các quy tắc tính đạo hàm 

- Quy ước: u = u(x), v = v(x) và các hàm số này có đạo hàm tại cùng một điểm. 

Ta có:  - ( u  v) = u  v 

  - ( u.v ) = u.v + v.u 

  -  2v

u'vv'u

v

u 












  ( v  0 )     

  - Nếu y = y(u) và u = u(x) thì: yx  =  yu. ux 

Bảng đạo hàm của các hàm sơ cấp 
 

Đạo hàm hàm sơ cấp Đạo hàm hàm hợp 

C  =  0  

(x

) = . x

 - 1
  (  R) (u


) = . u

 - 1
. u  (  R) 

(a
x
) = a

x
.lna  (a  R, a > 0, a  1 ) (a

u
) = a

u
.lna. u  (a  R, a > 0, a  1 ) 

(e
x
) = e

x
 (e

u
) = e

u
. u 

 
aln.x

1
xlog a 


 (a  R, a > 0, a  1 )  
aln.u

'u
ulog a 


 (a  R, a > 0, a  1 ) 

 
x

1
xln 


  
u

'u
uln 


 

(sinx) = cosx (sinu) = cosu. u 

(cosx) =  – sinx (cosu) =  – sinu. u 

 
xcos

1
tgx

2



  
ucos

'u
tgu

2


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 
xsin

1
gxcot

2





  
usin

'u
gucot

2





 

 
2x1

1
)x(arccosxarcsin





  

2u1

'u
)u(arccosuarcsin





 

 
2x1

1
)gxcotarc(arctgx





  

2u1

'u
)gucotarc(arctgu





 

Ví dụ: Tính đạo hàm các hàm số sau: 

1) 
2x

1x
y

2




   

2)  )1x2cos(siny 2   

Giải: 

1) Ta có: 
1x4x

)2x(

)1x()2x(x2
'y

2

2

2 





  

2) Ta có:     )1x2sin(2.)1x2cos(cos.)1x2cos(sin2'y   

      =  – 2 sin 2[cos(2x + 1)].sin(2x + 1) 

Tính chất của đạo hàm 

Định    I.4.2  (Định    Ro  e): Nếu f(x) liên tục trong đoạn [a ; b], khả vi trong 

khoảng (a ; b) và f(a) = f(b) thì tồn tại c  (a ; b)  sao cho f (c)  =  0.  

Định    I.4.2  (Định     agrange): Nếu f(x) liên tục trong đoạn [a ; b], khả vi 

trong khoảng (a ; b) thì tồn tại c  (a ; b) sao cho : 

   
ab

)a(f)b(f
)c('f




       

Định    I.4.3  (Định     auch ): Nếu các hàm số f(x) và g(x) đều liên tục trong 

đoạn [a ; b], khả vi trong khoảng (a ; b) và g(x)  0 thì tồn tại c  (a ; b) sao cho : 

   
)a(g)b(g

)a(f)b(f

)c('g

)c('f




      

Quy tắc L’ hospitalle 

Qu  tắc 1: Nếu các hàm số f(x), g(x) đều liên tục trong đoạn [a ; b] và c (a ; b) 

sao cho : f(c) = g(c). Nếu trong lân cận của điểm c tồn tại f(x), g(x) (g(x)  0) thì 

   
)x('g

)x('f
lim

)x(g

)x(f
lim

cxcx 
      



 

 

 

 

 

 

 

Chương I Hàm một biến – Giới hạn, liên tục – Đạo hàm, Tích phân của hàm số một biến 

 8 

 

Qu  tắc 2: Nếu các hàm số f(x), g(x) đều liên tục trong đoạn [a ; b] và c (a ; b) 

sao cho: 


)x(glim)x(flim
cxc x

. Nếu trong lân cận của điểm c tồn tại f(x), g(x) 

(g(x)  0) thì: 

   
)x('g

)x('f
lim

)x(g

)x(f
lim

cxcx 
      

     Lưu ý : - Quy tắc  ’ hospitalle vẫn đúng khi x   (nếu các điều kiện trên thỏa 

mãn). 

Ví dụ: Tính: 

1) 30x x

xsinx
lim




 

2) 2x x

xln
lim


     

Giải: 

1) Các hàm số f(x) = x – sinx, g(x) = x
3
 đều thỏa mãn các điều kiện của quy tắc 

 ’hospitalle trong mọi lân cận của điểm x = 0, nên ta có: 

30x x

xsinx
lim




 = 20x x3

xcos1
lim




 = 

x6

xsin
lim

0x
 = 

6

xcos
lim

0x
 =  

6

1
 

2) Ta có: 2x x

xln
lim


  =  2x x2

1
lim


  =  0 

Cực trị của hàm số 

Định nghĩa I.4.2: Cho hàm số f(x) xác định và liên tục trong khoảng (a;b). Ta nói 

rằng f(x) nhận giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) tại điểm x0  (a;b) nếu tồn tại một 

lân cận của x0 bán kính , sao cho với mọi x thuộc lân cận đó, ta có:  

   f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)), (x  x0) 

- Điểm x0 gọi là điểm cực trị (c c đại hay c c ti u tương ứng) 

Định    I.4.4: Nếu f(x) có đạo hàm tại điểm x0 và đạt cực trị tại x0 thì f (x0) =  0. 

Lưu  : Điều kiện f (x0) =  0 chỉ là một điều kiện c n của điều kiện cực trị. 

Ví dụ: Hàm số f(x) = x
2
 có f (0) =  0 và đạt cực trị tại x = 0; hàm số f(x) = x

3
 có         

f (0) =  0 nhưng không đạt cực trị tại x = 0. (tự chứng minh) 

 Định    I.4.5: Nếu f(x) có đạo hàm trong một lân cận của x0 bán kính  và f (x) 

đổi dấu khi x đi qua điểm x0, thì x0 là điểm cực trị của f(x) (f (x) đ i dấu từ dương 

sang  m th  x0 là đi m c c đại, f (x) đ i dấu từ  m sang dương th  x0 là đi m c c 

ti u). 

Lưu  : Điều kiện trên không nhất thiết f(x) phải có đạo hàm tại x0, miễn rằng f(x) 

vẫn xác định tại x0. 
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Ví dụ: Tìm cực trị của hàm số  3 2x12xy   

Giải: Hàm số có tập xác định R. Ta có: 
 

3 x3.

15x2
y


  

Hàm số có 2 điểm tới hạn là x1 =  –   5 và x2 = 0. 

 ảng xét dấu của f (x): 

 

x –        – 1/5               0             + 

f (x)          +      0        –                + 

Vậy hàm số đạt cực đại tại x1 =  – 1/5, 
3CD

55.

3
y  ; đạt cực tiểu tại x2 = 0, 0CTy . 

I.4.2. Vi phân cấp một 

Giả sử f(x) có đạo hàm tại xo : 
x

y
lim)x('f

0x
o







.  hi đó:  

y = f(xo). x + (x), trong đó (x) là một vô cùng bé bậc cao hơn x. 

Định nghĩa I.4.3: Ta gọi biểu thức f(xo). x là vi phân cấp 1 của hàm số f(x) tại 

điểm xo , kí hiệu: dy. 

- Với y = x thì dy = dx = x. Nên ta có: dy = f (x)dx   

Định    I.4.6: Nếu các hàm số u(x), v(x) cùng có vi phân tại xo, thì tại đó ta có: 

d(u  v) = du  dv, d(u .v) = vdu + udv, 2v

udvvdu

v

u
d











( v  0 )        

 Định    I.4.7: Cho hàm số f(x), nếu x là biến độc lập hay là một hàm của biến 

khác thì vi phân của nó đều có dạng: dy = f (x)dx ( tính bất biến của vi phân ) 

I.4.3. Đạo hàm và vi phân cấp cao 

Đạo hàm cấp cao 

Định nghĩa I.4.4: Giả sử hàm số f(x) khả vi tại điểm x, khi đó f (x) cũng là một 

hàm số của biến x. Giả sử f (x) cũng khả vi tại điểm x, khi đó [f (x)] gọi là đạo 

hàm cấp hai của hàm f(x), kí hiệu: f (x)  

Tiếp tục như vậy ta có định nghĩa: 

Định nghĩa I.4.5: Giả sử hàm số f(x) khả vi đến cấp n tại điểm x, đạo hàm của đạo 

hàm cấp n – 1 của f(x) gọi là đạo hàm cấp n của f(x), kí hiệu: f
(n)

(x): 

   f
(n)

(x) = [f
(n – 1)

(x)]      

Ví dụ:   

1) Cho f(x) = x
3
, tính f(x) 

Ta có: f(x) = 3x
2
 , f(x) = 6x. 



 

 

 

 

 

 

 

Chương I Hàm một biến – Giới hạn, liên tục – Đạo hàm, Tích phân của hàm số một biến 

 10 

 

2) Cho f(x) = sinx. Chứng minh: 






 


2
nxsin)x(f )n(

 ( n  N, n  1) 

Giải: 

1) Ta có: f(x) = 3x
2
 , f(x) = 6x. 

2) Sử dụng phép quy nạp, ta có: 






 


2
xsinxcos)x('f  ( đúng khi n =  ) 

Giả sử khi n = k, ta có:  






 


2
kxsin)x(f )k(

 

 hi đó:    






 








 





2
)1k(xsin

2
kxcos)x(f)x(f )k()1k(

 

Vậy: Công thức trên đúng khi n = k +  , nên: 






 


2
nxsin)x(f )n(

( n  N, n  1) 

Vi phân cấp cao 

Định nghĩa I.4.6: Giả sử hàm số y = f(x) khả vi tại điểm x, dy = f (x)dx cũng là 

một hàm số của x.  hi đó: d(dy) = [f (x)dx]dx = f (x)dxdx. Ta viết: 

  d
2
y = f(x)dx

2
 

- Một cách tổng quát, ta có vi phân cấp n (n  2) của hàm số f(x):  

  d
n
y = f

(n)
(x)dx

n
       

I.5. PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 

I.5.1. Tích phân bất định 

Khái niệm 

Định nghĩa I.5.1: Cho hai hàm số F(x), f(x) cùng xác định trong khoảng (a; b) 

Hàm số F(x) gọi là một nguyên hàm của f(x) nếu F(x) = f(x), x  (a; b). 

- F(x) gọi là nguyên hàm của f(x) trên đoạn [a; b] nếu F(x) = f(x), x  (a; b) và 

F(a
+
) = f(a), F(b

–
) = f(b). 

Định    I.5.1: Nếu hàm số f(x) có các nguyên hàm là F(x) và G(x) thì :  

G(x) = F(x) + C , ( C = const).  

Định nghĩa I.5.2: Nếu F(x) là một nguyên hàm của f(x) thì F(x) + C gọi là tích 

phân bất định của hàm số f(x), kí hiệu:  dx)x(f  

Vậy:   dx)x(f  =  F(x) + C , trong đó : F(x) = f(x), ( C = const).  

Kí hiệu  là dấu tích phân, f(x)dx là biểu thức dưới dấu tích phân. 

Ví dụ:   


