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GIAO TRINH MON HQOC/MO PUN

Tén mon hoc/md dun: Toan Ung dung A
Ma mon hgc/mé dun: MH 07
Thoi gian thwe hién mén hoc: 60 gio; (Ly thuyét: 30 gid; Bai tap: 27 gid; Kiém tra: 3
gio)
I. VI TRi TINH CHAT CUA MON HQC/MO DPUN:

- Vi tri: Mon hoc todn irng dung A duoc bd tri hoc vao nam nhét.

- Tinh chit: La mdn hoc co ban bét budc cho céc sinh vién thudc cac chuyén nganh
Quan tri mang may tinh, Thiét ké d6 hoa, Cong nghé thong tin.

I1. MUC TIEU MON HQC/MO PUN:

1. V& kién thirc:

- Nédm dugc cac phuong phap tim gidi han cua ham s mot bién sd, cac phuong
phép tinh tich phan xac dinh, suy rong va ung dung cua né trong thuc tién

- Phat biéu dugc cac khai niém, dinh ly, tinh chit co ban trong ham nhiéu bién,
phuong trinh vi phan va chudi sb.

- Biét dugc cach tim cuc tri ham nhiéu bién, tinh tich phan bi, tich phan duong, tim
nghiém phuong trinh vi phan va xét su hdi tu cia chudi sb.

2. V& Ki niing:

- Van dung cac phuong phép tinh tich phan boi trong hé toa do cuc, phuong phap
tinh tich phan duong, phuong phap tim nghiém phuong trinh vi phan va cac phuong phap
x6t su hoi tu cta chudi sb .

- Biét duoc ung dung cuia cuc tri trong cac bai toan ti wu, tich phan boi

trong viéc tinh thé tich va dién tich, tich phan duong trong viéc xac dinh d§ dai cua mdt
duong cong bét ky, phuong trinh vi phin trong cic nganh co dién, chudi s trong cac
nganh ki thuat cong ngh¢.

3. Vé niing tu chi va trach nhiém:

Rén luyén tinh can than, chinh xéc, tu hoc, tu nghién ctru, ham hoc hoi.

III. NOI DUNG MON HQC/MO PUN:
1. Noi dung tong quat va phan phéi thoi gian:

Thaoi gian (gio)
So . Tén Ly | Baitap | Kiém tra*
TT Ten chuong, myc s6 ¢ thuyét ' (LT hodc
TH)
1 | Chuong 1. Ham s6 mot bién s6 17 8 8 1
2 | Chuong 2. Ham hai bién, tich phan | 17 8 8 1
kép, tich phan duong.
3 | Chuong 3. Phuong trinh vi phan. 17 8 8 1
4 | Chuong 4. Chubdi. 9 6 3
Cong: 60 30 27 3
2. Noi dung chi tiét:

Chuwong 1: Ham sé mdt bién sé Thoi gian: 17 gio



1. Muc tiéu:

- Nam dugc cach tinh gid1 han cia ham mat bién s6

- Van dung céc cong thirc dao ham dé tinh cuc tri ciia mot ham sb va ung dung cua
no

- Biét dugc cach tinh nguyén ham, tich phan va tng dung trong viéc tim dién tich
va thé tich cia mot hinh trong mit phang.

2. N§i dung chuwong:

1. Giéi han va tinh lién tuc ctia ham s6 Thoi gian: 6 gio

1.1. Anh xa, gii han cua day sb

1.2. Giéi han cua ham s6

1.3. Ham sb lién tuc.

2. Pao ham va vi phan Thoi gian: 5 gio

2.1 Pao ham cuia ham s6 mot bién sb

2.2 Vi phan ctia ham sé mét bién sd.

3. Tich phan cua ham mot bién s6 Thoi gian: 6 gio

3.1. Nguyén ham ctia ham mdt bién sd

3.2. Tich phan bét dinh ctia ham sb mot bién sb

3.3. Tich phén suy rong ctia ham mét bién sd.

Chuwong 2: Ham hai bién,tich phan kép,tich phan duong Thoi gian: 17 gio

1. Muc tiéu:

- Nam duoc phuong phéap tim cyc tri va cic tng dung lién quan trong kinh té,
khoa hoc ki thuat va cong ngh¢.

- Nam duoc céc cach tinh tich phan kép trong hé toa d6 Oxy va cach tinh trong hé
toa do cuc va ung dung cua nd trong thuc té: tinh khéi lugng, dién tich va thé tich mot
vat thé.

- Biét dugc cach tinh tich phan dudng va Gmg dung ciia nd trong viéc tinh do dai
dudng cong, trong tim ctia mot ddy cung bét ki.

2. N0Oi dung chwong:

1. Ham hai bién Thoi gian: 6 gio

1.1. Khai ni¢m ham hai bién

1.2. G161 han, tinh lién tuc cua ham 2 bién

1.3. Bao ham riéng ,vi phan ctia ham 2 bién

1.4. Cuec tri ciia ham 2 bién.

2. Tich phén kép Thoi gian: 6 gio

2.1. Bai toan dan dén khai niém tich phan kép

2.2. DBinh nghia tich phan kép

2.3. Cach tinh chat cua tich phan kép

2.4. Céch tinh tich phan kép trong hé toa do Dé céac

2.5. Céach tinh tich phan kép trong hé toa do cuc

2.6. Ung dung cua tich phan kép.

3. Tich phan duong Thoi gian: 5 gio

3.1. Tich phan duong loai 1

3.2. Tich phan duong loai 2.



Chuong 3: Phuwong trinh vi phan Thoi gian: 17 gio

1. Muc tiéu:

- Biét cach tim nghiém ctia phuong trinh ¢6 bién phan ly, phuong trinh vi phan
tuyén tinh cap 1.

- Nam va giai dugc cach tim nghiém cua phuong trinh vi phan tuyén tinh cip 2 véi
hé sé hang.

2. No¢i dung chwong:

1. Phuong trinh vi phan cép 1 Thoi gian: 10 gio

1.1. Khai niém

1.2. Phuong trinh khuyét

1.3. Phuong trinh tach bién

1.4. Phuong trinh dang cap

1.5. Phuong trinh tuyén tinh cép 1

1.6. Phuong trinh Bernoulli

1.7. Phuong trinh vi phan toan phan.

2. Phuong trinh vi phan cip 2

2.1. Khai niém Thoi gian: 7 gio

2.2. Phuong trinh khuyét

2.3. Phuong trinh tuyén tinh cap 2.

Chwong 4: Chudi Thoi gian: 9 gio
1. Muc tiéu:
- Nam duoc cach xét sy hoi tu cua chudi sd
- Nam dugc tmg dung ctia chudi $6 trong khoa hoc ki thuat

2. N¢i dung chuwong:

1. Pai cuong vé chudi Thoi gian: 2 gio
2. Chudi sé duong Thoi gian: 2 gio
3. Chudi c6 sé hang voi dau bat ky Thoi gian: 2 gio

4. Chubi Iy thra. Thoi gian: 3 gio






Chuong I Ham mot bién — Gi6i han, lién tuc — Pao ham, Tich phan cia ham s6 mot bién

CHUONG I: HAM MOQT BIEN - GIOT HAN VA TINH LIEN TUC - PAO
HAM VA VI PHAN - TICH PHAN CUA HAM MQT BIEN
I.1. PINH NGHIA HAM SO

I.1.1. Cac khai niém
Dinh nghia 1.1.1: Cho hai tap hop X va Y. Quy luat f cho mot phan tir xe X véi
mot phﬁn try € Y goi la dnh xatirtdp X vaotap Y, ky hieu f: X —> Y, x goi 1a tao
anh ciay € Y, y goi 13 anh ciia x € X. Ta viét f: x >y = f(X).

- Cho Ac X, tap f(A) = {f(x)| x € A} goi 12 anh cua tip A (qua f)
ChoBc Y, tap f*(B)={x e X | f(x) € B } 1a nghich anh cua tap B ( qua f)
f: X > Y 1a mot don anh, néu: f(x1) = f(X) = X1 =X,
f: X > Y 1a mot toan anh, néu: f(X) = Y
f: X > Y 1a mot song anh, néu f vira don anh vira 1a toan anh.

- Chocac anh xa f: X - Y, g: Y = Z. Anh xa h: X — Z véi h(x) = g[f(x)],
Vxe X, goi la tich cua fva g, ky hiéu h = gof.

- Chosong anh f: X > Y, anh xa f 1 Y — X thoa: néu y = f(x) thi x = '(y) ; f
- goi la anh xa nguogc cua f.
Vi du:

1) Anhxa f: N - R, véi f(x) = 2x + 1 1a mdt don anh nhung khong toan anh;

2) Anh xa g: R > R ™, v6i g(x) = x* 1a mét toan anh nhung khéng don anh;

3) Anh xa h: R —» R, vdi h(x) = 2x + 1 1a mét song anh.
Dinh nghia 1.1.2: Cho X c R, X #&. Anh xa f: X - R goi 1a mot ham sé (bién
s6 thuc). Tap X goi 1a mién x4c dinh va tap Y = f(X) 1 mién gia trj ctia ham sd. Ta
viét: y = f(x).
Dinh nghia 1.1.3: Cho ham s y = f(x). Tép hop diém M(x, f(x)) (vo1 moi x thudc
tap xac dinh X) trén mat phang toa d goi 1a db thi cua ham s0 y = f(x).
Dinh nghia 1.1.4: Ham sdu: N>R goi la mot day sd. Ta thuong ky hiéu day
s iU, Up,.. Uy, .. . hay {un} Cac so u, Uz, ..y Un goi 1a sO hang cua day so.
Day sé{un} cc') thé hitu han néu hiru han s6 hang va cling co thé vo han néu c6 vo
han sb hang.

1.1.2. Mot s6 tinh chat ciia ham sb

1) Ham s6 don diéu: Ham sb f goi 1a don diéu ting ( giam ) trén mién X, néu: véi
moi X3, Xo € X : X1 < Xp = f(X1) < f(x2), (f(X1) > f(x2) ).

2) Ham s6 bi chan: Ham sb f goi 1a bi chan trong mién X, néu ton tai s6 k > 0, sa0
cho : [ f(x)|< k, moi xe X.

3) Ham s6 chan, ham sé 1é: Ham s6 f xac dinh trén mién d6i ximg X goi 1a ham s
chén (18) néu véi moi xe X: f(—x ) = f(x), (f(-x) = —f(x)).

4) Ham sé tuan hoan: Ham sd f tudn hoan trén mién X néu ton tai s6 k # 0, sa0
cho: f(x+k) = f(x), Yxe X. Sé t > 0 nho nhit trong cac sd K goi 1a chu ky ctia ham
50.

1.1.3. Ham s6 hop, ham sé nguoc

Dinh nghia I.1.5: Cho X, Y 14 hai tp hop con cia R va cac hamsé f: X > Y, ¢
Y — R. Anh xa tich: h = gof 1a ham s6 hop ctia hai ham s6 fva g.

1



Chuong I Ham mot bién — Gibi han, lién tuc — Pao ham, Tich phan cia ham s6 mot bién

- Cho song anh f: X — R, anh xa nguoc £ coa f goi 1a ham nguoc cia ham f.

1.1.4. Cac s6 ham so cap co ban

1) Ham s6 lily thia: y=x*(a eR)

2) Ham s6 mii: y=a“(aeR,a>0,a=1)

3) Ham sé6 logarith: y=logXx(aeR,a>0,a=1)

4) Ham s6 hrong gidc: y = Sinx, y = cosx, Y = tgx, y = cotg X

5) Ham so luong gidc nguoc. 'y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx, y = arccotgx
1.2. GIOI HAN HAM SO
1.2.1. Gidi han cia d?ly 50 ’ ,
Dinh nghia 1.2.1: S6 a goi la gidi han cua day s6 {u,} néu Ve >0, 3 N > 0, sao
chovn>N: |u,—al < & Ky hiéu: limu, =a, hay u, — a khin — co.

- Néu a 1a gii han cua ddy s {u,}, ta ciing ndi {u,} hoi tu vé a.

- Dy s6 {u,} dan dén vo tan, néu Lm u, =,
Dinh Iy 1.2.1: Cho hai diy s6 {u,} va {v,} co giéi han.

-Néuvn:u, =v,thi limu, =limv,

Nn—o0

-Néu vn: u, > v, thi Ilmu >limv,

Dinh Iy 1.2.2: Néu {u,} co gi6i han thi gidi han d6 1a duy nhat. Néu {u,} c6 gidi
han thi {u,} bi chan.

Dinh Iy 1.2.3: Cho ba diy s6 {u.}, {Vo} va {z.} co6 giéi han va u, < v, < z, ma
limu, =limz_ =a thi limv,6 =a,

n—o0 n—o0 Nn—o0

1 1
Dinh Iy 1.2.4: Néu Ilmu =oo thi lim— =0, néu limu, =0 thi lim— =

n—oo u n—oo n—oo u
Dinh ly 1.2.5: Ne,u {un} tdng va bi chan trén ( giam va bi chén dudi) thi hoi tu.
Dinh Iy 1.2.6: Néu {u,},{Vv,} hoi tu thi tong, hi€u, tich, thuong ctia ching cling hoi
wva: lim(u, £v)=limu, £limv, lim(,v,)=lmu,.limv,

n—oo n—o0 n—oo n—oo n—oo
u limu
lim— = now , (limv, #0)
ey o limv, T Yo
nN—oo
Vidu: Chung to {un}: u 1 + ! +..+ ! hoi t
idu: (o) : = —— ...+— hoi tu.
: g ngeomn n+l n+2 2n ¢
Giai: Taco: Dou 1 + 1 + +1+ u, + >u
iai: : = — b — — ,
"7 h#l n+2 2n 2n+1 " 2n+1 "
" ~ L. - , 1 1 1 1 1 1
nén day so tang. Mat khac: u, = + +— < =—+=—+..+==1
n+1 n+2 2 n n n

Nén day s bi chian trén. Vay nd hoi tu.

1.2.2. Giéi han cia ham sé
Dinh nghia 1.2.2: S6 k goi 1a giéi han cia ham s6 f(x) khi x —» a < Ve > 0 cho
trudc, 36 >0 sao cho |x —al<sthi |f(x)—k|<s. Ki hiu :
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limf(x) =k hay f(x) - k khix — a

X—a

Cic dinh li vé giéi han ham s6
Dinh ly 1.2.7: Néu cac ham so f(x) va g(x) cung c6 gidi han khi x — a. Thi tong,
higu, tich, thuong ctia chliing cling c6 gidi han, va :

lim[f (x) £ g(x)] = limf(x) £ limg(x) , lim[f(x).g(x)]=limf(x).limg(x)

limf(x)

mf(x) — x-»a ’ (Ilmg(x);tO)

=2g(x)  limg(x) © "xoe
Dinh Iy 1.2.8: Néu cac ham s6 f(x), g(x) va h(x) cting ¢ gidi han khi x — a va:
f(x) < g(x) < h(x) va limf(x) =limh(x) =k thi limg(x) =k.

sin X
X

Vidu: Tinh !(ig(\J

) T T , sinx .
Giai: Xet x e (——;—j, tacd: cosXx<——<1 ma limcosx =1
2 2 X x—0
Vay: lim SINX_q
x=0 X
1.2.3. Gigi han mét phia ciia ham sé
Dinh nghia 1.2.3: SO k goi 1a gidi han bén phai cia f(x) khi x — a <> Ve > 0 cho

trude, 36 > 0 sao cho x —a > § thi \f(x)—k\<a. Kihiéu: lim f(x) =K.

- S6 k goi 1a gi6i han bén trai cta f(x) khi x — a < Ve > 0 cho trude, 35 > 0 sao
choa—x>3&thi |f(x) —k|<e Kihieu: lim f(x) =k.

-Néu lim f(x) = lim f(x) =k thi limf(x) =k.
.2.4. Gigi han & vo tan

Dinh nghia 1.2.4: S6 k goi 1a gii han cia f(x) khi x — o < Ve > 0 cho trude,
AM > 0 sao cho | x|> M thi |f(x)—k|<s. Kihigu: lim f(x) = k

( hay XIirp f(x) =k hoic Xlirp f(x) = k)
1.2.5. Gigi han bang vo tan

Pinh nghia 1.2.5: Ham s6 f(x) c6 gi¢i han bang vo tan khi x — a (hodc x — o)
& VM >0,35>0sa0 cho |x|>Mthi [f(x) | > M. Ki higu: limf(x) = o

(hay lim f(x) = —oo hodc limf(x) = +0)

) . 2X+3
Vidu: Tinh lim —
e NX+1
x(2+3j
X
x| 1+

X

, - 2X+3 .
Giai: Taco: lim = lim

SN
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(3)_ .

2X+3 _ lim lim

Nén: Iim =
X—>—00 X + X—>—00 X—>—00 1
V \’ 2

( j 5.3
' jﬁ = lim = lim Xl -2
xa+oo X + X—>+00 1 X—>+00

X 1+—X2 x2

1.3. HAM SO LIEN TUC

1.3.1. Khai niém

Dinh nghia 1.3.1: Cho ham s6 f(x) xac dinh trong mét 1an can caa diém x, néu:
lenx]of(X) =1(X,), ta noi f(x) lién tuc tai diém X.

- Néu lim T(x) =1(X,), ta n6i f(x) lién tuc phai tai diém xo,néu lim f(x)=f(x,)

ta n6i f(x) lién tuc trai tai diém X,, f(X) lién tuc tai X, néu f(x) lién tuc trai va lién
tuc phai tai X,.

Dinh nghia 1.3.2: Ham s f(x) lién tuc trong khoang (a ; b) néu nd lién tuc tai moi
diém thuoc khoang do.

- Ham sé f(x) lién tuc trong doan [a ; b] néu nd lién tyuc tai moi diém thudc khoang
(a; b) va (x) lién tuc phai tai a, f(x) lién tuc trai tai b.

Cha y : Cho ham sé f(x) xac dinh trong mot 1an can V(x,) cta diém X,, véi moi x
thuoc V(xo), (X # Xo). Dat: AX = X = X,, Ay = f(x) — f(Xo), Ax va Ay lan luot duoc
goi la s6 gia cua bién x va sb gia cua f(x) tai X,.

Dinh nghia I.3.3: Ham s6 f(x) lién tyc tai diém x, < AIimoAy =0.

Vi du: Xét tinh lién tuc ciia ham sb:

1—C(2)sx (x=0)

X o

f(x) = tai diém x = 0.

= (x=0)

. X

2sin® =

Giai: Ta co: Ilmf(x)_lnm1 COSX — Jim _2 = 1 = £(0)
x—0 X x—0 X 2

Vay f(x) lién tuc tai diém x = 0.

1.3.2. C4c tinh chét ciia ham s6 lién tuc

Dinh Iy 1.3.1: Néu cac ham s f(x), g(x) cung lién tuc tai X, thi tong, hiéu, tich,
thuong ( g(x,) = 0) cua chung ciing lién tuc tai Xo.

Dinh Iy 1.3.2: Néu ham sd f(x) lién tyuc tai X, va twong ung ham g(u) lién tuc tai
diém u, = g(X,) thi ham hop gof ciing lién tuc tai X,.
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Dinh Iy 1.3.3 (Pinh Iy Weiest’rass 1): Ham s6 f(x) lién tuc trén doan [a ; b] thi bi
chén trén doan do.

Dinh Iy 1.3.4 (Pinh Iy Weiest’rass 2): Ham s6 f(x) lién tuc trén doan [a ; b] thi
f(x) dat dén gia tri 16n nhat va bé nhét trén doan do.

Dinh Iy 1.3.5 (Pinh Iy Bonzano — Cauchy 1): Ham sé f(x) lién tuc trén doan [a;b]
va f(a).f(b) < 0 thi ton tai ¢ € (a ;b) dé f(c) = 0.

Dinh Iy 1.3.6 (Pinh Iy Bonzano — Cauchy 2): Ham sd f(x) lién tuc trén doan [a;b]
thi f(x) nhan moi gia tri trung gian gitia f(a) va f(b).

Vi du: Ching minh phuong trinh: x> + 3x — 1 = 0 ludn c¢6 it nhdt mot nghiém
duong.

Giai: Dt f(x) = x* + 3x — 1 thi f(x) lién tyc trén tap so thuc R, ta co: f(0) = - 1,
f(1) = 3 nén (0).f(1) < 0, vay phuong trinh co6 it nhat mot nghiém thudc khoang
0; 1).

1.3.3. Ham gian doan

Dinh nghia 1.3.4: Ham s6 f(x) goi 14 gian doan tai diém x, néu né khong lién tuc
tai diém do.

Cha y: Piém x, goi 1a diém gian doan loai 1 néu f(x) gian doan tai diém dé nhung
ton tai lim f(x) va lim f(x). Dac biét néu lim fx) = I|m F(x) = f(Xo), ta goi X,

X—Xo" X=X, X—> X,

1a diém gian doan bo duogc caa f(x).

- Piém x, goi 1a diém gian doan loai 2 néu né 1a diém gian doan cua f(x) nhung
khong 1a gian doan loai 1.

Vi du: Ham so:

sinx (x0)
fx)= ¢ X
0 (x=0)
2 sin x
diém x, = 0 1 diém gian doan bo duoc vi I|m [ =1=+0.

1.4. PAO HAM, VI PHAN CUA HAM SO
1.4.1. Pao ham cip mot
Dinh nghia 1.4.1: Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trong mét 1an can cua diém X,

bat: AX =X — X,, Ay = f(X) — f(X,) = f( X, + AX ) — f(X,).

. . A .
- Néu ti so A—i c6 gidi han hitu han khi Ax — 0 thi gigi han d6 goi la dao ham cap

1 ctia ham s6 f(x) tai X,. Ki hiéu: f'(X,) hay y'(Xo).

v 7=t .

- Néu f(x) c6 dao ham tai diém x, ta noi f(x) kha vi tai diém x,.

5
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- Ham sd f(x) goi 12 kha vi trong tdp U c R, néu no kha vi tai moi diém x, € U.

s A A . H Ay
Luu Y : - Néu ton tai lim —
Ax—0

AX
’ H - 1 + A 1 + — 1 ﬂ
Kihigu: f'(x;), vay f'(x;) = lim —;
« R \ 1 - _ H ﬂ
diém x,, va f'(x;) = ALILT} A

ta goi d6 13 dao ham bén phai cua f(x) tai diém Xo.

. Tuong tu: dao ham bén trai cua f(x) tai

-Néu f'(x}) = f'(x;) = A thi F(x,)=A.
Pinh Iy 1.4.1: Néu f(x) kha vi tai diém X, thi lién tuc tai diém do.

Luu y : - Dinh li trén chi 1la mot diéu kién can, diéu nguoc lai chua chic da ding.
Chang han ham so f(x) = | X | lién tyc tai diém x = 0 nhung khong c6 dao ham tai

diém x = 0. (tu chtmg minh ).

CA4c quy tac tinh dao ham

- Quy wdcC: u = u(x), v = v(x) va cac ham sb nay c6 dao ham tai cing mot diém.

Ta co: -(uxv)=u =V

-(uv) =u.wv+vu

!

u) uv-vu
v v?

(v+0)

-Néuy =y(u) vau = u(x) thi: y'x = y'u. Uy

Bang dao ham ciia cac ham so cap

Pao ham ham so cip

Pao ham ham hep

C' =0

x4 =a. x* ! (a € R)

Uy =a. u* L u (aeR)

(@) =a‘lna (@aeR,a>0,a=1)

(@)Y =a"lna.u (@aeR,a>0,a=1)

(eX)y - eX

(e") =e". U

(|Oga\x\) = Ina (@eR,a>0,a=1) (Ioga\u\) = Ulna (@eR,a>0,a=1)
! 1 ! u'

I == I =—

() = (mje) =

(sinx)’ = cosx (sinu)’ = cosu. U’

(cosx)’ = —sinx (cosu)’ = —sinu. u’
i 1 ’ !

t = t =

(to) cos® X (tqu) cos” U
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’ _1 ’ _u'
) =

(cot gx sin® x (cotu) = sin’u

!/ !
(arcsin x) =—(arccosx)' = (arcsinu) =—(arccosu)’ =

1-x° 1-u®
(arctgx ) =—(arccotgx)’ = 1 - (arctgu) =—(arccotgu) = v .
1+X 1+

Vi du: Tinh dao ham cac ham s sau:
Dy- x?+1

X+2
2) y =sin?[cos(2x +1)]
Giai:
1) Tacs: ¥'= 2X(X +2) — (X* +1) \ X? +4x -1

(X + 2)?
2) Taco: y'=2sin[cos(2x +1)] cos[cos(2x +1) ][ 2sin(2x +1)]
= —2sin 2[cos(2x + 1)].sin(2x + 1)

Tinh chét ciia dao ham

Dinh ly 1.4.2 (Dinh ly Rolle): ‘Né'u f(x) lién tuc trong doan [a ; b], kha vi trong

khoang (a ; b) va f(a) = f(b) thi ton tai c € (a; b) saochof’(c) = 0.

Dinh ly 1.4.2 (Dinh l)f‘Lagrange): Néu f(x) lién tyc trong doan [a; b], kha vi

trong khoang (a ; b) thi ton tai ¢ € (a; b) sao cho :

f(b)—f(a)

b-a

Dinh Iy 1.43 (Dinh Iy Cauchy): Néu cic ham s6 f(x) va g(x) deu lién tuc trong

doan [a ; b], kha vi trong khoang (a ; b) va g’(x) = 0 thi ton tai ¢ € (a ; b) sao cho :
f'(c) f(b)-f(a)
g') 9(b)-g()

Quy tic L’ hospitalle

f'(c)=

Quy tic 1: Néu cac ham sd f(x), g(x) déu lién tuc trong doan [a ; bl va c (a; b)
sao cho : f(c) = g(c). Néu trong lan cin caa diém c ton tai '(x), g'(X) (9'(X) = 0) thi
1) _ i P00

X—C g(x) x=¢ (X)
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Quy tic 2: Néu cac ham sb f(x), g(x) déu lién tuc trong doan [a ; b] va ¢ (a; b)
sao cho: limf(x) =limg(x) =cc. Néu trong lan can cua diém c ton tai f'(x), g'(x)
(9'(x) = 0) thi:
109 _ jm F09
X—C g(x) x=¢ (X)

Luu y : - Quy tic L’ hospitalle van dung khi x — o (néu cac diéu kién trén thoa
man).
Vi du: Tinh:

X —Sin X
3

1) lim

X—0 X

2) lim X

) X—>00 X2

Giai:

1) Cac ham sé f(x) = x — sinx, g(x) = x> déu thoa mén cac diéu kién cua quy tic
L’hospitalle trong moi 1an can cua di€ém x = 0, nén ta co:

. X—=sinXx . 1—cosx . SinX . COSX 1
lim——— = lim——— = lim—— = lim—— = =
x—0 X x—0 3X x—>0 BX x->0 6
T AL

2) Ta co: M = Mo = 0

Cuec tri ciia ham s
Dinh nghia 1.4.2: Cho ham sb f(x) xac dinh va lién tuc trong khoang (a;b). Ta noi
rang f(x) nhan gia tri cuc dai (gia tri cuc ti€u) tai diém xq € (a;b) néu ton tai mot
lan can cua xq ban kinh 0, sao cho vo1 moi x thudc lan can do, ta co:

f(x) < f(xo) (f(x) > f(x0)), (X # Xo)
- Biém x goi 1a diém cuec tri (cuc dai hay cuc tiéu teong Gmg)
Dinh Iy 1.4.4: Néu f(x) c6 dao ham tai diém X, va dat cuc tri tai X thi £'(Xo) = O.
Lueu y: Piéu kién f'(Xg) = 0 chi 1a mot diéu kién can ciia diéu kién cuc tri.
Vi du: Ham s6 f(x) = x* ¢6 £'(0) = 0 va dat cuc tri tai x = 0; ham s6 f(x) = x® ¢o
f'(0) = 0 nhung khong dat cuc tri tai x = 0. (tuw chirng minh)
Dinh Iy 1.4.5: Néu f(x) c6 dao ham trong mot l4n can cua xo ban kinh & va f'(x)
doi dau khi x di qua diém Xo, thi Xg 1a diém cyec tri ctua f(x) (f (x) doi dau tir dwong
sang dm thi Xo la diem cyc dai, f(X) doi dau tir dm sang duong thi Xo la diem cuc
tiéu).
Luu ¥: Piéu kién trén khong nhét thiét f(x) phai c6 dao ham tai xo, mién rang f(x)
van xac dinh tai xq.
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Vi du: Tim cyec tri ctia ham s§ y = (2x +1R/x?
. . , 215x+1
Giai: Ham so6 co tap xac dinh R. Taco: Y = u
3&/x
Ham s6 ¢6 2 diém téi han 1a x, = — 1/5 vax, = 0.

Bang xét ddu cua f'(X):

X | —o0 - 1/5 0 +00
f'(x) + 0 — +
Vay ham s6 dat cuc dai tai X, = — 1/5, Yeo = %; dat cuc tiéu tai x, = 0, Yor =0.

1.4.2. Vi phan cip mét
. : . LAY
Gia st f(x) ¢6 dao ham tai x,: f'(X,) = A')'(V_TJO& . Khi do:

Ay = ' (X,). AX + B(Ax), trong d6 6(Ax) 1a mdt vo cung bé bac cao hon AX.
Dinh nghia 1.4.3: Ta goi biéu thic f'(X,). Ax 13 vi phan cap 1 ctia ham sb f(x) tai
diém x, , ki hiéu: dy.
- Véi y = x thi dy = dx = Ax. Nén ta co: dy = f'(x)dx
Dinh Iy 1.4.6: Néu cac ham s6 u(x), v(x) cung c6 vi phan tai X,, thi tai d6 ta co:
u) vdu-—udv

d(u = v) = du + dv, d(u .v) = vdu + udv, d(;):T(V¢O)

Dinh Iy 1.4.7: Cho ham sd f(x), néu x 1a bién doc 1ap hay 1a mot ham cia bién
khac thi vi phan cta né déu c6 dang: dy = f'(x)dx ( tinh bat bién cua vi phan )

1.4.3. Pao ham va vi phén cép cao

Pao ham cép cao

Dinh nghia 1.4.4: Gia st ham s f(x) kha vi tai diém x, khi d6 f’(x) ciing 13 mot
ham s6 cua bién x. Gia st f'(x) cling kha vi tai diém x, khi d6 [f'(X)]’ goi 1a dao
ham cap hai caa ham f(x), ki hiéu: f"'(x)

Tiép tuc nhu véy ta c6 dinh nghia:

Dinh nghia 1.4.5: Gia sir ham s6 f(x) kha vi dén cap n tai diém x, dao ham ciia dao
ham cép n — 1 cua f(x) goi 1a dao ham cép n caa f(x), ki hiéu: f(x):

f00) = [f" D001
Vi du:
1) Cho f(x) = x*, tinh f(x)
Ta co: f/(x) = 3%, f''(x) = 6x.
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2) Cho f(x) = sinx. Chimg minh: ® (x) =sin| x+n= | (n e N, n > 1)
2

Giai:

1) Ta co: f'(x) = 3%, f(X) = 6x.

2) St dung phép quy nap, ta co: T'(X) =cosx = sin(x +gj (dtng khin=1)
Giasikhin=k, taco: f(x) =Sin(x+ kgj
Khi do: T4 (x)=[F® (X)I :COS(H kgj =Sin[><+(k +1)§}

Vay: Cong thuc trén dung khin =k + 1, nén; ™ (x) :sin(x + ng}( neN,n>1)

Vi phan cép cao

Dinh nghia 1.4.6: Gia sit ham sb y = f(x) kha vi tai diém x, dy = f'(x)dx ciing 1a
mot ham s caa x. Khi do: d(dy) = [f'(x)dx]’dx = f""(x)dxdx. Ta viét:

d’y = f"(x)dx’
- Mot cach tong quat, ta ¢ vi phan cp n (n > 2) caa ham sb f(x):
dy = f"(x)dx"
1.5. PHEP TINH TiCH PHAN
1.5.1. Tich phan bat dinh
Khai niém
Dinh l?ghia 1.5.1: Cho hai ham sé F(x), f(x)’cfmg xac dinh trong khoang (a; b)
Ham so6 F(x) goi la mot nguyén ham cuaa f(x) néu F'(x) = f(x), Vx € (a; b).
- F(x) goi 12 nguyén ham cua f(x) trén doan [a; b] néu F'(x) = f(x), ¥x € (a; b) va
F'(a") = f(a), F'(b) = f(b).
DPinh Iy 1.5.1: Néu ham sé f(x) ¢ cac nguyén ham 1a F(x) va G(x) thi :
G(X) = F(x) + C, ( C = const).
Dinh nghia 1.5.2: Néu F(X) 12 mot nguyén ham cua f(x) thi F(x) + C goi la tich
phan bat dinh cta ham sé f(x), ki hi¢u: jf(X)dX
Vay: _[f(X)dX = F(x) + C, trong d6 : F'(x) = f(x), (C = const).

Ki hiéu I la dau tich phan, f(x)dx 1 biéu thirc dudi dau tich phan.
Vi du:
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