
 

 

 

 

 

 

 

119

Ch−¬ng 5
Ph©n tÝch t−¬ng quan vµ håi qui

5.1 Nh÷ng kh¸i niÖm më ®Çu

Trong thùc tÕ nghiªn cøu khÝ t−îng, khÝ hËu cã kh«ng Ýt nh÷ng vÊn ®Ò ®−îc

®Æt ra trong ®ã cÇn ph¶i x¸c ®Þnh ®−îc qui luËt biÕn ®æi cña c¸c hiÖn t−îng khÝ

quyÓn. Tuy nhiªn, hiÖn t−îng khÝ quyÓn l¹i ®−îc ph¶n ¸nh th«ng qua c¸c ®Æc tr−ng

yÕu tè khÝ quyÓn mµ chóng, ®Õn l−ît m×nh, l¹i phô thuéc vµo sù biÕn ®æi cña c¸c

nh©n tè bªn ngoµi. Muèn n¾m ®−îc qui luËt biÕn ®æi cña c¸c hiÖn t−îng khÝ quyÓn

cÇn thiÕt ph¶i x¸c ®Þnh sù liªn hÖ gi÷a c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ quyÓn (®−îc xem lµ

biÕn phô thuéc) víi tËp hîp c¸c nh©n tè ¶nh h−ëng mµ ng−êi ta gäi lµ c¸c biÕn ®éc

lËp. §iÒu ®ã còng cã nghÜa lµ, vÒ ph−¬ng diÖn thèng kª, th«ng th−êng ta cÇn ph¶i

gi¶i quyÕt mét sè vÊn ®Ò sau ®©y:

1) X¸c ®Þnh sù ph©n bè kh«ng gian cña c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè khÝ t−îng, khÝ hËu,
tøc lµ nghiªn cøu qui luËt phô thuéc vµo to¹ ®é kh«ng gian cña c¸c biÕn khÝ
quyÓn.

2) X¸c ®Þnh qui luËt, tÝnh chÊt diÔn biÕn theo thêi gian cña c¸c ®Æc tr−ng yÕu tè
khÝ quyÓn.

3) X¸c ®Þnh mèi quan hÖ rµng buéc ®Ó tõ ®ã t×m qui luËt liªn hÖ gi÷a c¸c ®Æc tr−ng
yÕu tè khÝ quyÓn víi nhau theo kh«ng gian vµ thêi gian.

Mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p gi¶i quyÕt c¸c vÊn ®Ò ®ã lµ ph−¬ng ph¸p ph©n
tÝch t−¬ng quan vµ håi qui mµ néi dung cña nã cã thÓ ®−îc chia thµnh:

1) T−¬ng quan vµ håi qui theo kh«ng gian: Lµ xÐt mèi quan hÖ gi÷a hai hay nhiÒu
biÕn khÝ quyÓn víi nhau cña cïng mét yÕu tè, cïng thêi gian (®ång thêi) nh−ng
kh¸c nhau vÒ vÞ trÝ kh«ng gian.

2) T−¬ng quan vµ håi qui theo thêi gian: Lµ xÐt mèi quan hÖ gi÷a hai hay nhiÒu
biÕn khÝ quyÓn víi nhau cña cïng mét yÕu tè, cïng mét ®Þa ®iÓm nh−ng kh¸c
nhau vÒ thêi gian.

3) T−¬ng quan vµ håi qui phæ biÕn: Lµ xÐt mèi quan hÖ gi÷a hay nhiÒu biÕn khÝ

quyÓn cña mét hoÆc nhiÒu yÕu tè, cã thÓ kh¸c nhau vÒ kh«ng gian, thêi gian

hoÆc c¶ kh«ng−thêi gian.
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VÒ ph−¬ng diÖn to¸n häc, c¨n cø vµo d¹ng thøc cña biÓu thøc biÓu diÔn, ng−êi
ta chia sù quan hÖ t−¬ng quan lµm bèn d¹ng:

1) T−¬ng quan vµ håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn: XÐt mèi quan hÖ t−¬ng quan vµ håi
qui tuyÕn tÝnh gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc víi mét bªn lµ mét biÕn ®éc lËp.

2) T−¬ng quan vµ håi qui phi tuyÕn mét biÕn: XÐt mèi quan hÖ t−¬ng quan vµ håi
qui phi tuyÕn gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc víi mét bªn lµ mét biÕn ®éc lËp.

3) T−¬ng quan vµ håi qui tuyÕn tÝnh nhiÒu biÕn: XÐt mèi quan hÖ t−¬ng quan vµ
håi qui tuyÕn tÝnh gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc víi mét bªn lµ tËp hîp nhiÒu
biÕn ®éc lËp.

4) T−¬ng quan vµ håi qui phi tuyÕn nhiÒu biÕn: XÐt mèi quan hÖ t−¬ng quan vµ
håi qui phi tuyÕn gi÷a mét bªn lµ biÕn phô thuéc víi mét bªn lµ tËp hîp nhiÒu
biÕn ®éc lËp.

Th«ng th−êng ®Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n t−¬ng quan vµ håi qui trong khÝ
t−îng, khÝ hËu cÇn ph¶i tiÕn hµnh c¸c b−íc sau:

1) X¸c lËp ®−îc d¹ng thøc cña mèi liªn hÖ t−¬ng quan, tøc lµ t×m ra d¹ng håi qui
thÝch hîp: TuyÕn tÝnh hay phi tuyÕn, nÕu lµ phi tuyÕn th× cô thÓ lµ d¹ng nµo.

2) §¸nh gi¸ ®−îc møc ®é chÆt chÏ cña c¸c mèi liªn hÖ theo nghÜa quan hÖ t−¬ng
quan.

3) B»ng ph−¬ng ph¸p nµo ®ã, x¸c lËp biÓu thøc gi¶i tÝch cña ph−¬ng tr×nh håi qui
xÊp xØ mèi liªn hÖ t−¬ng quan, tøc lµ x©y dùng hµm håi qui. Trong khÝ t−îng,
khÝ hËu ph−¬ng ph¸p phæ biÕn ®Ó x©y dùng hµm håi qui lµ ph−¬ng ph¸p b×nh
ph−¬ng tèi thiÓu.

4) §¸nh gi¸ ®é chÝnh x¸c vµ kh¶ n¨ng sö dông cña ph−¬ng tr×nh håi qui.

5.2 T−¬ng quan tuyÕn tÝnh

5.2.1 HÖ sè t−¬ng quan tæng thÓ

XÐt hai biÕn ngÉu nhiªn X1 vµ X2. Khi ®ã ph−¬ng sai cña tæng (hiÖu) hai biÕn

®−îc x¸c ®Þnh bëi:

D[X1 ± X2] = M[(X1 ± X2) − M(X1 ± X2)]2 = M[(X1 − MX1)± (X2 − MX2)]2 =

= M[(X1 − MX1)2] + M[(X2 − MX2)2] ± 2M[(X1 − MX1)(X2 − MX2)]=

= D[X1] + D[X2] ± 2 M[(X1 − MX1)(X2 − MX2)]=

= µ11 + µ22 + ± 2µ12

trong ®ã µ12 lµ m«men t−¬ng quan gi÷a X1 vµ X2, µ11 vµ µ22 t−¬ng øng lµ ph−¬ng sai

cña X1 vµ X2. NÕu X1 vµ X2 kh«ng t−¬ng quan víi nhau th×:

D[X1 ± X2] = D[X1] + D[X2], suy ra µ12 = 0.
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Do vËy, ng−êi ta dïng µ12 lµm th−íc ®o møc ®é t−¬ng quan gi÷a X1 vµ X2. V×
µ12 lµ mét ®¹i l−îng cã thø nguyªn (b»ng tÝch thø nguyªn cña X1 vµ X2) nªn ®Ó
thuËn tiÖn trong viÖc so s¸nh, ph©n tÝch thay cho µ12 ng−êi ta dïng ®¹i l−îng v«
thø nguyªn:

ρ12 = 
2211

12

µµ
µ

(5.2.1)

vµ ®−îc gäi lµ hÖ sè t−¬ng quan gi÷a hai biÕn X1 vµ X2. Ng−êi ta gäi ρ12 lµ hÖ sè
t−¬ng quan tæng thÓ hay hÖ sè t−¬ng quan lý thuyÕt vµ lµ mét h»ng sè.

HÖ sè t−¬ng quan cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y:

1) HÖ sè t−¬ng quan nhËn gi¸ trÞ trªn ®o¹n [−1;1]: −1 ≤ ρ12 ≤ 1.

ThËt vËy, ta cã:
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2211
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µµ
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= 2(1 ± ρ12) ≥ 0

Hay 1 ± ρ12 ≥ 0 ⇒ ®pcm

2) §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó 12ρ =1 lµ X1 vµ X2 cã quan hÖ hµm tuyÕn tÝnh.

§iÒu kiÖn ®ñ:

Gi¶ sö ta cã quan hÖ hµm tuyÕn tÝnh gi÷a X1 vµ X2:  X2 = a + bX1, víi a, b lµ

c¸c hÖ sè h»ng sè. Khi ®ã:

µ12  = M[(X1−MX1)(X2−MX2)] = M[(X1−MX1)(a + bX1−a−bMX1)]=

= M[b(X1 −MX1)2] = bµ11

µ22  = M[(X2−MX2)2]=M[(a + bX1−a−bMX1)2] = b2M[(X1−MX1)2] = b2µ11

VËy ρ12 = 
2211
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
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§iÒu kiÖn cÇn:
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= 2(1 ± ρ12) ta cã:
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NÕu (1 ± ρ12) = 0 th× 











±

2

2

1

1

DX
X

DX
X

 = C = Const

Tõ ®ã suy ra X2 = ±
11

22
µ
µ

X1 + C 22µ , tøc lµ gi÷a X2 vµ X1 tån t¹i quan hÖ hµm

tuyÕn tÝnh.

Do tÝnh chÊt nµy nªn hÖ sè t−¬ng quan ®−îc xem lµ ®¹i l−îng ®Æc tr−ng cho
møc ®é t−¬ng quan tuyÕn tÝnh gi÷a hai biÕn.

5.2.2 HÖ sè t−¬ng quan mÉu

Cho hai biÕn khÝ quyÓn X1, X2 víi n cÆp trÞ sè quan s¸t:

 {xt1, xt2} = {(x11, x12), (x21, x22),..., (xn1, xn2)}

Khi ®ã m«men t−¬ng quan mÉu − −íc l−îng cña m«men t−¬ng quan tæng thÓ

µ12 − gi÷a X1 vµ X2 ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

R12 = ∑
=

−−
n

1t
22t11t )xx)(xx(

n
1

 =  )xx)(xx( 2211 −−   (5.2.2)

vµ hÖ sè t−¬ng quan mÉu:

r12 = 

∑∑

∑

==

=

−−

−−

n
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2
22t

n

1t

2
11t

n

1t
22t11t

)xx(
n
1)xx(

n
1

)xx)(xx(
n
1

= 
2211

12

ll
l

(5.2.3)

trong ®ã:

l12 = ∑
=

−−
n

1t
22t11t )xx)(xx(  = nR12 lµ tæng cña tÝch c¸c ®é lÖch cña X1 vµ X2 so víi

trung b×nh cña chóng.

l11 = ( )∑
=

−
n

1t

2
11t xx = n 2

1s  − tæng b×nh ph−¬ng c¸c ®é lÖch cña X1 so víi trung b×nh

cña nã.

l22 = ( )∑
=

−
n

1t

2
22t xx = n 2

2s − t«ng b×nh ph−¬ng c¸c ®é lÖch cña X2 so víi trung b×nh

cña nã.

∑
=

=
n

1t
1t1 x

n
1x , ∑

=
=

n

1t
2t2 x

n
1x − trung b×nh cña X1 vµ X2

HÖ sè t−¬ng quan mÉu r12 lµ −íc l−îng cña hÖ sè t−¬ng quan tæng thÓ ρ12. NÕu

ρ12 lµ mét h»ng sè th× tr¸i l¹i r12 lµ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. N¨m 1915
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R.A.Fisher [3,5,6] ®∙ t×m ra biÓu thøc chÝnh x¸c cña hµm mËt ®é x¸c suÊt cña hÖ sè

t−¬ng quan mÉu r12 trong tr−êng hîp ph©n bè ®ång thêi cña X1 vµ X2 lµ chuÈn:

fn(r)= ∑
∞

=

−−− ρ−+
Γ−ρ−

−Γπ 0i

i
22

4n
22

1n
2

3n

!i
)r2())

2
1in(()r1()1(

)2n(
2

, (5.2.4)

víi −1 ≤ r ≤ 1. ë ®©y, ®Ó tiÖn biÓu diÔn ta ®∙ thay ký hiÖu r12 b»ng ký hiÖu r.

B»ng phÐp biÕn ®æi chuçi luü thõa vÕ ph¶i cña biÓu thøc fn(r) ng−êi ta ®∙ thu

®−îc d¹ng kh¸c ®èi víi mËt ®é x¸c suÊt cña r:

 fn(r) = ∫
−ρ−

−ρ−
π
−

−

−−− 1

0 21n

2n
2
4n

22
1n

2

x1

dx
)rx1(

x)r1()1(2n
 (5.2.5)

Ta thÊy r»ng ph©n bè cña r chØ phô thuéc vµo dung l−îng mÉu n vµ hÖ sè

t−¬ng quan tæng thÓ ρ. Khi n = 2 th× fn(r) = 0, ®iÒu ®ã phï hîp víi sù kiÖn hÖ sè

t−¬ng quan ®−îc tÝnh tõ tËp mÉu chØ cã 2 quan tr¾c ph¶i b»ng ±1.

Kú väng cña hÖ sè t−¬ng quan mÉu r: M[r] = ρ

Ph−¬ng sai cña hÖ sè t−¬ng quan mÉu r:

D[r] = )4442(
n4 0211

13
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31
2
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22
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22
2
02

04
2
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40
2

µµ
µ

−
µµ
µ

−
µ
µ

+
µµ
µ

+
µ
µ

+
µ
µρ

trong ®ã µ ij= M [ ]j22
i

11 )MXX()MXX( −− − c¸c m«men trung t©m bËc i+j.

§Ó thuËn tiÖn trong tÝnh to¸n thùc hµnh, nhÊt lµ viÖc −íc l−îng kho¶ng cho

ρ, ng−êi ta th−êng dïng phÐp biÕn ®æi sau ®©y cña Fisher:

z = 
r1
r1log

2
1

−
+

, ζ = 
ρ−
ρ+

1
1log

2
1

(5.2.6)

Fisher ®∙ chøng minh ®−îc r»ng ngay c¶ víi nh÷ng gi¸ trÞ n kh«ng lín l¾m

biÕn z còng ph©n bè xÊp xØ chuÈn víi gi¸ trÞ trung b×nh vµ ph−¬ng sai ®−îc cho bëi

biÓu thøc gÇn ®óng sau:

M[z] = ζ + 
)1n(2 −

ρ
, D[z] = 

3n
1
−

(5.2.7)

V× vËy kho¶ng tin cËy cña ζ víi ®é tin cËy 1−α lµ:

(
3n

1u
)1n(2

rz,
3n

1u
)1n(2

rz
−

+
−

−
−

−
−

− αα ) (5.2.8)

trong ®ã uα nhËn ®−îc tõ ph©n bè chuÈn N(0,1) bëi hÖ thøc: P( α≥ uu ) = α. Tõ ®ã ta

nhËn ®−îc kho¶ng tin cËy cña ρ.
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Trong tr−êng hîp ρ = 0 th× biÕn t = r 2r1
2n

−
−

 cã ph©n bè Student víi  n−2 bËc

tù do. HÖ sè t−¬ng quan mÉu r lµ −íc l−îng v÷ng nh−ng chÖch cña hÖ sè t−¬ng

quan tæng thÓ ρ víi ®é chÖch b»ng 
n2

)1( 2ρ−ρ−
. Do ®ã khi tÝnh to¸n thùc hµnh nÕu

nhËn ®−îc r = 0 th× ®iÒu ®ã kh«ng cã nghÜa lµ ρ b»ng 0. Vµ ng−îc l¹i, nÕu r≠0 th×

còng kh«ng h¼n lµ ρ kh¸c 0. NÕu dung l−îng mÉu nhá th× mÆc dï ρ = 0 nh−ng gi¸

trÞ cña r l¹i cã thÓ cã ý nghÜa. V× vËy ta cÇn kiÓm tra xem ®é lín cña r cã ý nghÜa

thùc sù hay kh«ng, hay nãi c¸ch kh¸c cÇn kiÓm nghiÖm ®é râ rÖt cña r.

§Ó kiÓm nghiÖm, ta ®Æt gi¶ thiÕt Ho: ρ = 0. Thay ρ ≈ r, víi giíi h¹n tin cËy ban
®Çu d th× khi Ho ®óng ta cã P( )dr ≥ = α.

§Æt  t = 
2n/r1

r
2 −−

, tα = 
2n/r1

d
2 −−

 (5.2.9)

Khi ®ã nÕu Ho ®óng th×: P α=≥ α )tt( . BiÕn t trong (5.2.9) cã ph©n bè Student

(t) víi n−2 bËc tù do. Tõ ®ã ta x¸c ®Þnh ®−îc tα. Vµ chØ tiªu kiÓm nghiÖm sÏ lµ:

NÕu t ≥ tα  th× b¸c bá Ho vµ ®−a ra kÕt luËt r lín râ rÖt

NÕu t < tα  th× chÊp nhËn Ho vµ kÕt luËn r kh«ng lín râ rÖt.

VÝ dô 5.2.1 Tõ tËp mÉu {xt, yt, t=1..11} ta tÝnh ®−îc hÖ sè t−¬ng quan rxy=0.76.

H∙y cho biÕt víi gi¸ trÞ nhËn ®−îc nh− vËy th× hÖ sè t−¬ng quan cã lín râ rÖt kh«ng

nÕu lÊy møc ý nghÜa α=0.01?

§Ó tr¶ lêi c©u hái ®Æt ra ta cÇn kiÓm nghiÖm gi¶ thiÕt: Ho: rxy=0. Muèn vËy, ta

tÝnh ®¹i l−îng t=
2n/r1

r
2
xy

−−
=

211/76.01

76.0
2 −−

=3.51. Tõ α=0.01 ta x¸c ®Þnh ®−îc

tα tõ ph©n bè Student: tα=St(11−2,0.01) = 3.25.

V× t =3.51> 3.25=tα do ®ã ta b¸c bá gi¶ thiÕt Ho vµ ®−a ra kÕt luËn rxy lín râ

rÖt.

Ngoµi viÖc kiÓm tra ®é râ rÖt cña hÖ sè t−¬ng quan, trong thùc tÕ ng−êi ta cßn

®¸nh gi¸ sù cã nghÜa cña nã. §Ó x¸c ®Þnh sù cã nghÜa cña r tr−íc hÕt ta tÝnh gi¸ trÞ
H= 1nr −  ≡ H(n, r). T−¬ng øng víi c¸c gi¸ trÞ dung l−îng mÉu n kh¸c nhau, khi

cho tr−íc ®é tin cËy p, tra b¶ng ta sÏ tÝnh ®−îc trÞ sè tíi h¹n Ho cña H: Ho = H(p,n).

Trong b¶ng 5.1 ®∙ cho c¸c gi¸ trÞ tíi h¹n H0 øng víi c¸c ®é tin cËy p vµ dung l−îng

mÉu n kh¸c nhau.

Tõ ®ã chØ tiªu kiÓm nghiÖm sù cã nghÜa cña r sÏ lµ:

NÕu H(n,r) > Ho(p,n)  th× kÕt luËn r cã nghÜa víi ®é tin cËy i

NÕu H(n,r) ≤ Ho(p,n)  th× kÕt luËn r kh«ng cã nghÜa víi ®é tin cËy p.
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B¶ng 5.1 Gi¸ trÞ tíi h¹n H0(p,n)

p p

n 0.90 0.95 0.99 0.999 n 0.95 0.99 0.999

10 1.65 1.90 2.29 2.62 25 1.941 2.475 3.026

11 1.65 1.90 2.32 2.68 26 1.941 2.479 3.037

12 1.65 1.92 2.35 2.73 27 1.492 2.483 3.047

13 1.65 1.92 2.37 2.77 28 1.943 2.487 3.056

14 1.65 1.92 2.39 2.81 29 1.493 2.490 3.064

15 1.65 1.92 2.40 2.85 30 1.944 2.492 3.071

16 1.65 1.93 2.41 2.87 35 1.947 2.505 3.102

17 1.65 1.93 2.42 2.90 40 1.949 2.514 3.126

18 1.65 1.93 2.43 2.92 45 1.950 2.521 3.145

19 1.65 1.93 2.44 2.94 50 1.951 2.527 3.161

20 1.65 1.94 2.45 2.96 60 1.953 2.535 3.830

21 1.65 1.94 2.45 2.98 70 1.954 2.541 3.190

22 1.65 1.94 2.46 2.99 80 1.955 2.546 3.209

23 1.65 1.94 2.47 3.00 90 1.956 2.550 3.219

24 1.65 1.94 2.47 3.02 100 1.956 2.553 3.226

∞ 1.960 2.576 3.291

5.2.3 C¸ch tÝnh hÖ sè t−¬ng quan mÉu

Cho hai biÕn ngÉu nhiªn X1, X2 víi n cÆp trÞ sè quan s¸t:

{xt1, xt2} = {(x11, x12), (x21, x22),..., (xn1, xn2)}

Tõ tËp mÉu nµy cã thÓ tÝnh hÖ sè t−¬ng quan gi÷a X1, X2 theo c¸c ph−¬ng

ph¸p sau ®©y.

5.2.3.1 Ph−¬ng ph¸p tÝnh trùc tiÕp

Ph−¬ng ph¸p trùc tiÕp tÝnh hÖ sè t−¬ng quan mÉu lµ tÝnh theo c«ng thøc (5.2.3).

ThÕ nh−ng, trong thùc hµnh ng−êi ta th−êng biÕn ®æi vµ ®−a nã vÒ d¹ng kh¸c.

R12  = )xx)(xx( 2211 −−  = 21122121 xxxxxxxx −+− = 2121 xxxx −

= 2121 x.xxx −  = ∑∑∑
===

−
n

1t
2t

n

1t
1t

n

1t
2t1t x

n
1x

n
1xx
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(5.2.10)

2
1s  = 2

1
2

1
2

111
2

1
2

11 )x()x()x(xx2)x()xx( −=+−=−

= 2
n

1t
1t

n

1t

2
1t )x

n
1()x(

n
1

∑∑
==

− (5.2.11)



 

 

 

 

 

 

 

126

T−¬ng tù ta cã:

2
2s  = 2

n

1t
2t

n

1t

2
2t )x

n
1()x(

n
1

∑∑
==

− (5.2.12)

 KÕt hîp (5.2.10)−(5.2.12) ta nhËn ®−îc: r12 = 
21

12
ss
R

(5.2.13)

HoÆc cã thÓ tÝnh theo c«ng thøc:

r12 = 
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(5.2.14)

VÝ dô 5.2.2 Trong b¶ng 5.2 dÉn ra sè liÖu quan tr¾c tæng l−îng m−a th¸ng 1

cña hai tr¹m mµ ta ®Æt chóng lµ hai biÕn X1, X2 vµ kÕt qu¶ c¸c b−íc tÝnh trung

gian theo c«ng thøc (5.2.14). Cét thø nhÊt chØ sè thø tù n¨m (t). Hai cét tiÕp theo

cña b¶ng chøa sè liÖu hai chuçi {xt1} vµ {xt2}. Cét thø t− lµ tÝch tõng cÆp (xt1,xt2), hai

cét cuèi cïng chøa b×nh ph−¬ng c¸c gi¸ trÞ xt1 vµ xt2. Dßng cuèi cïng cña b¶ng lµ

tæng theo tõng cét.

B¶ng 5.2 Sè liÖu l−îng m−a th¸ng 1 vµ nh÷ng kÕt qu¶ tÝnh trung gian

t xt1 xt2 xt1xt2 (xt1)
2 (xt2)

2

1 10.6 19.1 202.46 112.36 364.81

2 0.9 11.8 10.62 0.81 139.24

3 9.6 86.9 834.24 92.16 7551.61

4 2.0 16.4 32.80 4.00 268.96

5 38.3 12.4 474.92 1466.89 153.76

6 0.9 9.6 8.64 0.81 92.16

7 46.7 26.8 1251.56 2180.89 718.24

8 142.5 48.7 6939.75 20306.25 2371.69

9 68.2 28.9 1970.98 4651.24 835.21

10 54.1 87.4 4728.34 2926.81 7638.76

11 25.9 66.1 1711.99 670.81 4369.21

12 41.3 42.7 1763.51 1705.69 1823.29

13 11.8 37.7 444.86 139.24 1421.29

14 5.0 55.1 275.50 25.00 3036.01

15 30.0 104.1 3123.00 900.00 10836.81

16 21.8 33.9 739.02 475.24 1149.21

17 26.0 39.0 1014.00 676.00 1521.00

18 6.0 38.0 228.00 36.00 1444.00

19 15.0 116.0 1740.00 225.00 13456.00

Tæng 556.6 880.6 27494.19 36595.20 59191.26
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§èi s¸nh víi tõng thµnh phÇn trong (5.2.14) ta cã: n=19

19.27494xx
n

1t
2t1t =∑

=
, ∑∑

==
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1t xx
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∑
=
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1t

2
2t )x( =59191.26,  ∑

=

n

1t

2
2t )x(

n
1

=40813.49

Sau khi thay vµo vµ tÝnh ra ta ®−îc r12=0.087894.

5.2.3.2 Ph−¬ng ph¸p biÕn ®æi t−¬ng ®−¬ng.

Khi gi¸ trÞ cña c¸c thµnh phÇn trong chuçi kh¸ lín viÖc tÝnh to¸n trùc tiÕp

theo c¸c c«ng thøc (5.2.10)−(5.2.14) th−êng gÆp trë ng¹i, phøc t¹p vµ dÔ g©y sai sè,

nhÊt lµ qu¸ tr×nh tÝnh to¸n ®−îc tiÕn hµnh thñ c«ng. Do ®ã, trong nhiÒu tr−êng

hîp, ®Ó ®¬n gi¶n ta sö dông phÐp biÕn ®æi sau ®©y:

11t11t Cxdy −= (*)

22t22t Cxdy −= (**)

trong ®ã d1, d2, C1, C2 lµ nh÷ng h»ng sè nµo ®ã, mµ trong nh÷ng tr−êng hîp cô thÓ,

sÏ ®−îc chän sao cho thÝch hîp. Ch¼ng h¹n, khi xö lý chuçi sè liÖu nhiÖt ®é ta thÊy

chóng th−êng dao ®éng xung quanh trÞ sè 20 (0C), vËy cã thÓ chän C=20; c¸c gi¸ trÞ

khÝ ¸p th−êng lªn xuèng quanh gi¸ trÞ 1000 (mb) th× chän C=1000,...

Víi phÐp biÕn ®æi (*), (**) ta cã:
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Nh− vËy, qua phÐp biÕn ®æi (*) vµ (**) hÖ sè t−¬ng quan vÉn kh«ng bÞ thay ®æi.
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5.2.4 Ma trËn t−¬ng quan

Trong thùc tÕ ta th−êng gÆp nh÷ng bµi to¸n mµ ë ®ã ®ßi hái ph¶i kh¶o s¸t

mèi quan hÖ t−¬ng quan gi÷a c¸c biÕn kh¸c nhau cña mét tËp nhiÒu h¬n hai biÕn.

Khi ®ã ta kh«ng chØ cã mét hÖ sè t−¬ng quan mµ lµ mét ma trËn t−¬ng quan.

XÐt tËp hîp m biÕn ngÉu nhiªn X1, X2,..., Xm. HÖ sè t−¬ng quan tæng thÓ gi÷a

c¸c biÕn Xj vµ Xk ®−îc x¸c ®Þnh bëi hÖ thøc:

ρjk = 
kkjj

jk

µµ

µ
, j,k=1..m (5.2.16)

trong ®ã µjk lµ m«men t−¬ng quan gi÷a Xj vµ Xk, µjj lµ ph−¬ng sai cña Xj. TËp hîp

c¸c hÖ sè t−¬ng quan ρjk lËp thµnh ma trËn t−¬ng quan:

(ρjk) = 
















ρρ

ρρ

mm1m

m111

...
.........

...
(5.2.16’)

Ma trËn t−¬ng quan lµ mét ma trËn ®èi xøng cã c¸c phÇn tö trªn ®−êng chÐo

chÝnh b»ng 1.

NÕu Xtj, j=1..m, t=1..n lµ sè liÖu thùc nghiÖm cña c¸c biÕn Xj th× −íc l−îng rjk

cña ρjk ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

rjk = 

∑∑
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(5.2.17)

trong ®ã jx  = ∑
=

n

1t
tjxn

1
 lµ trung b×nh cña biÕn Xj, j=1..m.

TËp hîp c¸c hÖ sè t−¬ng quan rjk còng lËp thµnh mét ma trËn ®èi xøng:

(rjk) = 
















mm1m

m111

r...r
.........
r...r

(5.2.17’)

5.2.5 Kh¶o s¸t mèi quan hÖ t−¬ng quan gi÷a hai biÕn

ViÖc ®¸nh gi¸ mèi quan hÖ t−¬ng quan gi÷a hai biÕn cã thÓ ®−îc tiÕn hµnh

th«ng qua viÖc xem xÐt hÖ sè t−¬ng quan gi÷a chóng tÝnh ®−îc tõ tËp mÉu. Gi¸ trÞ

tuyÖt ®èi cña hÖ sè t−¬ng quan cµng lín th× mèi quan hÖ tuyÕn tÝnh gi÷a hai biÕn

cµng chÆt chÏ. HÖ sè t−¬ng quan d−¬ng ph¶n ¸nh mèi quan hÖ cïng chiÒu (®ång

biÕn), ng−îc l¹i, hÖ sè t−¬ng quan ©m biÓu thÞ mèi quan hÖ ng−îc (nghÞch biÕn)
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gi÷a hai biÕn. Tuy nhiªn, nh− ®∙ chØ ra trong môc 5.2.1, kh¸i niÖm hÖ sè t−¬ng

quan ®−îc tr×nh bµy trªn ®©y míi chØ cho phÐp ta ®¸nh gi¸ ®−îc mèi quan hÖ tuyÕn

tÝnh gi÷a hai tËp mÉu.

Thùc tÕ trong nhiÒu tr−êng hîp, khi kh¶o s¸t mèi quan hÖ gi÷a hai biÕn,

ng−êi ta ch−a cÇn hoÆc thËm chÝ kh«ng cÇn nh÷ng kÕt qu¶ tÝnh to¸n chÝnh x¸c cña

hÖ sè t−¬ng quan, mµ tr−íc hÕt muèn biÕt bøc tranh kh¸i qu¸t vÒ quan hÖ gi÷a hai

tËp mÉu ®Ó tõ ®ã ®−a ra quyÕt ®Þnh cho nh÷ng b−íc xö lý tiÕp theo. §a sè trong

nh÷ng tr−êng hîp nh− vËy ng−êi ta th−êng quan t©m ®Õn kh¶ n¨ng tån t¹i mèi

quan hÖ t−¬ng quan tuyÕn tÝnh gi÷a c¸c biÕn kh¶o s¸t. Khi ®ã thay cho viÖc tÝnh hÖ

sè t−¬ng quan trªn ®©y, ng−êi ta cã thÓ x©y dùng c¸c ®å thÞ ®iÓm biÓu diÔn sù phô

thuéc hoÆc tÝnh c¸c hÖ sè t−¬ng quan gi¶n l−îc.

Ngµy nay nhê cã ph−¬ng tiÖn m¸y tÝnh, viÖc biÓu diÔn ®å thÞ ®iÓm ®Ó kh¶o s¸t

s¬ bé sù phô thuéc t−¬ng quan gi÷a c¸c biÕn ®∙ trë nªn phæ biÕn vµ rÊt cã hiÖu

qu¶. §å thÞ ®iÓm th«ng th−êng ®−îc biÓu diÔn trªn hÖ täa ®é vu«ng gãc trong mÆt

ph¼ng, víi hai trôc täa ®é biÓu thÞ sù biÕn thiªn cña hai biÕn X, Y (hay X1, X2). Mçi

mét cÆp quan tr¾c {xt, yt} ®−îc biÓu diÔn bëi mét ®iÓm trªn mÆt ph¼ng. C¨n cø vµo

sù ph©n bè cña tËp hîp c¸c ®iÓm nµy ta cã thÓ ®¸nh gi¸ ®−îc quan hÖ gi÷a c¸c biÕn.

H×nh 5.1 dÉn ra mét vÝ dô ®å thÞ ®iÓm biÓu diÔn mèi quan hÖ gi÷a nhiÖt ®é tèi

cao (Tx) vµ nhiÖt ®é tèi thÊp (Tm) trong nh÷ng ngµy th¸ng 1 ë mét tr¹m. Tõ ®å thÞ

ta cã thÓ thÊy sù ph©n bè “hçn lo¹n” cña tËp hîp c¸c ®iÓm trªn mÆt ph¼ng. Cã

nh÷ng chç c¸c ®iÓm qui tô kh¸ dµy ®Æc nh−ng còng cã nh÷ng chç chØ r¶i r¸c 1−2

®iÓm. Sù ph©n bè t¶n m¹n ®ã cña c¸c ®iÓm biÓu thÞ mèi quan hÖ “kÐm chÆt chÏ”

gi÷a hai yÕu tè Tx vµ Tm. Tuy vËy, xÐt mét c¸ch tæng thÓ ta thÊy gi÷a hai yÕu tè

nµy tån t¹i sù phô thuéc lÉn nhau: D−êng nh− nhiÖt ®é tèi thÊp bÐ cã liªn quan tíi

gi¸ trÞ cña nhiÖt ®é tèi cao bÐ, vµ nhiÖt ®é tèi thÊp lín cã xu h−íng kÐo theo nhiÖt

®é tèi cao lín. Ngoµi ra, ®å thÞ cßn cho thÊy trong kho¶ng nhiÖt ®é Tm tõ 12−18oC

mèi liªn hÖ gi÷a Tm vµ Tx cã vÎ yÕu h¬n nhiÒu so víi tr−êng hîp gi¸ trÞ Tm n»m

ngoµi kho¶ng ®ã.

ViÖc chia tËp sè liÖu ra lµm hai tr−êng hîp cã m−a vµ kh«ng m−a sÏ lµm ®a

d¹ng hãa ®å thÞ, cho phÐp kh¶o s¸t tû mû h¬n mèi quan hÖ gi÷a hai biÕn. HiÖn

t−îng c¸c ®iÓm øng víi tr−êng hîp cã m−a qui tô vµo kho¶ng nhiÖt ®é tèi thÊp tõ

12−18oC gîi cho ta mét nhËn ®Þnh r»ng trong nh÷ng ngµy cã m−a mèi quan hÖ gi÷a

hai biÕn trë nªn “kÐm chÆt chÏ” h¬n. MÆt kh¸c, ®iÒu ®ã lµm cho ta liªn t−ëng ®Õn

x¸c suÊt cã ®iÒu kiÖn ®∙ xÐt tr−íc ®©y.

Víi môc ®Ých ®¸nh gi¸ møc ®é t−¬ng quan tuyÕn tÝnh gi÷a hai biÕn mét c¸ch

nhanh chãng nh−ng kh«ng cÇn ®é chÝnh x¸c cao ngoµi viÖc sö dông ph−¬ng ph¸p

®å thÞ ®iÓm ®«i khi ng−êi ta cßn tÝnh hÖ sè t−¬ng quan h¹ng (range correlation
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coefficient). Kh¸c víi hÖ sè t−¬ng quan mµ ta ®∙ xÐt, hÖ sè t−¬ng quan h¹ng ®−îc

tÝnh kh«ng ph¶i víi chÝnh c¸c gi¸ trÞ cña sè liÖu mµ víi thø h¹ng lín bÐ cña chóng

trong toµn tËp mÉu. NghÜa lµ tõ tËp mÉu ban ®Çu {xt, yt, t=1..n} ta biÕn ®æi thµnh

tËp míi {ut, vt, t=1..n} trong ®ã ut, vt t−¬ng øng chØ c¸c thµnh phÇn xt, yt ®−îc xÕp

thø bao nhiªu trong b¶ng xÕp h¹ng tõ nhá nhÊt ®Õn lín nhÊt cña mçi chuçi. Râ

rµng, c¸c tËp c¸c thµnh phÇn cña tËp míi ph¶i tháa m∙n 1 ≤ ut, vt ≤ n. HÖ sè t−¬ng

quan h¹ng ®−îc tÝnh bëi c«ng thøc:

rrange = 1 − 
)1n)(1n(n

D6
n

1t

2
t

+−

∑
= (5.2.18)

trong ®ã tD = ut − vt lµ hiÖu gi÷a c¸c thø h¹ng cña xt vµ yt trong tõng chuçi.
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Kh«ng m−a

Cã m−a

Tx

Tm

H×nh 5.1 §å thÞ ®iÓm biÓu diÔn sù phô thuéc gi÷a Tx vµ Tm

VÝ dô 5.2.3 B¶ng 5.3 dÉn ra kÕt qu¶ tÝnh hÖ sè t−¬ng quan h¹ng cho tËp mÉu

nhiÖt ®é tèi thÊp (Tm) vµ nhiÖt ®é tèi cao (Tx). Cét thø nhÊt vµ cét thø hai chøa sè

liÖu ban ®Çu. Cét 3, 4, 5 chøa c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng cña Tm, Tx trong tËp ban ®Çu vµ

kÕt qu¶ xÕp h¹ng chóng. Cét 6 vµ cét 7 chøa gi¸ trÞ h¹ng cña tõng thµnh phÇn

t−¬ng øng trong cét 1 vµ cét 2. Cét cuèi cïng lµ hiÖu gi÷a c¸c h¹ng. Ch¼ng h¹n,

u1=4 cã nghÜa lµ øng víi Tm1=12.8 ë cét 1, khi ®èi chiÕu gi¸ trÞ nµy ë kÕt qu¶ xÕp

h¹ng (cét 3 vµ cét 5) ta nhËn ®−îc h¹ng cña Tm1 b»ng 4. T−¬ng tù nh− vËy víi v1=8

(gi¸ trÞ Tx1=20.6, t×m gi¸ trÞ nµy ë cét 4 råi ®èi chiÕu sang cét 5 ta cã h¹ng b»ng 8).

HiÖu D1 = 4−8=−4.

Sö dông kÕt qu¶ tÝnh trung gian ë b¶ng 5.3 kÕt hîp víi c«ng thøc (5.2.18) víi

n=10 ta nhËn ®−îc rrange = 0.4546.
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B¶ng 5.3 TÝnh hÖ sè t−¬ng quan h¹ng

Sè liÖu ban ®Çu KÕt qu¶ xÕp h¹ng Sè liÖu xÕp h¹ng

Tm Tx Tm Tx H¹ng ut vt Dt

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

12.8 20.6 1.7 16.1 1 4 8 −4

16.1 20.0 4.4 18.0 2 9 7 2

14.4 18.6 10.0 18.3 3 6 5 1

1.7 18.0 12.8 18.4 4 1 2 −1

4.4 16.1 13.9 18.6 5 2 1 1

10.0 18.4 14.4 18.9 6 3 4 −1

13.9 22.8 14.8 20.0 7 5 9 −4

14.8 23.0 15.0 20.6 8 7 10 −3

15.0 18.3 16.1 22.8 9 8 3 5

17.2 18.9 17.2 23.0 10 10 6 4

5.3 Håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn

5.3.1 Kh¸i niÖm vÒ håi qui

XÐt mèi quan hÖ gi÷a hai biÕn ngÉu nhiªn X vµ Y. Khi ®ã cã thÓ x¶y ra hai

tr−êng hîp sau ®©y:

• Gi÷a chóng cã mèi quan hÖ phô thuéc hµm nÕu tån t¹i mét hµm f nµo ®ã sao

cho cã thÓ biÓu diÔn ®−îc X = f(Y).

• Gi÷a chóng cã mèi quan hÖ phô thuéc thèng kª nÕu mçi gi¸ trÞ x cña X t−¬ng

øng víi mét hµm ph©n bè (hoÆc hµm mËt ®é) cã ®iÒu kiÖn F(y/x) (hoÆc f(y/x))

cña Y. Ta gäi mèi quan hÖ phô thuéc nµy lµ sù phô thuéc t−¬ng quan gi÷a hai

biÕn ngÉu nhiªn.

§Ó nghiªn cøu mèi phô thuéc t−¬ng quan gi÷a hai biÕn X vµ Y trªn c¬ së tËp

mÉu quan tr¾c {(xt,yt), t=1..n} ta cÇn ph¶i chän d¹ng lý thuyÕt cña ph©n bè ®ång

thêi F(x,y), hoÆc d¹ng hµm mËt ®é ®ång thêi f(x,y), sau ®ã ph¶i −íc l−îng c¸c tham

sè nµy. Tõ ®ã ta t×m ®−îc mËt ®é ph©n bè cã ®iÒu kiÖn:

f(y/x) = 
)x(f
)y,x(f

1
,     f(x/y) = 

)y(f
)y,x(f

2
(5.3.1)

trong ®ã f1(x), f2(y) lµ c¸c hµm mËt ®é riªng cña X vµ Y.

(Chó ý r»ng, trong môc nµy vµ mét sè môc tiÕp theo ta ®∙ thay ®æi mét c¸ch

tù nhiªn ký hiÖu c¸c biÕn ngÉu nhiªn X, Y thay cho ký hiÖu tr−íc ®©y vÉn dïng lµ

X1, X2. Sù thay ®æi nµy hoµn toµn kh«ng ¶nh h−ëng tíi b¶n chÊt cña vÊn ®Ò. Tuy
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nhiªn, do thãi quen cè h÷u trong to¸n häc, nÕu ta dïng ký hiÖu míi nµy th× kh¸i

niÖm hµm (Y) vµ ®èi sè (X) tá ra dÔ chÊp nhËn khi tr×nh bµy ?!. Sau nµy, ta sÏ quay

l¹i ký hiÖu tr−íc ®©y).

Nh− vËy viÖc nghiªn cøu sù phô thuéc t−¬ng quan nh− trªn lµ hÕt søc cång

kÒnh vµ phøc t¹p. Do ®ã trong thùc tÕ ng−êi ta chØ giíi h¹n xÐt mèi quan hÖ phô

thuéc gi÷a X vµ mét sè ®Æc tr−ng cã ®iÒu kiÖn cña Y, nh− kú väng, trung vÞ, mèt,...

trong ®ã phæ biÕn h¬n c¶ lµ nghiªn cøu mèi quan hÖ gi÷a X vµ kú väng cã ®iÒu kiÖn

M[Y/X]:

my(x) = M[X/Y =x] = ∫
+∞

∞−

dy)x/y(yf (5.3.2)

Vµ ng−êi ta gäi sù phô thuéc nµy lµ phô thuéc håi qui: Håi qui cña Y lªn X. HÖ

thøc (5.3.2) th«ng th−êng ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng:

y = my(x) (5.3.3)

Quan hÖ (5.3.3) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh håi qui I hay ®−êng håi qui I. NÕu

quan hÖ nµy lµ mét hµm tuyÕn tÝnh th× håi qui ®−îc gäi lµ håi qui tuyÕn tÝnh. Tuy

nhiªn, trong tr−êng hîp tæng qu¸t (5.3.3) lµ mét hµm bÊt kú.

Mét tÝnh chÊt quan träng cña håi qui I lµ tÝnh cùc tiÓu:

NÕu ta t×m ®−îc mét hµm g(X) sao cho M[Y − g(X)]2  min

th× g(X) = M[Y/X], hay g(x) = my(x). (5.3.4)

V× quan hÖ (5.3.3) lµ mét ®−êng bÊt kú mµ viÖc biÓu diÔn gi¶i tÝch nã nãi

chung rÊt khã kh¨n, thËm chÝ kh«ng thÓ ®−îc cho nªn trong thùc tÕ thay cho

(5.3.3) ng−êi ta xÊp xØ nã trong mét líp hµm f x¸c ®Þnh nµo ®ã ®∙ biÕt:

y ≈ ŷ = f(x) (5.3.5)

Trong tr−êng hîp nµy hµm håi qui t×m ®−îc gäi lµ håi qui II. NÕu hµm håi qui

II ®−îc x¸c ®Þnh b»ng ph−¬ng ph¸p b×nh ph−¬ng tèi thiÓu th× nã ®−îc gäi lµ håi qui

b×nh ph−¬ng trung b×nh. Tr−êng hîp ®¬n gi¶n nhÊt cña håi qui b×nh ph−¬ng trung

b×nh lµ håi qui b×nh ph−¬ng trung b×nh tuyÕn tÝnh−f(x) lµ hµm bËc nhÊt.

Tõ nay trë ®i, nÕu kh«ng nãi g× thªm, ta sÏ hiÓu håi qui II lµ håi qui b×nh

ph−¬ng trung b×nh vµ ®−îc gäi mét c¸ch ®¬n gi¶n lµ håi qui II.

NÕu håi qui II (5.3.5) lµ tuyÕn tÝnh, khi ®ã ta cã thÓ viÕt:

Y = f(X) = α + βX

Hay $y  = f(x) = α + βx
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Ta cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng ®Ó f(x) xÊp xØ tèt nhÊt theo nghÜa b×nh

ph−¬ng tèi thiÓu cña håi qui I th× c¸c hÖ sè α vµ β sÏ ®−îc x¸c ®Þnh bëi:

α = M[Y] − βM[X],    β = µ12/µ11

trong ®ã µ12 lµ m«men t−¬ng quan gi÷a X vµ Y cßn µ11 = D[X]. Ta sÏ quay trë l¹i

vÊn ®Ò nµy khi tr×nh bµy c¸ch x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè håi qui thùc nghiÖm mµ chóng lµ

−íc l−îng cña α vµ β trong môc sau.

5.3.2 X©y dùng ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn tõ sè liÖu thùc

nghiÖm

Cho hai biÕn khÝ quyÓn X vµ Y víi n cÆp trÞ sè quan s¸t {(xt, yt), t=1..n}. XÐt

sù phô thuéc håi qui II cña Y lªn X lµ håi qui tuyÕn tÝnh, tøc lµ:

y ≈ ŷ  = ao + a1x (5.3.6)

trong ®ã ao vµ a1 lµ c¸c hÖ sè ph¶i t×m. Chóng lµ c¸c gi¸ trÞ −íc l−îng cña tham sè
lý thuyÕt α vµ β trong ph−¬ng tr×nh ŷ  = α + βx.

Víi c¸c trÞ sè quan s¸t xt cña X ta cã c¸c gi¸ trÞ cña Y tÝnh ®−îc theo (5.3.6) lµ:

tŷ  = ao + a1xt, (t=1..n) (5.3.6’)

C¸c trÞ sè quan tr¾c thùc nghiÖm yt vµ gi¸ trÞ tÝnh to¸n (−íc l−îng) cña Y theo
(5.3.6’) sai kh¸c nhau mét l−îng b»ng δt = yt − tŷ , chóng ®−îc gäi lµ sai sè cña phÐp

xÊp xØ y = my(x) bëi (5.3.6). §Ó phÐp xÊp xØ nµy lµ tèt nhÊt theo nghÜa b×nh ph−¬ng

tèi thiÓu c¸c hÖ sè ao vµ a1 ph¶i ®−îc x¸c ®Þnh sao cho tæng b×nh ph−¬ng c¸c sai sè

δt ph¶i ®¹t nhá nhÊt:

( ) minŷy
n

1t

2
tt

n

1t

2
t →−=δ ∑∑

==

Xem r»ng tæng c¸c b×nh ph−¬ng sai sè nh− lµ hµm cña c¸c hÖ sè ao, a1, khi ®ã

chóng ph¶i tháa m∙n ®iÒu kiÖn:

R(ao,a1) = ∑
=

−
n

1t

2
tt )ŷy(  → min (5.3.7)

Ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng, ®Ó R(ao,a1) ®¹t cùc tiÓu th× c¸c ®¹o hµm

riªng cña R(ao,a1) theo ao vµ a1 ph¶i ®ång thêi triÖt tiªu:

0
a

)a,a(R
a

)a,a(R

1

1o

o

1o =
∂

∂
=

∂
∂

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh víi c¸c Èn sè ao vµ a1:
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









=−−−=
∂

∂

=−−−=
∂

∂

∑

∑

=

=

0x)xaay(2
a

)a,a(R

0)xaay(2
a

)a,a(R

n

1t
tt1ot

1

1o

n

1t
t1ot

0

1o

Hay:











=−−

=−−

∑

∑

=

=

0x)xaay(

0)xaay(

n

1t
tt1ot

n

1t
t1ot

(5.3.8)

Tõ ph−¬ng tr×nh thø nhÊt trong hÖ (5.3.8) ta cã:

∑
=

−−
n

1t
t1ot )xaay( = 0.

Suy ra: ao = y − a1 x  (5.3.9)

Thay (5.3.9) vµo ph−¬ng tr×nh thø hai cña (5.3.8) ta nhËn ®−îc:

∑
=

−−
n

1t
tt1ot x)xaay( = ∑

=
−+−

n

1t
tt11t x)xaxayy( = 0

Hay ∑
=

−
n

1t
tt x)yy( − ∑

=
−

n

1t
tt1 x)xx(a = 0

Do ®ã: a1 = 

∑

∑

=

=

−

−

n

1t
tt

n

1t
tt

x)xx(

x)yy(

V× 0x)yy(
n

1t
t =−∑

=
 vµ 0x)xx(

n

1t
t =−∑

=
 nªn ta cã:

a1 = 

∑∑

∑∑

==

==

−−−

−−−

n

1t
t

n

1t
tt

n

1t
t

n

1t
tt

x)xx(x)xx(

x)yy(x)yy(
= 

∑

∑

=

=

−

−−

n

1t

2
t

n

1t
tt

)xx(

)xx)(yy(
 = 

xx

xy

l
l

 (5.3.10)

Hay: a1 = 
xx

xy

l
l

 = 
xxyyxx

yyxy

lll

ll
 = 

xx

yyxy

l

lr
 = rxy

x

y

s
s

(5.3.11)

Nh− vËy, ph−¬ng tr×nh (5.3.6) víi c¸c hÖ sè ao vµ a1 ®−îc tÝnh theo (5.3.9) vµ

(5.3.10) hoÆc (5.3.11) x¸c ®Þnh mèi quan hÖ håi qui II cña Y lªn X. Nã ®−îc gäi lµ

ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn (mét biÕn ®éc lËp). Ng−êi ta gäi Y (hay y)

lµ biÕn phô thuéc, cßn  X (hay x) lµ biÕn ®éc lËp.
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NÕu kh«ng xÐt trùc tiÕp tËp sè liÖu {(xt,yt),t=1..n} mµ thay cho nã ta sö dông

tËp sè liÖu chuÈn ho¸ {( x yt t
' ', ), t=1..n}:

x

t'
t s

xxx −
= , 

y

t'
t s

yyy −
=

th×, b»ng c¸c phÐp biÕn ®æi t−¬ng tù trªn ®©y ta nhËn ®−îc:

0a'0 =  vµ xy
'
1 ra =

VÝ dô 5.3.1: Tõ sè liÖu nhiÖt ®é th¸ng 5 tr¹m A (biÕn Y − cét 1) vµ tr¹m B

(biÕn X − cét 2) cho trong b¶ng 5.4, sau khi tiÕn hµnh c¸c b−íc tÝnh trung gian (ë

c¸c cét tiÕp theo) ta nhËn ®−îc:

x  = 25,9; y =22,9; lxy = 7,588; lxx = 18,624;

a1 = lxy/lxx= 7,588/18,624 = 0,407;

a0 = y  − a1. x = 22,9 − 0,407 x 25,9 = 12,361;

VËy ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh gi÷a Y vµ X cã d¹ng:

y = 12,361 + 0,407.x

B¶ng 5.4 C¸c b−íc tÝnh hÖ sè håi qui gi÷a y vµ x

y x y− y x− x (y− y )(x− x ) (x− x )^2

22,7 27,7 −0,2 1,8 −0,4048 3,0976

23,8 26,0 0,9 0,1 0,0522 0,0036

23,7 26,5 0,8 0,6 0,4312 0,3136

21,3 24,3 −1,6 −1,6 2,6732 2,6896

22,5 28,0 −0,4 2,1 −0,8858 4,2436

25,1 27,4 2,2 1,5 3,1682 2,1316

23,3 25,9 0,4 0,0 −0,0148 0,0016

23,8 24,4 0,9 −1,5 −1,3398 2,3716

21,2 24,3 −1,7 −1,6 2,8372 2,6896

21,9 24,9 −1,0 −1,0 1,0712 1,0816

y =22,9 x =25,9 lxy=7,5880 lxx=18,6240

5.3.3 Ph©n tÝch ph−¬ng sai ph−¬ng tr×nh håi qui tuyÕn tÝnh mét biÕn

Ph−¬ng tr×nh håi qui ŷ =ao+a1x lµ hÖ thøc biÓu thÞ mèi quan hÖ tuyÕn tÝnh

gi÷a hai biÕn Y vµ X. Tuy nhiªn, do nh÷ng dao ®éng ngÉu nhiªn mµ c¸c ®iÓm thùc
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nghiÖm (xt, yt) nãi chung th−êng ph©n bè xoay quanh ®−êng th¼ng håi qui, tøc lµ cã
sù sai kh¸c gi÷a yt vµ tŷ . MÆt kh¸c, c¸c gi¸ trÞ quan tr¾c yt cña Y còng dao ®éng

biÕn ®æi xung quanh gi¸ trÞ trung b×nh y  (h×nh 5.2). Nh÷ng dao ®éng cña yt xung

quanh y  th−êng do nhiÒu nguyªn nh©n g©y nªn. Ph©n tÝch ph−¬ng sai lµ xem xÐt

vai trß cña c¸c nguyªn nh©n t¹o nªn nh÷ng biÕn ®æi cña Y.

Møc ®é biÕn ®éng cña Y ®−îc ®¸nh gi¸ th«ng qua tæng b×nh ph−¬ng c¸c ®é

lÖch cña yt khái gi¸ trÞ trung b×nh cña nã:

lyy = ∑
=

−
n

1t

2
t )yy( .

26.0

31.0

36.0

41.0

46.0

51.0

56.0

27 29 31 33 35 37 39

H×nh 5.2 S¬ ®å ph©n tÝch ph−¬ng sai

 Tõ h×nh 5.2 ta thÊy, mçi mét thµnh phÇn yt − y  cã thÓ ®−îc t¸ch thµnh tæng

2 thµnh phÇn: Sù sai lÖch cña yt so víi ®−êng håi qui vµ sù sai lÖch cña gi¸ trÞ håi
qui tŷ  so víi trung b×nh y :

)yŷ()ŷy(yy tttt −+−=−

Do ®ã:  lyy = [ ]∑
=

−+−
n

1t

2
ttt )yŷ()ŷy( =

=∑
=

−
n

1t

2
tt )ŷy( +∑

=
−

n

1t

2
t )yŷ( + 2∑

=
−−

n

1t
ttt )yŷ)(ŷy(

V×  ∑
=

−−
n

1t
ttt )yŷ)(ŷy(  =∑

=
−+−−

n

1t
t1ot1ot )yxaa)(xaay( =

=∑
=

−++−−−
n

1t
t11t11t )yxaxay)(xaxayy( =

= ))xx(a)yxxy(a(n
222

11 −−−  = 2
x

2
1yxxy1 sassra −  = 0

yt − yyt − tŷ

tŷ − y

y
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Nªn lyy = ∑
=

−
n

1t

2
tt )ŷy( +∑

=
−

n

1t

2
t )yŷ(  = Q + U (5.3.12)

trong ®ã Q = ∑
=

−
n

1t

2
tt )ŷy( ,  U = ∑

=
−

n

1t

2
t )yŷ( (5.3.13)

Ng−êi ta gäi U lµ tæng b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai håi qui, cßn Q lµ tæng b×nh

ph−¬ng c¸c biÕn sai thÆng d−. Nh− vËy tæng b×nh ph−¬ng c¸c ®é lÖch cña y khái gi¸

trÞ trung b×nh lµ sù ®ãng gãp cña tæng b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai håi qui vµ tæng

b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai thÆng d−.

Ta thÊy ®èi víi mét tËp mÉu th× y  kh«ng ®æi, do ®ã sù biÕn ®æi tŷ  lµ nguyªn

nh©n g©y nªn sù biÕn ®æi cña U. §¹i l−îng U ®Æc tr−ng cho møc ®ãng gãp cña nh©n

tè håi qui trong ®é ph©n t¸n cña Y. Cßn Q ®Æc tr−ng cho sù ®ãng gãp ngoµi håi qui.

Ta cã:

U = ∑
=

−
n

1t

2
t )yŷ( =∑

=
−−+

n

1t

2
1ot1o )xaaxaa( = ∑

=
−

n

1t

2
t

2
1 )xx(a =

 = xx
2
1 la = xy1xx

xx

xy
1 lal
l
l

a =

Q = lyy − U = lyy − a1lxy

Do ®ã 2
xy

yyxx

2
xy

yy

xy1

yy
r

ll
l

l
la

l
U

=== .  (5.3.14)

Nh− vËy, U cµng lín khi rxy cµng lín. Tøc lµ U cµng lín th× møc ®é t−¬ng

quan tuyÕn tÝnh gi÷a X vµ Y cµng chÆt chÏ.

2
xy

yyyy

yy

yy
r1

l
U1

l
Ul

l
Q

−=−=
−

= (5.3.15)

Tõ ®ã suy ra r»ng, rxy cµng lín th× Q cµng bÐ. Håi qui ®−îc gäi lµ tèt nhÊt (lý
t−ëng) nÕu tæng b×nh ph−¬ng c¸c biÕn sai thÆng d− Q = 0. Khi ®ã 2

xyr =1, tÊt c¶ c¸c

®iÓm thùc nghiÖm ®Òu n»m trªn ®−êng håi qui. NÕu Q cµng bÐ th× håi qui cµng tèt,

®iÒu ®ã còng cã nghÜa lµ nÕu U cµng lín th× håi qui cµng cã hiÖu qu¶.

5.3.4 Sù dao ®éng cña c¸c ®iÓm thùc nghiÖm xung quanh ®−êng håi qui

Tõ (5.3.15) ta thÊy r»ng khi 2
xyr =1 th× Q = 0. Nh− vËy ta cã thÓ dïng ®¹i l−îng

Q ®Ó ®o møc ®é dao ®éng cña c¸c ®iÓm thùc nghiÖm xung quanh ®−êng håi qui. Tuy
nhiªn, theo (5.3.13) thø nguyªn cña Q b»ng b×nh ph−¬ng thø nguyªn cña Y. H¬n
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n÷a, sè bËc tù do cña lyy lµ n−1, cña U lµ 1 (1 nh©n tè), do ®ã sè bËc tù do cña Q lµ
n−2. ChÝnh v× vËy thay cho Q, trong thùc tÕ ng−êi ta sö dông ®¹i l−îng:

s = 
2n

Q
−

(5.3.16)

lµm th−íc ®o møc ®é dao ®éng cña c¸c gi¸ trÞ thùc nghiÖm xung quanh trÞ sè håi
qui. Gi¸ trÞ cña s cµng nhá th× c¸c ®iÓm thùc nghiÖm cµng n»m s¸t ®−êng håi qui.
§¹i l−îng s ®−îc gäi lµ chuÈn sai thÆng d−. VËy chuÈn sai thÆng d− lµ th−íc ®o
phÇn ®ãng gãp trung b×nh cña nh©n tè ngoµi håi qui ®èi víi sai sè cña phÐp håi qui.
Nãi c¸ch kh¸c, s lµ chØ tiªu ph¶n ¸nh ®é chÝnh x¸c cña håi qui.

Khi 1rxy ≠  th× c¸c ®iÓm thùc nghiÖm kh«ng n»m trïng hoµn toµn trªn ®−êng

håi qui ŷ  = ao + a1x vµ sù t¶n m¹n nµy cã thÓ thÊy ®−îc th«ng qua sè liÖu thùc tÕ

(h×nh 5.2). VËy mét vÊn ®Ò ®Æt ra lµ øng víi mçi gi¸ trÞ xt x¸c ®Þnh, quan hÖ gi÷a yt

vµ tŷ  sÏ nh− thÕ nµo?

Theo (5.3.16), nãi chung c¸c trÞ sè yt cña Y dao ®éng xung quanh tŷ  víi møc

trung b×nh lµ s vµ ng−êi ta ®∙ x¸c ®Þnh ®−îc r»ng sù ph©n bè cña yt xung quanh $yt
gÇn víi ph©n bè chuÈn. Tøc lµ:

yt ∈ N( tŷ ,s)

Hay
s
ŷyy tt

t
−

=′ ∈ N(0,1)

Tõ ®ã ta cã:  P ( )sŷy tt <− = P 







<

− 1
s
ŷy tt = ∫

−

−

π

1

1

2t
2
1

dte
2
1

 ≈ 0.68

Nh− vËy, x¸c suÊt ®Ó c¸c gi¸ trÞ yt dao ®éng xung quanh tŷ  trong kho¶ng 1s

b»ng 68%. Hay nãi c¸ch kh¸c, cã kho¶ng 68% sè ®iÓm thùc nghiÖm n»m trong

ph¹m vi ±1s kÓ tõ ®−êng håi qui.

B»ng c¸ch tÝnh t−¬ng tù, ta cã:

P ( )s2ŷy tt <−  ≈ 0.95 vµ P ( )s3ŷy tt <−  ≈ 0.997

Tøc lµ cã kho¶ng 95% sè ®iÓm thùc nghiÖm r¬i vµo miÒn s2ŷt ±  vµ 99.7% sè

®iÓm r¬i vµo miÒn s3ŷt ± . VËy hÇu nh− tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ yt ®Òu n»m trong kho¶ng

s3ŷt ± .

5.3.5 §¸nh gi¸ chÊt l−îng ph−¬ng tr×nh håi qui

Cã thÓ nhËn thÊy r»ng, viÖc ®¸nh gi¸ chÊt l−îng ph−¬ng tr×nh håi qui (5.3.6)

lµ "tèt" hay "kh«ng tèt" hoÆc "xÊu" c¨n cø vµo hÖ sè t−¬ng quan rxy hoÆc theo gi¸ trÞ


