CHUONG 5
PHAN TICH TUONG QUAN VA HOI QUI

5.1 Nhirng khai niém mé dau

Trong thuc t& nghién ctiu khi tugng, khi hau c6 khong it nhiing van dé dugc
dit ra trong d6 cdn phai xac dinh dude qui luat bién d6i cta cac hién tuong khi
quyén. Tuy nhién, hién tuong khi quyén lai duge phan 4nh théng qua cac dic trung
yé&u t6 khi quyén ma chung, d&n lugt minh, lai phu thuéc vao su bién d6i cta cac
nhan t6 bén ngoai. Muén nidm dugc qui luat bién d8i cta cac hién tugng khi quyén
can thiét phai x4c dinh su lién hé gitia cac dic trung yéu t6 khi quyén (dudc xem 1a
bién phu thuoc) véi tap hop cac nhan t6 dnh hudéng ma ngudi ta goi 1 cac bién doc
lap. Diéu d6 cling c6 nghia 13, vé phuong dién théng ké, thong thudng ta can phai

gidi quyét mot sd van dé sau day:

1) Xac dinh su phan b6 khoéng gian cuia cac dic trung yéu té khi tugng, khi hau,
tic 1a nghién ctu qui luat phu thudc vao toa d6 khong gian ctia cac bién khi
quyén.

2) Xac dinh qui luat, tinh chat dién bién theo thoi gian cua cac déc trung yéu to
khi quyén.

3) X&c dinh m6i quan hé rang budc dé tir d6 tim qui luat lién hé gitia cic dic trung
yé&u t6 khi quyén v6i nhau theo khong gian va thoi gian.

Mot trong nhiing phuong phap giai quyét cac van dé d6 la phuong phap phan
tich tuong quan va héi qui ma noéi dung ctia né c6 thé dude chia thanh:

1) Tuong quan va héi qui theo khéng gian: La xét méi quan hé gitia hai hay nhiéu
bién khi quyén véi nhau cta cing mot yéu t8, cang thdi gian (dong thoi) nhung
khac nhau vé vi tri khong gian.

2) Tuong quan va hoi qui theo thoi gian: La xét méi quan hé gitia hai hay nhiéu
bién khi quyén v6i nhau clia cung mot yéu td, cung mot dia diém nhung khac
nhau vé thdi gian.

3) Tuong quan va hoéi qui phd bién: La xét méi quan hé gitta hay nhiéu bién khi
quyén ctua mét hodc nhiéu yé&u t8, c6 thé khac nhau vé khéng gian, thoi gian

hodc ca khéong-thai gian.
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Vé phuong dién toan hoc, cin ct vao dang thic caa biéu thic biéu dién, ngusi

ta chia su quan hé tuong quan lam bén dang:

1

2)

3)

4)

Tuong quan va héi qui tuyén tinh mot bién: Xét méi quan hé tuong quan va hoi
qui tuyén tinh gitia mot bén 1a bién phu thudc v6i mot bén 14 mot bién doc lap.
Tuong quan va hoi qui phi tuyén mot bién: Xét mdi quan hé tuong quan va hoi
qui phi tuyén gitia mot bén 1a bién phu thudc véi mot bén 14 mot bién doc 1ap.
Tuong quan va hoi qui tuyén tinh nhiéu bién: Xét moi quan hé tuong quan va
héi qui tuyén tinh gitia mot bén 14 bién phu thudc véi mot bén 14 tap hop nhiéu
bién doc 1ap.

Tuong quan va hoi qui phi tuyén nhiéu bién: Xét méi quan hé tuong quan va
hoi qui phi tuyén gitia mot bén 1a bién phu thudc véi mot bén 1a tap hgp nhiéu
bién doc lap.

Thong thudng dé gidi quyét cac bai toan tuong quan va hoéi qui trong khi

tugng, khi hau can phai tién hanh cac buéc sau:

1)

2)

3)

4)

Xac lap dudc dang thiic cia méi lién hé tuong quan, tic 1a tim ra dang héi qui
thich hgp: Tuyén tinh hay phi tuyén, néu la phi tuyén thi cu thé 1a dang nao.
Danh gia dugec mtc do chit ché cia cic méi lién hé theo nghia quan hé tuong
quan.

Bing phuong phap nao d6, xac lap biéu thic giai tich ctia phuong trinh héi qui
x4p x1 moi lién hé tuong quan, ttc 1a xay dung ham héi qui. Trong khi tugng,
khi hau phuong phap phé bién dé xay dung ham héi qui 14 phuong phap binh
phuong t6i thiéu.

Panh gia @6 chinh xac va kha nang st dung ciia phuong trinh hoi qui.

5.2 Tuong quan tuyén tinh

5.2.1 Hé sé tuong quan téng thé

Xét hai bién ngdu nhién X, va X,. Khi d6 phuong sai caa tong (hiéu) hai bién

dugce xac dinh bdi:
DX, £X,] =M[X,; £ X,) - M(X, + Xy)]* = M[(X; - MX))*+ (X; - MX,)]* =

= M[(X, - MX))*] + M[(X, - MX,)’] + 2M[(X; - MX,)(X, - MX,)]=
= D[X,] + D[X,] = 2 M[(X, - MX))(X; - MX;)]=

=yt Ugp 2 21y,

trong d6 pu;, 1a mémen tuong quan gitia X; va X,, ;; va ly, tuong ng la phuong sai

cua X, va X,. Néu X, va X, khong tuong quan véi nhau thi:

DIX, + X,] = D[X,] + D[X,], suy ra p,; = 0.
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Do vay, nguoi ta dung p;, lam thuée do mic dé tuong quan gitta X; va X,. Vi
1, 12 mot dai lugng c6 thi nguyén (bang tich tht nguyén ciua X, va X,) nén dé
thuan tién trong viéc so sanh, phan tich thay cho p;, ngudi ta dung dai lugng vo

thd nguyén:

=_Ho (5.2.1)

P12 =
VH11H22

va dudc goi 12 hé s6 tuong quan gitia hai bién X, va X,. Ngudi ta goi p;, 1a hé s6
tuong quan tong thé hay hé sé tuong quan 1y thuyét va 1a mét hang s6.

Hé s6 tuong quan c6 cac tinh chat sau day:

1) Hé s6 tuong quan nhan gia tri trén doan [-1;1]: -1 < p;, < 1.

That vay, ta co:
D[ﬁ»} ok H[ﬁ;x me D[JEX MMX m :
ol ol o e+ )

1 1 1 M2
= DX, + DX, 22—, =2+2—12_=2(1+p;,)) 20
DX] DX2 1/DX1DX2 vV H11H122

Hay 1 £+ p;, >0 = dpcm

2) Diéu kién can va du dé |p12|=1 1a X; va X, ¢6 quan hé ham tuyén tinh.

Diéu kién du:
Gia st ta c6 quan hé ham tuyén tinh gitia X, va X,: X, =a + bX,, v6i a, b 1a

cac hé s6 hang s6. Khi dé:

iz = M[(X,-MX))(X;-MX,)] = M[(X,-MX)(a + bX,—a-bMX,)]=
= M[b(X, -MX,)’] = by,
Hay = M[(X;-MX,)’]=M[(a + bX;~a-bMX,)’] = b*M[(X,-MX,)*] = b*u;,

p  _ by b {1 khib >0

Vay pi = =
’ \/HIIHZZ \/bzulzl |b|

-1 khib< 0

Diéu kién can:
X, X
JDX; DX,

T hé thtc D{ }2 2(1 + p;y) ta co:
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Né’u(liplz):Othi{ X + X

+ = C = Const
JDX; DX, } one

Tu d6 suy ra X, = + /% X, + C 4/, , tic 1a gitia X, va X, ton tai quan hé ham
11

tuyén tinh.
Do tinh chat nay nén hé s6 tuong quan dugc xem 1a dai luong dac trung cho
mitic do tuong quan tuyén tinh gitia hai bién.

5.2.2 Hé sé tuong quan mau
Cho hai bién khi quyén X,, X, v6i n cép tri s6 quan sat:

Xe1, Xeof = (X1, X12); (Xo1, X29)5ee0s (Xn1, Xno)}

Khi d6 mémen tuong quan méiu — uée lugng cia mémen tuong quan tong thé
Lo — gitia X; va X, duge xac dinh bdi:

1 n R _ — p—
Ry, = HZ(XH X)X —Xp) = (X X)Xy —X3) (5.2.2)
t=1
va hé s tuong quan mau:

1 & — —
*Z(th =X )(Xyp —X3)
0

= _lo (5.2.3)
\/111122

ry, = | o
\/Zml -x))? \/Z(xtz -x,)?
Ny Ny
trong d6:
n - - 2 9 . , A T1A ) N 4
li, = > (xq —X))(X2 —X,) =nRy, 14 tong cua tich cac do 1léch cua X, va X, so véi
t=I

trung binh cua chung.

I, = (th —x_1 = nsl2 — téng binh phuong cac d6 léch cta X, so véi trung binh

M=

t=1
9 P
cua no.

n
Ly, = Z(xt2 -X,) = ns% — tong binh phuong cac d léch ctua X, so véi trung binh

—
—_

cua no.
- 1 n - 1 n R
X] =—D. Xy, Xy =— 2 X, — trung binh cua X, va X,
Ny N
Hé s6 tuong quan mau r,, 1a udc lugng ciia hé s6 tuong quan téng thé p,,. Néu
P12 12 moét hing s thi trai lai r;, 12 mot dai lugng nglu nhién. Nam 1915
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R.A.Fisher [3,5,6] da tim ra biéu thiic chinh x4c cia ham mat d6 xac suét ciia hé s&

tuong quan mau r,, trong trudsng hop phan bé déng thoi cia X, va X, 1a chuén:

n-3 n-1 i
EW=—2 () 2 (1-r?) 2 z(n““ Ly 2e0)

e = (5.2.4)
i=0 :

v6i -1 <r<1.0 day, dé tién biéu dién ta da thay ky hiéu r,, bang ky hiéu r.
Béng phép bién d6i chudi luy thita v& phai cta biéu thiic f,(r) ngudi ta da thu
duge dang khac d61 véi mat do xac suit cua r:

n-1

£,(r) = “—;2(1—;)2)7

741 nf
14 dx (5.2.5)
0

1-prx)" ™ 1= x>

A

Ta thdy réang phan bd cta r chi phu thudc vao dung lugng mau n va hé s6
tuong quan tong thé p. Khi n = 2 thi f,(r) = 0, diéu d6 phu hgp véi su kién hé s&
tuong quan dugc tinh tir tAp mau chi ¢ 2 quan tric phai bang +1.

Ky vong ctia hé s6 tuong quan mau r: M[r] = p

Phuong sai cia hé s6 tuong quan mau r:

2 4 4 4
D[r] = P (H40 H04 " [p) n Mzzz I o % Y . O K )
4n Hzo Hoz Haol20 K11 MiiM2o  Hi1lo2

trong d6 W= M|(X, —MXI)i (X, —MXz)j]— cac mOmen trung tam bac i+j.
Pé thuan tién trong tinh toan thuc hanh, nhat 14 viéc udc lugng khoang cho
p, nguoi ta thuong diung phép bién d6i sau day caa Fisher:

1 1+p
z——lo —, = —log— 5.2.6
Slog—, 6= Jlog-— o (5.2.6)

Fisher da chiing minh dugc ring ngay ca véi nhiing gia tri n khong 1én 1am
bién z ciing phan bd x&p xi chuén véi gia tri trung binh va phuong sai duge cho béi
biéu thic gin dung sau:

—rs_ P -
M[z]—(;+2(n_l),D[z] — (5.2.7)

Vi vay khoang tin cay cua ¢ v6i d0 tin cay 1-a la:

r _u 1 s r ‘u 1 )
2n-1) *<n-3" 2m-1) “n-3

trong d6 u, nhan dudc tit phan bd chuén N(0,1) bsi hé thiic: P(|u| >u,) =o. Tu d6 ta

(z— (5.2.8)

nhan dugc khoang tin cay cua p.
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n-2

1-r2

Trong truong hop p = 0 thi biént =r c6 phan b Student v6i n-2 bac

tu do. Hé s tuong quan mau r 1a udc lugng viing nhung chéch ctia hé sé tuong

2
quan téng thé p véi d6 chéch bing % Do d6 khi tinh toan thuc hanh néu
n

nhan dudc r = 0 thi diéu d6 khong cé nghia 1a p bang 0. Va ngudgc lai, néu r=0 thi
ciing khong hén 1a p khac 0. Néu dung lugng mau nhé thi mic du p = 0 nhung gia
tri cta r lai c6 thé c6 y nghia. Vi vay ta cin kiém tra xem d6 16n caa r c6 § nghia
thuc su hay khong, hay néi cach khac can kiém nghiém d6 r6 rét caa r.

Pé kiém nghiém, ta dit gia thiét H,: p = 0. Thay p »~ r, v6i giéi han tin ciy ban
d4u d thi khi H, dung ta ¢6 P(|rf|>d)= a.

= ;, t(x: #
\ll—rz/\/n—2 \ll—rz/\/n—2

Khi d6 néu H, ding thi: P(|t|2ta) =o . Bién ¢ trong (5.2.9) c6 phan b Student

Pt £ (5.2.9)

(t) v6i n—2 bac tu do. Tt d6 ta xac dinh dugce t,. Va chi tiéu kiém nghiém sé la:

Néu |t|2 te thibac bdé H, va dua ra két luat r 16n ro rét

Néu ||< to thi ch&p nhan H, va k&t luan r khong 16n rd rét.

Vidy 5.2.1 Tu tap mau {x,, y;, t=1..11} ta tinh dugec hé s6 tuong quan r,,=0.76.
Hay cho biét v6i gia tri nhan duge nhu vay thi hé sé tuong quan cé 16n rd rét khong
néu lay mtc y nghia 0=0.01?

Dé tra 10i cau hdi dat ra ta cAn kiém nghiém gid thiét: H,: r,,=0. Muén vay, ta
0.76

Ty _

Vi-2/dn—2 V1-0762 /411-2

t, ti phan bo Student: t,=St(11-2,0.01) = 3.25.
Vi [t|=3.51> 3.25=t, do d6 ta bac bo gia thiét H, va dua ra két luan r,, 16n rd

tinh dai lugng t= =3.51. Tt a=0.01 ta xac dinh dugc

rét.

Ngoai viéc kiém tra d6 rd rét clia hé sé tuong quan, trong thuc t& ngudi ta con
danh gia su c6 nghia ctia né. D& xac dinh su c6 nghia cia r trude hét ta tinh gia tri
H= |r|\/nT = H(n, r). Tuong tng véi cac gia tri dung lugng mau n khac nhau, khi
cho trudc d6 tin cay p, tra bang ta sé tinh dudc tri s6 t61 han H, cia H: H, = H(p,n).
Trong bang 5.1 da cho cac gia tri t61i han H, ting véi cac dd tin cay p va dung ludng
mau n khac nhau.

T d6 chi tidu kiém nghiém su c6 nghia cta r sé 1a:

Néu H(n,r) > H,(p,n) thi két luan r c6 nghia véi d6 tin cay i

Néu H(n,r) < H,(p,n) thi két luan r khong c6 nghia véi do tin cay p.
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Bang 5.1 Gia tri t6i han Hy(p,n)

p p

n 0.90 0.95 0.99 0.999 n 0.95 0.99 0.999
10 1.65 1.90 2.29 2.62 25 1.941 2.475 3.026
11 1.65 1.90 2.32 2.68 26 1.941 2.479 3.037
12 1.65 1.92 2.35 2.73 27 1.492 2.483 3.047
13 1.65 1.92 2.37 2.77 28 1.943 2.487 3.056
14 1.65 1.92 2.39 2.81 29 1.493 2.490 3.064
15 1.65 1.92 240 2.85 30 1.944 2.492 3.071
16 1.65 1.93 2.41 2.87 35 1.947 2.505 3.102
17 1.65 1.93 242 2.90 40 1.949 2.514 3.126
18 1.65 1.93 2.43 2.92 45 1.950 2.521 3.145
19 1.65 1.93 2.44 2.94 50 1.951 2.527 3.161
20 1.65 1.94 2.45 2.96 60 1.953 2.535 3.830
21 1.65 1.94 2.45 2.98 70 1.954 2.541 3.190
22 1.65 1.94 2.46 2.99 80 1.955 2.546 3.209
23 1.65 1.94 2.47 3.00 90 1.956 2.550 3.219
24 1.65 1.94 2.47 3.02 100 1.956 2.553 3.226

0 1.960 2.576 3.291

5.2.3 Cach tinh hé sé tuong quan mau
Cho hai bién ngau nhién X, X, v6i n cédp tri sd quan sat:

{X15 Xeof = (X115 X12), (Xa15 X29)50005 (Xn1s Xno)}
Tu tap mAu nay cé thé tinh hé s6 tuong quan gitia X,, X, theo cac phuong
phéap sau day.
5.2.3.1 Phuong phdp tinh truc tiép

Phuong phap truc tiép tinh hé s6 tuong quan mau 1a tinh theo cong thtc (5.2.3).
Thé nhung, trong thuc hanh ngudi ta thudng bién d6i va dua né vé dang khac.

Ris = (x; =x)(X3 =X3) = XX = XX + XX = XXy = XjX5 —X(X;

%, 1

—_— 1 n 1 n n
= XXp—X( Xy T — X XX —— 2 Xy — 2 X (5.2.10)
N N Ny

st = (xp=x)7 = (x))7 = 2x;x; +(x1)* = (x))7 = (x,)

n

Z(th)z_(iixﬂ)z (6.2.11)
t=1

1
0
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Tuong tu ta coé:

1 1o
$3 = =2 (xp) — (=Y x,,)* (5.2.12)
n_ ni
K&t hop (5.2.10)—(5.2.12) ta nhan dugc: r,, = 12 (5.2.13)
5187

Hodc c6 thé tinh theo cong thiic:

n
quxtz -
t=1

1 n n
-2 X4 2 X2
_ |

ryy =

(5.2.14)
\/zm)z LSk, szz ~LEx,)?
t=1 n t=1 n

Vi du 5.2.2 Trong bang 5.2 dan ra s6 liéu quan tric tong lugng mua thang 1

cua hai tram ma ta dit ching 1a hai bién X,, X, va két qua cac budc tinh trung

gian theo cong thiic (5.2.14). Cot thi nhat chi s6 thi tu ndm (t). Hai cot tiép theo

ctua bang chiia s liéu hai chudi {x,;} va {x,,}. Cot thi tu 1a tich ting cip (x.,X.), hai

cot cudl cung chiia binh phuong cac gia tri x,; va x,,. Dong cudi cung cua bang la

téng theo tiing cot.

Bang 5.2 S6 liéu luong mua thang 1 va nhiing két qua tinh trung gian

t Xy Xi2 Xy X2 (xu)?* (Xi2)?
1 10.6 191 202.46 112.36 364.81
2 0.9 11.8 10.62 0.81 139.24
3 9.6 86.9 834.24 92.16 7551.61
4 2.0 16.4 32.80 4.00 268.96
5 38.3 12.4 474.92 1466.89 153.76
6 0.9 9.6 8.64 0.81 92.16
7 46.7 26.8 1251.56 2180.89 718.24
8 142.5 48.7 6939.75 20306.25 2371.69
9 68.2 28.9 1970.98 4651.24 835.21
10 54.1 87.4 4728.34 2926.81 7638.76
11 25.9 66.1 1711.99 670.81 4369.21
12 41.3 42.7 1763.51 1705.69 1823.29
13 11.8 37.7 444 .86 139.24 1421.29
14 5.0 55.1 275.50 25.00 3036.01
15 30.0 104.1 3123.00 900.00 10836.81
16 21.8 33.9 739.02 475.24 1149.21
17 26.0 39.0 1014.00 676.00 1521.00
18 6.0 38.0 228.00 36.00 1444.00
19 15.0 116.0 1740.00 225.00 13456.00
Téng 556.6 880.6 27494.19 36595.20 59191.26




D61 sanh véi ting thanh phan trong (5.2.14) ta c6: n=19

S x Xy =27494.19, L3k S x,, =556.6+880.6/19=25796,
t=1 L |

(x,1)> =36595.20, l( x,)? =16305.45
tl tl
t=1 n

3 (x,,)? =59191.26, (3 x,,)? =40813.49
t=1 n

Sau khi thay vao va tinh ra ta dude r,,=0.087894.

5.2.3.2 Phuong phdp bién doéi tuong duong.

Khi gia tri cua cac thanh phan trong chudi kha 16n viéc tinh toan truc tiép
theo cac cong thiic (5.2.10)—(5.2.14) thudng gép trd ngai, phic tap va dé gay sai sd,
nh4t 14 qua trinh tinh todn dudc tién hanh thu céong. Do d6, trong nhiéu trucng
hop, dé don gian ta st dung phép bién déi sau day:

a=dixy =G (*)

2 =dax =Gy %)
trong d6 d,, d,, C,, C, 1a nhiing hdng s6 nao d6, ma trong nhiing trudng hgp cu thé,
& dudge chon sao cho thich hgp. Chdng han, khi xt 1y chudi s6 liéu nhiét do ta thay
ching thudng dao dong xung quanh tri s6 20 (°C), vay c6 thé chon C=20; cac gia tri
khi 4p thuong 1én xuéng quanh gia tri 1000 (mb) thi chon C=1000,...

V6i phép bién ddi (¥), (**) ta cé:

Y€ .= Voo TGy

X, = , Xy =
tl d1 t d2
Hay Xl :LCI j:LCz
d, d,
y, +C Ly +C, y,+C Ly +C
Suy ra Z( tl 1 ld 1)( t2 2 2d 2)
d 1 d, 2
= T DY) = g
dd Ya =YD Y2 d,d,
Tuong tu ta dudc: 1, = 11—21, 1y, = %
h d;
1 BT
Do dé: re= =i — 1, (5.2.15)

\/111122

\/ Il \/ “122

Nhu vay, qua phép bién d6i (*) va (**) hé s6 tuong quan van khéng bi thay d6i.
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5.2.4 Ma tran tuong quan

Trong thuc t& ta thuong gip nhiing bai toAn ma 6 d6 doi hoéi phai khao sat
moéi quan hé tuong quan gitia cac bién khac nhau ctia mot tap nhiéu hon hai bién.

Khi d6 ta khong chi c6 mot hé sd tuong quan ma 12 mot ma tran tuong quan.
Xét tap hgp m bién ngau nhién X, X,,..., X,. Hé s6 tuong quan téng thé giiia
cac bién X; va X, dugc xac dinh bdi hé thie:

_ M

Pk = 77—
A Hiitkk

trong d6 p;, 14 mémen tuong quan gita X; va X,, p; la phuodng sai cua X;. Tap hgp

,ik=1..m (5.2.16)

cac hé so tuong quan pj, 1ap thanh ma tran tuong quan:

P11 - Pim
P =K. .. (5.2.16)

Pmi -+ Pmm

Ma tran tuong quan 13 mot ma tran doi xing cé cac phan ti trén dudng chéo
chinh béng 1.
Néu X,;, j=1..m, t=1..n 1a s6 liéu thuc nghiém cta cac bién X; thi uéc lugng ry

cua py, duge xac dinh bdi:

1 n - N
*Z(th _Xj)(th —Xy)
0

(5.2.17)

rjk =

\/limj X)) \/1i<xﬂ< —x)’
n ni

n
> x,; la trung binh ctia bién X, j=1..m.

— 1
trong d6 x; = —
0

Tap hop cac hé s6 tuong quan rj, cang 1ap thanh mot ma tran doi xtng:

rl] cee rlln
@)= (5.2.17))

ml mm

5.2.5 Khao sat méi quan hé tuong quan giira hai bién

Viéc danh gia méi quan hé tuong quan gitia hai bién c6 thé dugdc tién hanh
thong qua viéc xem xét hé s6 tuong quan gitia ching tinh dude tir tap mau. Gia tri
tuyét doi ciia hé sé tuong quan cang 16n thi méi quan hé tuyén tinh gitia hai bién
cang chat ché. Hé s6 tuong quan duong phan anh moéi quan hé cung chiéu (dong

bién), ngudc lai, hé s6 tuong quan 4m biu thi méi quan hé nguge (nghich bién)
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gitia hai bién. Tuy nhién, nhu da chi ra trong muc 5.2.1, khai niém hé s& tuong
quan dugc trinh bay trén day méi chi cho phép ta danh gia dudc m6i quan hé tuyén
tinh gitia hai tap mau.

Thuc té& trong nhiéu truong hodp, khi khdo sat mo6i quan hé gitia hai bién,
nguoi ta chua can hodc tham chi khong can nhiing két qua tinh toan chinh xac cta
hé s tuong quan, ma trudc hét muoén biét bic tranh khai quat vé quan hé gitia hai
tap mAu dé tir d6 dua ra quyét dinh cho nhiing buée xt 1y ti€p theo. Pa s8 trong
nhiing truong hop nhu vay ngudi ta thudng quan tdm dén kha ning ton tai moi
quan hé tuong quan tuyén tinh gitia cac bién khao sat. Khi d6 thay cho viéc tinh hé
s6 tuong quan trén day, ngudi ta cé thé xay dung cac d6 thi diém biéu dién su phu
thuodc hoac tinh cac hé sd tuong quan gian ludc.

Ngay nay nhd c¢6 phuong tién may tinh, viéc biéu dién d6 thi diém dé khao sat
s6 b su phu thudc tuong quan gitia cac bién da trd nén phd bién va rat cé hiéu
qua. D6 thi diém théng thudng dudc biéu dién trén hé toa do vudng géc trong mit
phez{ng, v61 hai truc toa do biéu thi su bién thién caa hai bién X, Y (hay X,, X,). Mai
mét cip quan tric {x,, y; dudc biéu dién bdi mét diém trén mat phing. Can ci vao
su phan b6 cta tap hop cac diém nay ta c6 thé danh gia dude quan hé gitia cac bién.

Hinh 5.1 d&n ra mét vi du d6 thi diém biéu dién méi quan hé gitia nhiét do t6i
cao (T,) va nhiét do t6i thap (T,) trong nhiing ngay thang 1 ¢ mot tram. Tu d6 thi
ta c6 thé thdy su phan bd “hdn loan” cta tap hgp cac diém trén méat phing. Co
nhiing chd cac diém qui tu kha day dic nhung ciing c¢6 nhiing chd chi rai rac 1-2
diém. Su phan b6 tan man d6 cia cac diém biéu thi méi quan hé “kém chit ché”
gitta hai y&u t6 T, va T,. Tuy vay, xét mot cach téng thé ta thdy gita hai yéu t&
nay ton tai su phu thuodc 1An nhau: Dudng nhu nhiét d6 t6i thap bé c6 lién quan téi
gia tri cua nhiét do to6i cao bé, va nhiét do to61 thap 16n c6 xu huéng kéo theo nhiét
do toi cao 16n. Ngoai ra, do thi con cho thay trong khoang nhiét @6 T, tu 12-18°C
moi lién hé gitia T, va T, c¢6 vé yéu hon nhiéu so véi truong hop gia tri T, nim
ngoai khoang do.

Viéc chia tap s6 liéu ra lam hai truong hop c6 mua va khong mua sé lam da
dang héa d6 thi, cho phép khao sat ty my hon méi quan hé gitia hai bién. Hién
tugng cac diém tng véi trudng hop c¢6 mua qui tu vao khodng nhiét d6 t6i thap ti
12-18°C gdi cho ta mot nhan dinh rang trong nhiing ngay c6 mua moi quan hé gitia
hai bién trd nén “kém chéit ch&” hon. Mit khéc, diéu d6 1am cho ta lién tudng dén
xac suat c6 dieu kién da xét trude day.

V6i muc dich danh gi4 miic d6 tuong quan tuyén tinh gitia hai bién mot cach
nhanh chéng nhung khong can dd chinh xac cao ngoai viéc stt dung phuong phap

d6 thi diém d6i khi ngudi ta con tinh hé s6 tuong quan hang (range correlation
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coefficient). Khac véi hé s6 tuong quan ma ta da xét, hé sé tuong quan hang dugc
tinh khong phai véi chinh céac gia tri ctia s6 liéu ma véi thit hang lén bé cua ching
trong toan tap mau. Nghia 1a tit t4p mau ban dau {x,, y,, t=1..n} ta bién ddi thanh
tap méi {u,, v,, t=1..n} trong dé u,, v, tuong tng chi cac thanh phan x,, y, duoc xép
th bao nhiéu trong bang xép hang ti nhé nhit dén 16n nhat cua mdi chubi. R
rang, cac tap cac thanh phan cta tap méi phai théa man 1 < u,, v, < n. Hé s6 tuong

quan hang dudc tinh bdi cong thic:

63D}
Frapge = 1 — — 15— (5.2.18)
n(n—1)(n+1)

trong d6 D, = u, — v, 1a hiéu gitia cac thi hang cta x, va y, trong tiing chubi.

35 7 Tx
°
30 T+
o Khong mua
o C6 mua l¢)
25 +
oce °
[ ] [ ]
20 + ° o °
°o o ° e O % )
e ® o
° o o °
15 1
o Tm
4 0 4 8 12 16 20

Hinh 5.1 D6 thi diém biéu dién su phu thudc gitta T,va T,

Vidu 5.2.3 Bang 5.3 dan ra két qua tinh hé sé tuong quan hang cho tap mau
nhiét do t61 thap (T,) va nhiét do t6i cao (T,). Cot thi nhat va cot thi hai chtia s6
liéu ban dau. Cot 3, 4, 5 chiia cac gia tri tuong ting cia T, T, trong tap ban dau va
két qua xép hang ching. Cot 6 va cot 7 chtia gia tri hang ctia tiing thanh phan
tuong dng trong cot 1 va cot 2. Cot cudi cing 1a hiéu gidia cac hang. Chéng han,
u,=4 c6 nghia la tng véi T,,=12.8 & cot 1, khi d6i chiéu gia tri nay 6 két qua xép
hang (cot 3 va cot 5) ta nhan duge hang caa T,,, bang 4. Tuong tu nhu vay véi v,=8
(gia tri T,,=20.6, tim gia tri nay 6 cot 4 roi doi chiéu sang cot 5 ta c6 hang bang 8).
Hiéu D, = 4-8=—4.

St dung két qua tinh trung gian & bang 5.3 két hop véi cong thic (5.2.18) véi
n=10 ta nhan dudc r,,,,. = 0.4546.
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Bang 5.3 Tinh hé s6 tuong quan hang

S4 liéu ban dau Két qua xép hang S6 liéu xép hang

Th T, Th T, Hang Uq Vi D,
(1) (2) (3) (4) (9) (6) (7) (8)
12.8 20.6 1.7 16.1 1 4 8 -4
16.1 20.0 4.4 18.0 2 9 7 2

14.4 18.6 10.0 18.3 3 6 5

1.7 18.0 12.8 18.4 4 1 2 -1
4.4 16.1 13.9 18.6 5 2 1 1

10.0 18.4 14.4 18.9 6 3 4 -1
13.9 22.8 14.8 20.0 7 5 9 -4
14.8 23.0 15.0 20.6 8 7 10 -3
15.0 18.3 16.1 22.8 9 8 3

17.2 18.9 17.2 23.0 10 10 6

5.3 Hoi qui tuyén tinh mét bién

5.3.1 Khai niém vé hdi qui

Xét moi quan hé gitia hai bién ngdu nhién X va Y. Khi d6 c6 thé xay ra hai

truong hgp sau day:

e Gifia ching c6 méi quan hé phu thuéc ham néu ton tai mot ham f nao d6 sao
cho c6 thé biéu dién duge X = £(Y).

e Gifia ching c6 m6i quan hé phu thudc théng ké néu mdi gia tri x cua X tuong
ing v6i mot ham phan bd (hodc ham mat do) c6 diéu kién F(y/x) (hoic f(y/x))
cua Y. Ta goi mé1 quan hé phu thudc nay 1a su phu thudc tuong quan gitia hai
bién ngau nhién.

Pé nghién ctiu méi phu thude tuong quan gita hai bién X va Y trén co sé tap
mau quan tric {(x,y,), t=1..n} ta cAn phai chon dang ly thuyét ctia phan bd déng
thoi F(x,y), hodc dang ham mat d6 déng thdi f(x,y), sau d6 phai uéc lugng cac tham

s6 nay. Tu d6 ta tim dugc mat d6 phan b6 cé diéu kién:

fylx) = L) gy = L) (5.3.1)
f,(x) f,(y)
trong d6 f,(x), f,(y) 12 cAc ham mat do riéng caa X va Y.

(Cht ¥ ring, trong muc nay va mét s6 muc tiép theo ta da thay déi mét cach
tu nhién ky hiéu cac bién ngiu nhién X, Y thay cho ky hiéu truéc day van dung la
X,, X,. Su thay d6i nay hoan toan khong anh hudng t6i ban chit ctia van dé. Tuy
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nhién, do théi quen c& hiiu trong toan hoc, néu ta dung ky hiéu méi nay thi khai
niém ham (Y) va doi s6 (X) té ra dé chap nhan khi trinh bay ?!. Sau nay, ta sé quay
lai ky hiéu truée day).

Nhu vay viéc nghién ctu su phu thudc tuong quan nhu trén 14 hét stic cong
kénh va phic tap. Do d6 trong thuc t& ngudi ta chi giéi han xét méi quan hé phu
thudc gitia X va mot s6 dic trung cé diéu kién cua Y, nhu ky vong, trung vi, mét,...
trong d6 phd bién hon ca 1a nghién cttu méi quan hé gitta X va ky vong c6 diéu kién
M[Y/X]:

my(x) = M[X/Y =x] = T)yf(y/x)dy (6.3.2)

—00

Va ngudi ta goi su phu thudc nay la phu thudc héi qui: Hoi qui cua Y lén X. Hé
thic (5.3.2) thong thudng dude biéu dién duéi dang:

y = my(x) (5.3.3)

Quan hé (5.3.3) dudc goi 14 phuong trinh héi qui I hay duong hoéi qui I. Néu
quan hé nay 12 mot ham tuyén tinh thi héi qui dudc goi 14 héi qui tuyén tinh. Tuy
nhién, trong truong hop tong quat (5.3.3) 12 mot ham bat ky.

Mot tinh chit quan trong ctia héi qui I 1a tinh cuc tiéu:
Néu ta tim dugc mdt ham g(X) sao cho M[Y - g(X)]* — min
thi g(X) = M[Y/X], hay g(x) = m,(x). (5.3.4)

Vi quan hé (5.3.3) 1a mot dudng bat ky ma viéc biéu dién giai tich né néi
chung r&t kh6 khan, tham chi khong thé dudc cho nén trong thuc té€ thay cho
(5.3.3) nguoi ta x4p xi né trong mot 16p ham f xac dinh nao d6 da biét:

y ~y = f(x) (5.3.5)
Trong truong hdp nay ham héi qui tim duge goi 14 héi qui II. Néu ham héi qui
IT dudc x4c dinh bing phuong phap binh phuong t6i thiéu thi né dude goi 1a hdi qui

binh phuong trung binh. Trudng hop don gidn nhat ctia héi qui binh phuong trung
binh 14 héi qui binh phuong trung binh tuyén tinh—f(x) 12 ham bac nhAt.

Tu nay tré di, néu khéng néi gi thém, ta sé hiéu héi qui II 1a héi qui binh
phuong trung binh va dugc goi mot cach don gian 1a hoéi qui II.
Né&u héi qui IT (5.3.5) 1a tuyén tinh, khi d6 ta c6 thé viét:

Y =fX) = a + X
Hay 5\1 =f(x) = a + Bx

132



Ta c6 thé ching minh dude rdng dé f(x) x4p xi t6t nhAt theo nghia binh
phuong t6i thiéu ctia hdi qui I thi cac hé s6 o va B sé dude xac dinh bdi:
a = M[Y] - BM[X], B = m/un
trong d6 p,, 12 moémen tuong quan gitia X va Y con p,; = D[X]. Ta sé& quay trd lai
van dé nay khi trinh bay cach xac dinh cac hé s6 hoi qui thuc nghiém ma ching 1a

ude lugng cua o va B trong muc sau.

5.3.2 Xay dung phuong trinh hdi qui tuyén tinh mét bién tir sé liéu thuc
nghiém

Cho hai bién khi quyén X va Y véi n cip tri s6 quan sat {(x,, y,), t=1..n}. Xét
su phu thudc hoi qui II ciia Y 1én X 14 héi qui tuyén tinh, tic la:

y~§y =a,+ax (5.3.6)

trong d6 a, va a, 1a cac hé s6 phai tim. Chung 1a cic gia tri udc lugng cia tham s
1y thuyét o va B trong phuong trinh § = o + Bx.

Véi cac tri sd quan sat x, ciia X ta cé cac gia tri cia Y tinh dudc theo (5.3.6) la:

Vi = a8, + aix,, (t=1..n) (5.3.6)

Céc tri s6 quan tric thuc nghiém y, va gia tri tinh toan (uéc lugng) ctia Y theo
(5.3.6’) sai khac nhau mot lugng bing 8, =y, — ¥,, chiing dugc goi 14 sai s cia phép
x&p xi y = m,(x) bdi (5.3.6). D& phép x4p xi nay la t6t nhat theo nghia binh phuong
t61 thiéu cac hé s6 a, va a, phai dude xac dinh sao cho téng binh phuong cac sai s&
8, phai dat nho nhat:

no, & 0 ]
e ZZ(Yt_yt) — min
t=1 t=1
Xem rang téng cac binh phuong sai s6 nhu 14 ham ctaa cac hé s6 a,, a,, khi d6
ching phai théa méan diéu kién:
n ) .
R(a,,a,) = 2. (y~¥)" — min (5.3.7)
t=1

Ngudi ta da ching minh dudc ring, dé R(a,,a,) dat cuc tiéu thi cac dao ham

riéng cua R(a,,a,) theo a, va a, phai déng thdi triét tiéu:

OR(ay,a;) _ OR(a,,a;)
oa

0

o aa1

Tt d6 ta nhan dude hé phuong trinh véi cic 4n sb a, va a;:
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n
M:_ZZ(yt_ao—alxt):O

oa, t=1
R@o2) _ 5% (y, —a, —ayx)x, =0
0Oa, t=1

Z(Yt —4a, _alxt) =0
Hay: =l (5.3.8)
Z(Yt —a,—a;x)x, =0

t=1

=

Twu phuong trinh thi nhat trong hé (5.3.8) ta cé:
2 (yi—a,—a;x)=0.
t=1
Suy ra: a,= y-a,x (5.3.9)

Thay (5.3.9) vao phuong trinh thi hai cua (5.3.8) ta nhan dudc:

n n
2 (yi—a,—ax)x = 2 (y - y+ax—a;x)x, =0
t=1
Hay - VX - AR (X =X)x =0
= t=1
n —
PACTESILY
Do dé: a, = &—
> (X =x)x,

t=1

n - n _
Vi Y (y,—y)x=0 va ) (x,—x)x=0 nén ta co:
t=1 t=1

pCTR I N CTRY MR 3 (A C P B

a, = S— = = — = 1—y (5.3.10)
Z(Xt -X)X; — 2 (X  — X)X > (x4 —X)2
t=1 t=1 t=1

Hay: a; = lﬂ = IXY\/; = xy\/; A (5.3.11)
lxx \/lxx yy\/— \/— Tyy SX

Nhu vay, phuong trinh (5.3.6) v6i cac hé s6 a, va a; dugc tinh theo (5.3.9) va
(5.3.10) hod#c (5.3.11) xac dinh méi quan hé héi qui II ctia Y 1én X. N6 duge goi 1a
phuong trinh hoi qui tuyén tinh mot bién (mot bién ddc 1ap). Ngudi ta goi Y (hay y)

142 bién phu thudc, con X (hay x) 1a bién doc lap.
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Néu khoéng xét truc tiép tap so liéu {(x,,y,),t=1..n} ma thay cho né ta st dung

tap so liéu chudn hoa {( th ,y;), t=1..n}:

DXy =X Y-y
_ 2t _Jt
Xt = s Yi =
Sy Sy

thi, bing cac phép bién ddi tuong tu trén day ta nhan dugc:

ag=0 va a; =r,

Vidu 5.3.1: T s6 liéu nhiét do thang 5 tram A (bién Y — c¢ot 1) va tram B

(bién X - cot 2) cho trong bang 5.4, sau khi tién hanh cac buéc tinh trung gian (6

cac cot tiép theo) ta nhan dugc:

X =25,9; y=22,9;1,, = 7,588; 1,,= 18,624;

a, = 1,/1,= 7,588/18,624 = 0,407;
a,=y —a,. X=22,9-0,407 x 25,9 = 12,361;

Vay phuong trinh hoéi qui tuyén tinh gitia Y va X c6 dang:
y=12,361 + 0,407.X

Bang 5.4 Cac buéc tinh hé s6 hoi qui gitia y va x

y X y-y x— X (y-y)(x-X) (x— X )A2
22,7 27,7 -0,2 1,8 ~0,4048 3,0976
23,8 26,0 0,9 0,1 0,0522 0,0036
23,7 26,5 0,8 0,6 0,4312 0,3136
21,3 24,3 -1,6 -1,6 2,6732 2,6896
22,5 28,0 -0,4 2,1 -0,8858 4,2436
25,1 27,4 2,2 1,5 3,1682 2,1316
23,3 25,9 0,4 0,0 ~0,0148 0,0016
23,8 24,4 0,9 -1,5 ~1,3398 2,3716
21,2 24,3 -1,7 -1,6 2,8372 2,6896
21,9 24,9 -1,0 -1,0 1,0712 1,0816

§=22,9 X 25,9 l,=7,5880 ,=18,6240

5.3.3 Phan tich phuong sai phuong trinh hdi qui tuyén tinh mét bién

Phuong trinh héi qui y=a,+a,;x 1a hé thtc biu thi méi quan hé tuyén tinh

gitta hai bién Y va X. Tuy nhién, do nhiing dao dong nglu nhién ma cac diém thuc
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nghiém (x,, y,) néi chung thudng phan bd xoay quanh dudng thing héi qui, tic 14 ¢6
su sai khac gitia y, va §,. Mat khac, cac gia tri quan tric y, cia Y cling dao dong
bién d6i xung quanh gia tri trung binh ;/ (hinh 5.2). Nhiing dao dong cua y, xung
quanh ;r thuong do nhiéu nguyén nhan giy nén. Phan tich phuong sai 1a xem xét
vai trd ctia cac nguyén nhén tao nén nhiing bién déi caa Y.

Miic d6 bién dong cta Y dude danh gia thong qua téng binh phucng cac do

léch cua y, khoi gia tri trung binh cta né:

56.0

46.0

27 29 31 33 35 37 39

Hinh 5.2 So d6 phan tich phuong sai
Tu hinh 5.2 ta thiy, mdi mo6t thanh phan y, — ; c6 thé dugc tach thanh téng
2 thanh phan: Su sai léch cua y, so v6i dudng hoi qui va su sai léch ctua gia tri hoi
qui ¥, so v6i trung binh y:

Yt _§=(Yt =Y+, _g’)

Do d6: L= Y|y-50+ G- =
t=1

Il
M::

m)+zwr&f+2i@r&m%—%
t=1 t=1

-
1l
—

n _ n —
Vi 2 =I0F YY) =2 (Vi —a, —ax )@, +ax, —y)=
n _ _ _ _ _
ZZ(Yt _y_alx_alxt)(y+alx+alxt _y):
t=1

_ T OTTN 2,02 T2 2.2 _
- n(al(xy_XY)_al (X -X )) - I.xysxsy arsy = 0
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Nén 1y, = Z(Yt_g’t)z"'Z(S’t_;’)z =Q+U (5.3.12)
t=1

t=1

trong d6 Q=Y (y -5, U= Y@ -y’ (5.3.13)

t=1 t=1

Ngudi ta goi U la tdng binh phuong cac bién sai héi qui, con Q 14 téng binh
phuong cac bién sai thing du. Nhu vay téng binh phucng cac do 1éch caa y khéi gia
tri trung binh 1a su déng gép cta téng binh phucng cac bién sai héi qui va tong
binh phuong cac bién sai thing du.

Ta th&y d6i v6i mot tap mau thi y khong d6i, do d6 su bién d6i §, 1a nguyén
nhan gdy nén su bién d6i cia U. Pai lugng U dic trung cho mic déng gép ciia nhan

t6 hoéi qui trong d6 phan tan ciua Y. Con Q dic trung cho su déng gép ngoai hdi qui.

Ta cé:
LA I 2 _ 2 -2
U= > G-y =D (a,+a;x,—a,—a;x)" =a; » (X, —x) " =
t=1 t=1 t=1
2 1Xy
= lxx =a, _lxx = allxy
Q = 1yy -U= lyy - allxy
U  aly 1)2< 2
Do d6 —=—F =" =, (5.3.14)
1yy 1yy lxxlyy

Nhu vay, U cang 16n khi r,, cang 16n. Tic 1a U cang 16n thi mtc do tuong
quan tuyén tinh gitia X va Y cang chit ché.

l,,—U
Q_lw =1—£=1—r§y (5.3.15)
1}’)’ lyy lyy

« cang 16n thi Q cang bé. Hoi qui dude goi 1a tot nhat (y
tudng) néu téng binh phuong cac bién sai thiang du Q = 0. Khi d6 rfy=1, tat ca cac

Tut d6 suy ra rang, r

diém thuc nghiém déu nidm trén dudng hoi qui. N&éu Q cang bé thi hédi qui cang tét,
diéu d6 ciing c6 nghia 1a néu U cang 16n thi hoi qui cang cé hidéu qua.
5.3.4 Su dao dong clia cac diém thuc nghiém xung quanh duéng héi qui

Tu (5.3.15) ta thay rang khi rfy=1 thi Q = 0. Nhu vay ta c6 thé dung dai lugng

Q dé do mic d6 dao dong cta cac diém thuc nghiém xung quanh dudng héi qui. Tuy
nhién, theo (5.3.13) tht nguyén caa Q bang binh phucng tht nguyén cua Y. Hon
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nita, s0 bac tu do cua 1, 1a n-1, cia U 1a 1 (1 nhan t6), do d6 sd bac tu do cua Q 1a
n-2. Chinh vi vay thay cho Q, trong thuc té ngudi ta st dung dai lugng:

Q
— (5.3.16)

w
I

lam thudc do mitc d6 dao ddng clia cac gia tri thuc nghiém xung quanh tri s6 hoi
qui. Gi4 tri cua s cang nho thi cac diém thuc nghiém cang ndm sat dudng héi qui.
Pai luong s duge goi 1a chuén sai thang du. Vay chuéin sai thing du 1a thuée do
phan déng gép trung binh ctia nhan t6 ngoai héi qui doi véi sai s6 ctia phép héi qui.
Noi cach khac, s 1a chi tiéu phan anh d chinh xac ctia hoi qui.

Khi #1 thi cdc diém thuc nghiém khéng ndm trang hoan toan trén dudng

Ty
héi qui ¥ = a, + a,x va sy tdn man nay cé thé thiy dudc thong qua s6 liéu thuc t&
(hinh 5.2). Vay mot van dé dat ra la @ing v6i mdi gia tri x, xac dinh, quan hé giiia y,
va §, s& nhu thé nao?

Theo (5.3.16), n6i chung cac tri s6 y, cia Y dao ddong xung quanh y, v6i mitc
trung binh 1a s va ngudi ta da xac dinh dudc rang su phan bé cta y, xung quanh §/t

gan v6i phan bé chuén. Tic la:

yt € N(S}t ’S)
Hay N =ue N(0,1)
S
Tit d6 ta co: P(lyt—yt|<s)=P(|yt‘9t|<1J= ! _l[e_;tzdtzO.GS
s 1) Vond

Nhu vay, xac suét dé cac gia tri y, dao déng xung quanh ¥, trong khoang 1s
bing 68%. Hay néi cach khéc, c6 khoang 68% sé diém thuc nghiém nidm trong
pham vi +1s ké tit dudng héi qui.

Bang cach tinh tuong tu, ta cé:
Py, —9,|<2s) ~ 0.95 va Py, - §,|<3s) ~ 0.997

Tic 1a c6 khoang 95% s6 diém thuc nghiém roi vao mién ¥, +2s va 99.7% s6
diém roi vao mién ¥, +3s. Vay hau nhu tat ca cac gia tri y, du ndm trong khoang

Vi E3s.

5.3.5 Danh gia chat lugng phuong trinh héi qui

C6 thé nhan thdy ring, viéc danh gia chat lugng phuong trinh héi qui (5.3.6)

la "t6t" hay "khong tot" hodc "x4u" can cd vao hé sd tuong quan r,, hodc theo gia tri
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