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CHUONG 1
BIEN CO NGAU NHIEN VA XAC SUAT

Thudt ngi¥ xdc sudt dé cap dén viéc nghién ctru tinh ngdu nhién va khéng chdc chdn.
Ngén ngi¥ cua xdc sudt thudng xuyén duoc str dung mét cdch khéng chinh thic trong
cd vdn ndi va vdn viét. Chdng han nhw “ RGt ¢6 khd nding gid cé phiéu A sé ting trong
phién giao dich tdi”, “ Khodng 50-50 co’ hdi 6ng B sé tdi ddc ci”, “Hy vong rang it
nhdt 10,000 vé hoa nhac sé duoc bdn ra”. Chuong 1 gidi thiéu cdc khdi niém xdc sudt
co bdén, cho phép ching ta dién dat cdc hién tugng ngéu nhién bdng ngén ngi¥ todn
hoc mét cdch sdng sua va logic. Cdc nghién citu vé xdc sudt nhu mét nhdnh cua todn
hoc ra doi cdch déy khodng hon 300 ndm, bat ngudn tir nhitng céu hdi lién quan dén
cdc tro choi ngéu nhién.

1.1 CAC KHAI NIEM CO BAN VE QUY TAC BEM
Quy tac nhan

Mot cdng viéc dwoc tién hanh qua k giai doan. Giai doan 1 ¢ m, cich thyc hién, giai
doan 2 cé m, cach thyc hién, ..., giai doan k c6 my cach thyc hién. Khi dé cé
n=m,.m,..m, cach thyc hién cong viéc do.
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1.2 PHEP THU VA CAC LOAI BIEN CO
Phép thur

Khi quan sdat mét hién twong hay lam mét thi nghiém va chu y dén két qud cua hién
twong hay thi nghiém dé, ta néi dé thuc hién mét phép thir. Két qua cé thé xdy ra
trong mot phép thir goi la cdc bién cé.

Vi du 1.2.1 Quan sat tinh trang hoat doéng cia moét may la mot phép thir. Viéc may
chay tét hay héng hdc 13 cac bién cé.

Vi du 1.2.2 Tung mot déng xu 1a lam mét phép thir. Mat sap xuat hién hay mat nglra
xuat hién la cac bién cd.

Vi du 1.2.3 T m6t 16 san pham gdm chinh pham va ph& pham, 1ay ngiu nhién mot
san pham. Khi d6 viéc 18y sdn pham 1a phép thir, con viéc 18y dwoc chinh pham hay
phé& pham |a céc bién cé.

Céc loai bién c6

Bién ¢ ngau nhién: La bién c6 cé thé xay ra ciling cé thé khong xay ra khi thuc hién
mot phép thlr. Ta thudng ky hiéu cac bién c¢d ngau nhién bdi cac chit cdiin: A, B, C,
D,...

Bién cd chac chan: La bién ¢ nhat dinh s& xay ra khi thuc hién mot phép thir. Ta
thuwong dung ky hiéu U dé biéu dién bién ¢ chac chan.

Bién c& khong thé cé: La bién cd khéng thé xay ra khi thuc hién mot phép thir. Ta
thuwong dung ky hiéu V dé biéu dién bién c6 khdng thé cé.

Vi du 1.2.4 Thyc hién phép thir tung mét con xutc xac. Khi dé bién c¢d ngiu nhién 13 A:
mat hai chdm xuat hién, bién c6 chac chan U 1a: mit ¢ s6 chdm nhd hon 6 xuat hién,
va bién cé khong thé cé la: Mat 7 chdm xuat hién.

1.3 CAC PHEP TOAN VE BIEN CO
Tng cac bién cd

Bién ¢4 E dugc goi la téng cha hai bién cé A va B néu E chi xay ra khi cé it nhat mét
trong hai bién c6 A hodc B xay ra. Ky hiéu E=A+B.



Bién cd A dugc goi la tong cla n bién cd A ,A,,...,A, néu A chi xay ra khi cé it nhat

mot trong n bién c6 d6 xay ra. Ky hiéu A=A +A, +..+A =D A .

i=1
Tich cac bién cd

Bién c6 E dworc goi la tich cda hai bién ¢ A va B néu E chi xay ra khi ca hai bién c¢6 A
va B cung déng thoi xdy ra. Ky hiéu £ =A.B hodc E=AB.

Bién c6 A dugc goi la tich ctia n bién cd A ,A,,...,A néu A chi xay ra khi ca n bién co

nay clng dong thoi xay ra. Ky hiéu A=A A,..A =] ]A .

i=1

Vi du 1.3.1 C6 hai danh sach |&p, mbi danh sach déu cé ca nam va ni*. Chon ngau
nhién mdt sinh vién tir moéi danh sach 1&p. Goi A 13 bién c6: chon duwoc nit & danh
sach th& nhat, B 1a bién cd: chon duwoc nit & danh sach th& hai, E |a bién ¢8: chon
dwoc it nhat mét ni¥, F 13 bién ¢8: chon duoc ca hai nir. Khi dé ta dwgc E=A+8B, va
F=AB.

Bién cé doi
Bién c6 B duoc goi la bién 6 ddi clia bién c6 Anéu A+B=U va AB=V . Ky hiéu B=A.

Vidu 1.3.2 Tré lai vi du 1.3.1, néu ta dat M 1a bién c6: chon duoc ca hai nam thi M |a
bién ¢ déi cla bién cé E.

Cac tinh chat
A+rA=A

A+B=B+A

A+(B+C)=(A+B)+C

A+B=AB
AB = BA
A(BC) = (AB)C

A(B+C)=AB+AC



(A+B)A+C)=A+BC

AB=A+B
1.4 QUAN HE GIU’A CAC BIEN €O
Bién c6 xung khic nhau
Hai bién c6 A va B duoc goi |a xung khac nhau néu AB=V .

NhSm n bién ¢6 ¢ duwoc goi la xung khac tirng déi néu AA =V, V1<i=#j<n.

Nhém (ho) day du céc bién c6

Nhém céc bién c6 A ,A,,.., A duoc goi la mot ho day du néu ching thda man hai
diéu kién sau day
(i) AA =V,V1<i#j<n

(iA, +A +..+A =Q

Vi du 1.4.1 Thuc hién phép thir gieo mdt con xtc xac va ky hiéu A,i=1,..,6 la cac
bién c6 mat i chdm xuat hién trong phép th& nay. Khi dé6 Nhém cac bién c6
A ,A,,..., A, tao thanh mdt nhém day du.

Nhan xét: Hai bién cé ddi nhau tao thanh ho day du.
1.5 XAC SUAT CUA BIEN cO

Xac suat cia mot bién c6 18 mot con sd dac trung khd nang khach quan xuat hién
bién c¢8 d6 khi thyc hién phép thir. Ta cé céc kiéu dinh nghi khdc nhau vé xac suat
cla bién c6 dudi day.

Pinh nghia c6 dién vé xac suat

Gid str A ld mét bién cé nao dé trong mét phép thir. Khi dé xdc sudt (probability) cua
Ala

pa)="
n



Trong d6 m la s6 cdc truwdng hop c6 thé xdy ra A (s6 truong hop thudn loi cho A), n la
s@ tdt cd cdc trwdng hop cé thé xdy ra khi phép thir dwoc thuc hién (s6 truong hop
déng kha ndng cta phép thiz).

Vi du 1.5.1 Thyc hién phép thir tung mot déng xu. Goi S 1a bién c6 mat sdp xuat hién,
khi d6 ta cé xdc sudt cha Sla p(s)=1/2.

Vi du 1.5.2 Gieo m6t con xuc xac (cdn d&i ddng chat). Goi A,,i=1,..,6 1a bién c6 mat i

cham xuat hién, khi dé ta duwoc P(A,)=P(A,)=...=P(A,)=1/6.
Tinh chat:

0<P(A)<1

P(U)=1

P(V)=0

Nhan xét: Xac suat cla bién cd cang gan sb 1 thi khd nang bién cd xady ra cang cao,
xac suat cha bién cd cang gan s6 0 thi khd nang bién cé xay ra cang thap.

Pinh nghia thong ké vé xac suat

Xdc sudt xudt hién bién cé A trong mét phép thir Id mét sé p khéng déi ma tén suét
Xudt hién bién cé dé trong n phép thir sé dao déng rét it xung quanh nd khi s6 phép
thi tdng 1én vé han. Nhw vdy vé mdt thuc té vdi s6 phép thir di Ion ta cé thé ldy

P(A)~ f(A) = 5, vdi n I s6 phép thir va k 1 s6 Idn xudt hién bién cé A trong phép thir.
n

Vi du 1.5.3 D& nghién ctru khd nang xuat hién mat sap khi tung mét déng xu, ngudi ta
ti€n hanh tung mot déng xu nhiéu lan va thu dugc két qua sau day:

Ngudi lam thi S6lantungn S6 lan dugc mat Tan xuat f(A)

nghiém sap k

Buffon 4040 2048 0,5069
Pearson 12000 6019 0,5016
Pearson 24000 12012 0,5005




Qua vi du nay ta cé thé ndi rang kha ning (xac suat) xuat hién mdt sdp 13 0,5.
Pinh nghia hinh hoc vé xac suat
Xdc sudt dé diém ngdu nhién roi vao phén A cia B la

S
P(A)=4
SB
Trong dé S,, s, lan lwot la dé do hinh hoc (dién tich, thé tich,...) cia A va B.

Vi du 1.5.4 Hai nguwoi hen gap nhau tai mot quan café trong khoang thoi gian tir 8h
dén 9 gi®r sang, moi ngudi cé thé dén chd hen vao bat ky thoi diém nao trong khoang
thoi gian ndy. H6m dé ca hai cung cé viéc ban dot xuat nén giao hen rang ngudi nao
dén trudc s& chd ngudi kia va thoi gian chd khdng qué 20 phut. Tinh xac sut dé hai
ngudi gap dugc nhau.

Tra 1i: X4c suat dé hai ngudi gap dwoc nhau 13 5/9.

Pinh nghia tién dé vé xac suat

Cho M={A|AcQ}, vdi Q ld khéng gian m&u gém cdc bién c6 cla phép thir. Néu énh
Xa

P: M —[0,1]

théa mdn cdc tinh chdt sau ddy:

(i) 0<P(Q)<1,VAeIM
(i) P(Q)=1
(iii) P(A+B)=P(A)+P(B),VAB=V

Khi d6 véi moi bién c6 AcQ, gid tri P(A) dwoc goi la xdc sudt cda bién cé A.

Ba tinh chat trén goi la hé tién dé Kolmogorov.



Xac suat c6 diéu kién
Xac suat clia bién c6 phu thudc nhirng gi dwoc biét vé két qua phép thir.

Cho A, B Ia hai bién c6 vdi p(B)>0 (bién cé B dd xdy ra). Khi dé xdc sudt cé diéu kién

cua bién c6 A vdi bién cé B dd xdy ra dugc xdc dinh nhuw sau:

plalg):= A8

P(B)

Vi du 1.5.5 Gieo mot con xuc xac. Goi M 13 bién c6 mdt modt cham xuat hién, L 13 bién

8 mit 1& cham xuat hién. Khi d6 P10 ="M _1/3 va p vy = PEM) 4
P(L) P(M)

Cac tinh chat vé xac suat ctia bién cé
e V@i Ava B la hai bién cd cho trudc bat ky, ta cd P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB)

Vi du 1.5.6 Trong mot két qua khao sat gébm 100 ngudi nit cé 60 ngudi thich loai
nudc hoa E, 70 nguoi thich loai nwdc hoa F, va 50 nguoi thich ca hai loai nwdc hoa
trén. Chon ngau nhién mot ngudi. Tinh xac suat dé ngwdi nay thich it nhat mot trong
hai loai nwdc hoa.

e NéEu A va B |3 hai bi€n c6 xung khac nhau thi P(A+B)=P(A)+ P(B)

Vi du 1.5.7 Trong mét thung cé 10 chi tiét may trong d6 cé 2 chi tiét bj hong. Tim xac
suat dé khi 1y ngau nhién ra 6 chi tiét thi cé khéng qua 1 chi tiét bj hong.

e \V&imoibién cd A, tacd P(A)=1-P(A)

o Gidslr A,A,,..,A, lacédcbién c6, khi d6

P(A1+A2+...+An):Zn:P(A,.)— D PAA)+ D PAAA)--+(-1)P(A,..A)

1<i<j<n 1<i<j<k<n

e NEucac A xung khic nhau thi
P(A +A, +..+A)=D P(A)
i=1
e Gidsl A,A,,..A lacacbién cg, khido
PAA,..A)=P(A)P(A, | A)PA | AA). PA |AA . .A )



Vi du 1.5.8 Trong mot hop cé 12 bong dén, trong d6 c6 3 bong hong. LAy ngdu nhién
c6 thi ty khéng hoan lai 3 bong dé dung. Tinh xac suat dé:

Ca 3 bong déu hong.

a

b. Ca 3 bdng déu khéng hong.

c. Coé it nhat 1 bdng khéng hdéng.

d. Chicdé bdéng thit hai hong.

e Né&ucacbiéncb A, ,A,,..,A doclap tirng doi thi

P(AA,...A )=P(A)P(A,)..P(A)

Vi du 1.5.9 Xac suat vi trung khang mdi loai thudc Ty, T,, T3 1an lvot 1 5%, 10% va
20%. Néu dung ca 3 loai dé diét vi trung thi xac suat dé vi trung bj tiéu diét la bao
nhiéu? Gia st tdc dung tiéu diét vi trung cla 3 loai thuéc déc l1ap nhau.

e (COng thirc xac suat day du: Cho A,H,,H,,...H, la cac bién cd, trong d6 nhom

LX)
H,,H,,..,H la mét ho day dd va P(H,)>0. Khi d6 xac suat clia bién co A 1a
P(A)=D P(H,)P(A|H,)
i=1

Vi du 1.5.10 C6 3 hép giéng nhau. Hop th& nhat dung 10 sdn pham trong d6 ¢ 6
chinh pham, hoép thi hai dung 15 san pham trong dé cé 10 chinh pham, hdp thi ba
dwng 20 sdn phdm trong dé c6 15 chinh phdm. LAy ngau nhién mot hop va tir dé 1ay
ngau nhién mot san pham. Tim xac suat dé 1ay dwoc chinh pham.

e (CoOng thirc Bayes: Cho A,H,,H,,...,.H, la cac bién cb, trong dé nhém H,,H,,...,.H, la
mot ho day dd, P(H,)>0, va P(A)>0. Khi d6 xac suat cé diéu kién cla tirng H,
vdi bién c6 A d3 xay ra la

P(H,)P(A|H,) _ P(H,)P(A|H,)

P(H, | A) = !
PA S Al

Vi du 1.5.11 Trudc khi dwa san phdm ra thi truong, ngudi ta d3 phong van ngau
nhién 200 khach hang vé san pham dé va thay cé 34 ngudi tra 1oi “s& mua”, 96 nguoi
tra 101 “cé thé s mua”, va 70 ngudi tra |61 “khéng mua”. Kinh nghiém cho thay khach
hang thuwc sy mua san pham twong &ng vdi nhirng cach tra 101 trén 13 40%, 20% va
10%.



a. Hay dénh gia thj trudng tiém ndng cta sadn pham dé.
b. Trong sé khach hang thuc sy mua san pham thi cé bao nhiéu phan tram trd
|&i “sé mua”?

Vi du 1.5.12 Hai ngudi cung ban vao mot muc tiéu. Khd ndng ban trung cla tirng
ngudila 0,8 va 0,9. Tim xac suét:

a. Chi cé mot ngudi ban tring

b. C6 ngudi ban tring muc tiéu

c. Ca hai ngudi ban truot

bS:a. 0,26 b. 0,98 c. 0,02

Vi du 1.5.13 Tin hiéu théng tin dwoc phat ba [an véi xac suat thu dwoc c&r moi [an 13
0,4.

a. Tim xac suat dé ngudn thu nhan duwoc théng tin dé

b. Néu mudn xac sudt thu duoc théng tin [én dén 0,9 thi phai phat it nhat bao
nhiéu lan

DS:a.0,784 b. 5 lan

Vidu 1.5.14 C6 hai xa thu loai | va tdm xa thu loai I, xac suat ban trang dich cta cac
loai xa thd theo th& tw 1a 0,9 va 0,8.

a. Chon ngau nhién ra mot xa thi va xa thi d6 ban mot vién dan. Tim xac suat dé
vién dan do trung dich.

b. Né&u chon ra hai xa théi va moi ngudi ban mot vién thi kha nang dé ca hai vién
déu tring dich la bao nhiéu?

DS:a. 0,82 b.0,67

Vi du 1.5.15 Ty |& ngudi dan nghién thudc 1d & mot vung 1a 30%. Biét rang ty 1& nguoi
viém hong trong s6 ngudi nghién thudc 13 60%, con ty 1é ngudi bi viem hong trong so
ngudi khdong hat thuéc 13 a 40%.

a. Chon ngau nhién mot ngudi, biét rang ngudi dé viem hong. Tinh xac suat
ngudi do nghién thudc.

b. N&u ngudi dé khong bi viem hong, tinh xac suat dé ngudi dé nghién thudc.

DS:a.0,3913 b. 0,222
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