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Mé& dau

Giai tich 16i 1a mot bd mén co ban cta giai tich hién dai,
nghién ctru vé tap 16i va ham 16i cing véi nhiing van de lién
quan. Bo mén nay c6 vai trd quan trong trong nhiéu linh vyc
khac nhau ctia toan hoc ting dung, dic biét 1a trong t6i uu ho4,
bat dang thic bién phan, cdc bai todn can bang v.v... C6 thé néi,
gidi tich 16i la mot trong nhiing bd moén quan trong nhat lam co
s& toan hoc ctia tdi wu hod va mét s6 linh vuc khéc.

Do pham vi ing dung rong rai ctia giai tich 16i, nén hién nay
nhu cau hoc tap, gidng day, nghién ctru va itng dung bé moén nay
ngay cang nhiéu ¢ Viét Nam. Hién da c6 mot sb sach vé giai tich
16i bang tiéng nudc ngoai, trong d6 cudn "Giai tich 16i" (Convex
Analysis) ctia R. T. Rockafellar 1a mot sach chuyén khéo tiéng
Anh kha hoan chinh vé giai tich 10i trong khong gian hitu han
chiéu. Tuy nhién sach da dugc viét tir ndm 1970 va 1a mot tai liéu
kho doc dbi véi nhitng ngudi méi bat dau lam quen linh vuc nay.
Vé sach tiéng Viét, hién méi chi c6 mot quyén gidi tich 16i viét
trong khong gian v6 han chiéu va do d6 khong di sdu dugc vao
nhiing dic tinh riéng, cling nhu nhitng khia canh vé mat tinh
toan va nhitng ing dung von rat phong phu cta tap 16i va ham
16i trong cac khong gian hiru han chiéu.

Cudn sach "Nhap moén gii tich 16i tng dung" nay sé gidi thiéu
nhitng van dé co ban nhét, nhung khéa day du vé tap 16i va ham
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16i trong khong gian hiru han chiéu. Trong cudn séach, cac két qua
clia giai tich 16i dugc trinh bay theo quan diém nhan manh vao
cac khia canh tinh toan ciing nhu tng dung ctia tap 16i va ham 15i
trong tdi uu hoa, bt dang thirc bién phan va bai toan can bang.

Déi tugng ctia cubn sach c6 thé la cac sinh vién nam cudi, hoc
vién cao hoc, nghién ctru sinh cac nganh toan ung dung. Sach
cing c6 thé lam tai liéu tham khao cho cac thay co gido giang
day mon giai tich 16i. Nhitng ngudi lam trong cac linh vuc khéc
nhu kinh té, tai chinh, quan ly va ky su cac nganh khoa hoc ky
thuat mudn tim hiéu ve giai tich 16i dé 4p dung vao nganh chuyén
mon ctia minh cng c6 thé dung sach nhu mot tai liéu tham khao.
Cudn sach dugc bién soan dya theo bai giang ctia céc tac gia cho
sinh vién cac nam cubi bac dai hoc, hoc vién cao hoc, nghién ciu
sinh tai Vién Toan hoc Ha NOoi, cac truong dai hoc tai Ha Noi,
Hué, Quy Nhon, thanh phd Ho Chi Minh va cac dai hoc & CHLB
Dtic, Cong hoa Phap, Vuong qudc Bi, Canada, v.v...

Chung t6i xin chan thanh cam on Vién Toan hoc Ha No6i va
Dai hoc Namur, FUNDP, Vuong Quobc Bi da tao moi diéu kién
cho chung t6i hoan thanh quyén sach nay. Loi cdm on ciing xin
glri dén Gio su Jean-Jacques. Strodiot da cé nhiing y kién quy
bau cho ndi dung va bd cuc cta cudn sach. Xin cam on TS. Vi
Van Dat va anh Tran Van Thanh da gitp do rat nhiéu trong qua
trinh soan thdo cudn sach nay.

Chung toi rat mong nhan dugc va chan thanh cam on moi su
gop y cua doc gia.

Namur, Vuong Quéc Bi, thang 8-2008

Cac tac gia

Lé Diing Muu va Nguyén Van Hién



Bang ky hiéu

R" khong gian Euclide n-chiéu trén truong sb
thuc;

R" goc khong am cua IR” (tap cac vécto khong
am);

R truc s6 thue (R = RY);

R truc s6 thuc md rong (R = R U
{ =00, +o0});

N tap hop s6 nguyén duong;

X; toa do thu i cua x;

xT véc-to hang (chuyén vi cua x)

(x,y) = xTy = tich vo huéng ca hai véc-to x va y;

XY = 2;'1:1 XiYj

||| = chuan Euclide cta x;

L

||| = chuén max cta x

max{|x;| [j =

1,..,n

x>y co nghia la x; > y; voi moi j;

[x, ] doan thang déng néi x va y;

(x,y) doan thang m& néi x va y;

A bao dong ctia A;

cOA bao 16i cia A;

coneA: bao nén 16i cta A;

aff(A) bao afine cta tap A;
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ri(A) tap diém trong tuong déi cua tap A;
V(A) tap cac diém cuc bién (dinh) cta A4;
COA: bao 16i déng cta A4;
coneA: bao nén 16i dong ctia A;
reA: non lui xa (nén cac hudng vo han) cua A;
intA: tap hop cac diém trong cta 4;
riA: tap hop cac diém trong tuong dbi ctia A;
A*: ddi cuc ctia A;
dimA: thi nguyén (s6 chiéu) cta tap A;
lineality A: do6 phang ctia tap A;
linA: khong gian thang cta A;

f: ham bao dong cuaa f;
L(f): khong gian thang cta f;
linf: thi nguyén cua L(f);
rankf: hang cua f;

domf: tap htru dung cua f;
dimf: thi nguyén ctia domf;

fr ham lién hop cua f;

epif: trén do thi cda f;

af (x): dudi vi phan cta f tai x;
def(x): e-dudi vi phén cua f tai x;
Vf(x) hodac dao ham cua f tai x;

Filx)

f'(x,d): dao ham theo huéng d cua f tai x;
KKT: Karush-Kuhn-Tucker;

KT: Kuhn-Tucker;

QHTT: quy hoach tuyén tinh;
QHTP: quy hoach toan phuong.



Chuong 1

CAC KHAI NIEM CO BAN

05 B R 1T 0 1) D
1.2. Tap a-phin, tip 16i dadién....................
L3 NONIOI. . veiiiniiiiieeee e,
O S T U )

Trong gido trinh nay, chung ta sé lam viéc voi khong gian Eu-
clidean n-chiéu trén truong s6 thuc R. Khong gian nay sé dugc
ky hiéula R". Nhu vay mdi véc-to x € R" sé g6m n toa do6 la cac
s6 thuc. Thong thuong khi viét mot véc-tg x, néu khong c6 qui
dinh gi thém, ta lu6én hiéu d6 1a véc-to cot. Phan nay nham gidi
thiéu nhitng khai niém co ban nhat cua tap 16i cing véi nhing

tinh chat dac trung cta noé.

1.1. T6 hop 16i

Mot duding thang ndi hai diém (hai véc-to) a, b trong R" 1a tap

hop tat ca cac véc-to x € R" c6 dang

{xeR'x=waa+pb, 0, BER, a+p=1}.
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Doan thang néi hai diém a va b trong R" 1a tap hop cac véc-to x
co dang

{xeR"\x=waa+pBb,a>0,>0, a+p =1}
Tap 15i 1a mot khai niém co ban nhat ctia gidi tich 16i, né dugc
dinh nghia nhu sau:

Dinh nghia 1.1. Mot tap C € R" dugc goi la mot tdp 16i , néu C
chita moi doan thang di qua hai diém bét ky ctia né. Tic 1a C 16i
khi va chi khi

Vx,ye C, VA€ [0,1] = Ax+(1—-A)yeC.

Ta néi x 1a t6 hop 16i ctia cac diém (véc-to) x?, ..., x* néu
E o oa K
x=) A, A;>0Vj=1,.,k Y} A =1
=1 =1
Tuong tu, x 1a t6 hop a-phin cta cac diém (véc-to) x', ..., x néu
Kk
X = Zij], 2/\] =1.
==

1

Tap hop ctia cac t6 hgp a-phin ctia x, ..., x* thuong duge goi la

bao a-phin cta cac diém nay.
Ménh dé 1.1. Tdp hop C la 16i khi va chi khi n6 chita moi t6 hop i ciia
cic diém ctia nd. Tirc la: C 16i khi va chi khi

k k

Vk€ N, VAL, .., A >0: Y A =1,vx,..,xfeC =) AxjecC.
=1 j=1

Chirng minh. Diéu kién dt la hién nhién tir dinh nghia. Ta chiing
minh diéu kién can bang quy nap theo sb diém. Véi k = 2, diéu
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can chitng minh suy ra ngay tir dinh nghia ctia tap 15i va t6 hop
16i. Gia st ménh dé ding véi k — 1 diém. Ta can ching minh voéi
k diém.

Gié st x 1a t6 hop 16i ctia k diém x!, ..., x* € C. Tic 1a

k ' k
X = ;A]-x], /\] > OV] =1,..k, 2/\] =1.

j j=1

Dat

Khid60 < ¢ < 1va

k-1
x=Y A+ Axt
=

k=1 ).
=Y E]x] + Agxk, (1.1)
j=1

Do

A .- .. ~ cr o1 A .2
va 7 > 0v6imoij =1,.. k—1, nén theo gia thiet quy nap, diem

k=1 ). |
y:=Y JxecC.
j=1 ¢
Ta co
x = &y + Mk,
Do¢ > 0,Ar >0va
k

C+M=) A =1,

j=1
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nén x la mot t6 hop 16i ctia hai diém y va x* déu thuoc C. Vay
x € C. O

Lop céc tap 16i 1a déng véi cac phép giao, phép cong dai s6 va
phép nhan tich Descartes. Cu thé, ta c6 ménh dé sau:

Ménh dé 1.2. Néu A, B la cdc tap 16i trong R", C la 16i trong R™, thi
cdc tdp sau 1 16i :
ANB:={x|x€ A x € B},
AM+BB:={x|x=aa+pb,ac A, beB, a,p € R},
AxC:={x€e R""|x=(a,c):a€ A, ceC}

Chirng minh. Dé dang dugc suy ra tryc tiép tir dinh nghia. [

1.2. Tap a-phin, tap 16i da dién

Trong gidi tich c6 dién, ta da lam quen vdi cac khong gian con,
cac siéu phang v.v... D6 la cac truong hop riéng ctia tap a-phin (da
tap a-phin) dugc dinh nghia nhu sau:

Dinh nghia 1.2. Mot tap C duoc goi la tdp a-phin néu né chia
dudng thang di qua hai diém bat ky ctia né, tic 1a

Vx,y€ C,VA€R = Ax+(1-A)y e C.

Vay tap a-phin la mot trudng hop riéng ctia tap 16i. Nhu da néu,
mot vi du dién hinh cta tap a-phin la cac khong gian con. Mot vi
du khéc vé tap a-phin 1a siéu phang dugc dinh nghia dudi day.

Pinh nghia 1.3. Siéu phing trong khéng gian R la mot tap hop
cac diém c6 dang
{x e R" | aTx = a},

trong d6 a € R" 1a mot véc-tokhacOvaa € R.
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Véc-to a thuong dugc goi la véc-to phap tuyén cta siéu phang.
Mot siéu phang sé chia khong gian ra hai nira khong gian. Nira
khong gian dugc dinh nghia nhu sau:

Dinh nghia 1.4. Niia khong gian la mot tap hop c6 dang
{x|alx >a},

trong d6a # 0vaa € R.

Day la ntra khong gian dong. Tap

{x|aTx > a}.

la ntra khong gian mé.
Nhu vay mot siéu phang chia khong gian ra lam hai nira khong
gian, mdi nira khong gian & vé mot phia ctia siéu phang. Néu hai
ntra khong gian nay la déng thi phan chung ctia ching chinh la
siéu phang do.

Ménh dé dudi day cho thay tap a-phin chinh la anh tinh tién

cta mot khong gian con.

Ménh dé 1.3. M # @ la tdp a-phin khi va chi khi nd c6 dang M =
L 4 a voi L la mot khong gian con va a € M, Khong gian con L nay
duoc xdc dinh duy nhat.

Chung minh. Gid st M la tap a-phinvaag € M.Khido L =M —a
la mot khong gian con. Vay M = L + a. Nguoc lai, néfuM =L+a
véi L 1a khong gian con, thi véi moi x,y € M, A € Rtaco

1-A)x+Ay=a+(1—-A)(x—a)+A(y —a).
Do x —a vay — a déu thudc L va do L 1a khong gian con, nén

(1-=A)(x—a)+A(y —a) € L.
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Vay
(1-A)x+Ay e M.

Suy ra M la tap a-phin.

Khong gian con L & trén 1a duy nhat. That vay, néu M = a + L
vaM =a' + L', thi

L'=M-d=a+L-d =L+ (a-4).

Dod e M=a+L,néna’ —ae€ L. Suyral' =L+a—a =L.0

Khoéng gian L trong ménh dé trén dugc goi la khong gian con
song song v&i M, hodc néi ngan gon hon 1a khong gian con ctia M.
Thit nguyén (hay chiéu) ciia mot tdp a-phin M dugc dinh nghia
bdi thir nguyén ctia khong gian song song véi M va duoc ky hiéu
la dimM.

Ménh dé 1.4. Bit ky mot tip a-phin M C R" c6 s6 chiéu r déu cé
dang
M = {x € R" | Ax = b}, (1.2)

trong dé A la ma trdgn cdp (m x n), b € R™ va rankA = n — r. Ngugc
lai, moi tdp hop cé dang (1.2) véi rankA = n — r déu la tdp a-phin cé
s6 chiéular.

Chirng minh. Gia st M 1a tap a-phin c6 s6 chiéu la r va M =
L+avéia € M. Vay L = M — a 1a mot khong gian con c6 sb
chiéu la r. Theo dai s6 tuyén tinh, khong gian con r chiéu nay c6
dang

L={x|Ax =0}

VéiAl?am(f)tmatréncépm xnvarankA=n—r. Tu M =L +a,
suy ra

M= {x|A(x —a) =0} = {x |Ax = Aa = b}.
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Nguoc lai, gid st M duge cho béi (1.2). Dé kiém ta dugc rang M
la moét tap a-phin va khong gian con ctia M la tap {x|Ax = 0}.
Do rankA = n —r,nén dimL = r. Vay dimM = r. Ol

Pé tién viéc theo doi, ta nhac lai khai niém doc lap a-phin da
quen biét trong dai s tuyén tinh.

Pinh nghia 1.5. Cac diém 1%, x!, ..., x* trong R" dugc goi la ddc
ldp a-phin, néu bao a-phin ctia ching c6 thi nguyén la k.

Ménh dé dudi day cho mot tinh chat dic trung cta cac diém
doc lap a-phin.

Ménh dé 1.5. Cdc diéu sau ddy la tuong duong:

(i) Cdc diém x°,x, ..., x* déc lap a-phin,

(i) V&i mdi i, cac diem x) — x* (j = 0,1,...,k,j # i) doc lap tuyén
tinh trong R".

(iii) Cdc diém (x/,1) (j = 0,1, ...,k) doc lgp tuyén tinh trong R™+1.
Chirng minh. Goi S la tap hop gdm cac diém x0,x, ..., x* va L
la khong gian con cta S. Khong gidm tong quat, cho i = 0. Dat
y = x/ —x% (j = 1,..,k). Hién nhién i/ € L v6i moi j. Cho x =
Z;(:o pix/ 1a mot 6 hop a-phin bat ky ctia cac diém 2%, x', ..., xk..
Do Y gpj = 1,mén g = 1— X5y Vay x = 20+ 5 iyl
Suy ra affS = x¥ + span{y!, ..., y*}, trong d6 span{y!, ... v*} ky
hiéu khong gian con cang bdi cac diém {y', ..., y*}. Theo ménh
dé 1.3 ta c6 L = span{y',..,y*}. Vay dimL = k khi va chi khi
cac diém ', ..., y* doc lap tuyén tinh. Ching to (i) va (ii) 1a tuong
duong.

Su tuong duong gitra (ii) va (iii) dé dang dugc chiing minh,
dua truc tiép vao dinh nghia veé su doc lap tuyén tinh. L]
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Nhéc lai réng mot tap hop S C R" duoc goi la mét don hinh
co thit nguyén béng k (hoac noi ngén gon la k-don hinh), néu S
12 t6 hop 16i ctia k + 1 véc-to doc lap a-phin. Cac véc-to nay dugce
goi la dinh ctia don hinh. Vi du, mét tam giac trong khong gian 3
chiéu la 2-don hinh. Tap hgp

k
Sy = {xERk]xEO,ijgl}

j=1
dugc goi la don hinh chudn tic trong R,

Pon hinh 1a mot truong hop riéng cta tap 16i da dién, dugc
dinh nghia ngay dudi day.
Dinh nghia 1.6. Mot tap duogc goi la tap 16i da dién, néu né la

giao cia mot s6 hiru han cac nira khong gian déong.

Nhu vy, theo dinh nghia, tap 16i da dién la tdp hop nghiém cta
mot hé hitru han céac bat phuong trinh tuyén tinh. Dang tuong
minh ctia mot tap 16i da dién duogc cho nhu sau:

D:={xeR" (@, x) < b, j=1,..,m}.

Hodac néu ta ky hiéu A 1a ma tran c6 m hang 1a cac véc-to @/ (j =
1,...,m) vavéc-to b’ = (by, ..., by), thi hé trén viét dugc la:

D = {x € R"|Ax < b}.
Chu y rang do mot phuong trinh
(a,x) =b
c6 thé viét mot cach tuong duong dudi dang hai bat phuong trinh
(a,x) <b, (—a,x) <D,
nén tap nghiém ctia mot hé hiru han cac phuong trinh va bat
phuong trinh cting 1a mot tap 16i da dién.
Mot s6 cac tinh chat co ban ctia tap 10i da dién sé dugc trinh
bay trong cac phan tiép theo.
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1.3. N6n 16i

Trong t6i wru hod, bat dang thiic bién phan, ly thuyét tro choi
va nhiéu bé mén toan ting dung khac, khai niém vé nén c6 mot
vai tro quan trong.

Dinh nghia 1.7. Mot tap C duge goi la nén néu

VA >0,Vxe C= Ax € C.

Theo dinh nghia, ta thay réng gdc toa do c6 thé thudc nén hoac
khong thudc non. Di nhién mot non khong nhat thiét 1a mot tap
16i. Vi du
C:={xeR|x#0}
la mot nén, nhung khong 16i. Mot nén duoge goi la non 16i néu né
d6ng thoi 1a mot tap 16i. Mot nén 16i duoc goi la nén nhon néu né
khong chita duong thang. Khi d6 ta néi 0 la dinh ctia nén. Néu
nén 16i nay lai la mot tap 16i da dién thi ta néi né 1a non 16i da dién.
Mot vi du dién hinh ctia nén 16i da dién, thuong duge st dung,
1a tap hop nghiém ctia hé bat phuong trinh tuyén tinh c6 dang
{x|Ax > 0},

vOi A la mot ma tran thuc cép htru han (s6 dong va s6 cot 1a hitu
han).

Ménh dé 1.6. Mot tap C la non 16i khi va chi khi né cé cdc tinh chat
sau:

(i) ACC C VA >0,

(i) C+C CC.
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Chirng minh. Gia st C la mo6t nén 16i. Do C 1a mét nén, nén ta
¢6 (i). Do C 1a mot tap 16i, nén véi moi x,y € C, thi 3(x +y) € C.
Vay theo (i) tacéo x +y € C.

Nguogc lai, gia st ¢6 (i) va (ii). Tix (i) suy ra ngay C la mot non.
Giastx,y € CvaA € [0,1]. Tu(i)suyraix € C,va(l—A)y € C.
Theo (ii) 6 Ax + (1 — A)y € C. Vay C la mot nén 10i. d
Mot s6 nén dién hinh. Dudi day ta sé xét mot s6 nén 16i dién
hinh thuong duge sit dung trong giai tich 10i.

Tap 16i c6 mot dic trung la: mot tia xuat phat tr mot diém
thudc né, thi hodc nim han trong tap nay hoac mot khi da ra
khoi tap nay thi sé khong "trd lai".

Dinh nghia 1.8. Cho C la mét tap 16i trong R". Mot véc-ta y # 0
duoc goi 1a hudng i xa ctia C, néu moi tia xuat phat tir mot diém
bat ky ctia C theo huéng y déu nam tron trong C, tuc la: y 1a
huéng lui xa khi va chi khi

x+AyeCVxeC, VYA >0.

Mot hudng lti xa con duoce goi 1a huong vo han . Ta sé ky hiéu
tap hop ctia tat ca cadc hudng lui xa ctia C ciing véi diém goc la
reC. Tap hop nay duogc goi 1a ndn lii xa cta C. Hién nhién néu
C 1a mot tap bi chén, thi reC chi gdbm duy nhat diém gbc. Chu y
rang, néu C la mot tap 16i dong, thi trong dinh nghia trén, thay
vi doi hoi véi moi x € C, chi can doi héi cho mot diém x € C. Cu
thé ta c6 ménh dé sau:

Ménh dé 1.7. Gid sir C la mot tdp 16i dong. Khi d6 y la mot hudng lili
xa cua C khi va chi khi

x+Ay e CVA >0,

voi mot diém x nao do thuoc C.



