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MËT SÈ KÞ HI�U TH×ÍNG DÒNG

TRONG GI�O TR�NH

K½ hi»u Þ ngh¾a

N Tªp hñp sè tü nhi¶n

Z Tªp hñp sè nguy¶n

Q Tªp hñp sè húu t¿

R Tªp hñp sè thüc

C Tr÷íng sè phùc

Cp Tr÷íng sè phùc p-adic

C[x] V nh c¡c �a thùc h» sè phùc

f−1(S) Tªp £nh ng÷ñc cõa S qua f

a | b a l  ÷îc cõa b

gcd(a, b) ×îc chung lîn nh§t cõa a v  b
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LÍI MÐ ��U

Sè håc l  khoa håc v· sè v  l  l¾nh vüc cê x÷a nh§t cõa To¡n håc.

Trong Sè håc ng÷íi ta nghi¶n cùu nhúng t½nh ch§t v  nhúng quy t­c t½nh

to¡n tr¶n c¡c tªp hñp sè. Sè håc l  l¾nh vüc tçn t¤i nhi·u nh§t nhúng b i

to¡n, nhúng gi£ thuy¸t ch÷a câ c¥u tr£ líi. Tr¶n con �÷íng t¼m ki¸m c¥u

tr£ líi cho nhúng gi£ thuy¸t �â, nhi·u lþ thuy¸t lîn cõa to¡n håc �¢ n©y

sinh.

Tr¶n cì sð theo dãi v  tham kh£o c¡c t i li»u v· sè håc câ li¶n quan

�¢ cæng bè ho°c xu§t b£n trong thíi gian g¦n �¥y, chóng tæi bi¶n so¤n

gi¡o tr¼nh n y nh¬m phöc vö �èi t÷ñng l  sinh vi¶n khoa To¡n v  nhúng

ng÷íi quan t¥m �¸n nhúng v§n �· cì sð cõa sè håc.

Tr÷îc h¸t, chóng tæi tªp trung giîi thi»u c¡ch x¥y düng c¡c tªp hñp

sè nh÷ sè tü nhi¶n v  c¡c ph÷ìng ph¡p mð rëng tªp hñp sè. Sau �â,

chóng tæi giîi thi»u lþ thuy¸t tr÷íng �ành chu©n (tr÷íng m¶tric) v  mæ

t£ c¡c mð rëng �¦y �õ cõa tr÷íng c¡c sè húu t¿. �ành lþ Ostrowski mæ

t£ h¸t t§t c£ c¡c chu©n tr¶n tr÷íng c¡c sè húu t¿, kh¯ng �ành r¬ng tr¶n

tr÷íng húu t¿ ch¿ câ hai kiºu chu©n (sai kh¡c nhau mët t÷ìng �÷ìng) l :

Chu©n gi¡ trà tuy»t �èi v  chu©n p-adic. Do �â, ch¿ câ hai h÷îng mð rëng

tr÷íng sè húu t¿ th nh tr÷íng �¦y �õ. N¸u xu§t ph¡t tø chu©n gi¡ trà

tuy»t �èi (chu©n Acsimet) tr¶n th¼ theo ph÷ìng ph¡p mð rëng Cantor,

ta s³ thu �÷ñc tr÷íng c¡c sè thüc. Cán n¸u xu§t ph¡t tø chu©n p-adic

(chu©n khæng Acsimet) th¼ ta s³ thu �÷ñc tr÷íng c¡c sè p-adic. Do �â,

tr÷íng c¡c sè thüc v  tr÷íng c¡c sè p-adic l  b¼nh �¯ng vîi nhau vîi t÷

c¡ch l  c¡c mð rëng �¦y �õ cõa tr÷íng sè húu t¿. Ngo i ra, gi¡o tr¼nh n y

cán giîi thi»u c¡c ùng döng cõa tr÷íng �âng �¤i sè (phùc ho°c p-adic)

trong vi»c nghi¶n cùu c¡c t½nh ch§t sè håc tr¶n tr÷íng h m.
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Ch÷ìng 1

X�Y DÜNG C�C T�P HÑP SÈ

C�C NËI DUNG TRÅNG T�M

1. Sè tü nhi¶n.

2. Sè nguy¶n, Sè húu t¿.

3. Tr÷íng �ành chu©n; tr÷íng �ành chu©n �¦y �õ.

4. Tr÷íng �ành chu©n khæng Acsimet

5. C§u tróc tæpæ cõa tr÷íng �ành chu©n Acsimet

6. �ành lþ Ostrowski v  c¡c kiºu chu©n tr¶n tr÷íng sè húu t¿

7. C¡c x¥y düng Tr÷íng sè thüc v  Tr÷íng sè p-adic.

1.1 Sè tü nhi¶n

Sè tü nhi¶n xu§t hi»n do nhu c¦u nhªn bi¸t cõa con ng÷íi khi quan

s¡t c¡c t÷ìng ùng 1− 1 giúa sè l÷ñng c¡c sü vªt. Do �â, ng÷íi ta câ thº

x¥y düng sè tü nhi¶n ch½nh l  mët lîp t÷ìng �÷ìng c¡c tªp hñp câ còng

b£n sè, tùc l  c¡c tªp hñp giúa chóng tçn t¤i mët song ¡nh. Sè 0 �÷ñc

�ành ngh¾a muën hìn, �÷ñc quy ÷îc l  lüc l÷ñng cõa tªp réng. Cuèi th¸

k� 19, Peano �¢ x¥y düng tªp hñp sè tü nhi¶n mët c¡ch ch°t ch³ b¬ng h»

ti¶n �·. Nâi kh¡c �i, mët tªp hñp thäa m¢n h» ti¶n �· Peano �÷ñc gåi l 

tªp hñp c¡c sè tü nhi¶n. Ng÷íi ta �¢ ch¿ ra r¬ng thæng qua c¡c v½ dö cõa

lþ thuy¸t tªp hñp, �ành ngh¾a h¼nh thùc v· sè tü nhi¶n cõa Peano ch­c

ch­n tçn t¤i.

H» ti¶n �· Peano. Tªp hñp c¡c sè tü nhi¶n l  mët tªp hñp N
còng vîi mët ¡nh x¤ σ : N → N gåi l  ¡nh x¤ k¸ ti¸p câ c¡c t½nh ch§t
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sau:

1) 0 ∈ N.

2) σ l  mët �ìn ¡nh, vîi méi n ∈ N, σ(n) �÷ñc gåi l  ph¦n tû k¸ ti¸p

cõa n.

3) 0 khæng l  ph¦n tû k¸ ti¸p cõa b§t ký ph¦n tû n o cõa n.

4) Vîi U ⊂ N câ t½nh ch§t: 0 ∈ N v  n¸u vîi måi n ∈ U k²o theo

σ(n) ∈ U th¼ ta câ U = N.

Chó þ 1. Nh÷ vªy, tªp N gçm c¡c ph¦n tû �÷ñc sinh ra bði ph¦n

tû 0 v  ¡nh x¤ σ c¡c ph¦n tû k¸ ti¸p nhau kþ hi»u nh÷ sau:

0 7→ σ(0) = 1 7→ σ(1) = 2 7→ σ(2) = 3 7→ σ(3) = 4 7→ · · ·

Chó þ 2. Tø Ti¶n �· 4) ta suy ra Nguy¶n lþ quy n¤p �÷ñc ph¡t

biºu nh÷ sau: N¸u câ m»nh �· P (n) x¡c �ành vîi måi sè tü nhi¶n n thäa

m¢n P (0) �óng v  n¸u vîi måi n, P (n) �óng suy ra P (σ(n)) công �óng

th¼ ta kh¯ng �ành P (n) luæn �óng vîi måi sè tü nhi¶n n.

Thªt vªy, �°t U = {n ∈ N/P (n) �óng}. Ta câ P (0) �óng, do �â

0 ∈ U . N¸u n ∈ U , câ ngh¾a l  P (n) �óng, theo gi£ thi¸t P (σ(n)) công

�óng, do �â σ(n) ∈ U , suy ra U thäa m¢n h» ti¶n �· Peano, ngh¾a l 

U = N. Do �i·u n y n¶n ti¶n �· 4) cán �÷ñc gåi l  ti¶n �· quy n¤p.

�ành ngh¾a 1.1.1. Vîi måi n ∈ N, ta �ành ngh¾a n + 0 = n, n0 = 0.

Gi£ sû m+ n v  mn �¢ x¡c �ành, ta �ành ngh¾a

m+ σ(n) = σ(m+ n),mσ(n) = mn+m.

M»nh �· 1.1.2. Vîi måi n ∈ N, ta câ

0 + n = n, 0n = n.

Chùng minh. Ta chùng minh 0 + n = n b¬ng quy n¤p. V¼ 0 + 0 = 0

n¶n kh¯ng �ành �óng vîi n = 0. Gi£ sû câ 0 + n = n, ta câ 0 + σ(n) =

σ(0 + n) = σ(n). Chùng minh t÷ìng tü cho kh¯ng �ành cán l¤i.
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M»nh �· 1.1.3. Ta câ c¡c kh¯ng �ành sau

1. Kþ hi»u 1 = σ(0), ta câ σ(n) = n+ 1.

2. Vîi måi n ∈ N, ta câ n+ 0 = 0 + n = n,m0 = 0m = 0.

3. Ph²p cëng v  ph²p nh¥n câ t½nh ch§t k¸t hñp, ngh¾a l  vîi måi

m,n, r ∈ N, ta câ

(m+ n) + r = m+ (n+ r), (mn)r = m(nr).

4. Ph²p cëng v  ph²p nh¥n giao ho¡n, ngh¾a l  vîi måi m,n ∈ N, ta
câ

m+ n = n+m,mn = nm.

5. Ph²p nh¥n ph¥n phèi vîi ph²p cëng, ngh¾a l  vîi måi m,n, r ∈ N,
ta câ

m(n+ r) = mn+mr.

6. N¸u m + n = 0 th¼ m = 0, n = 0 v  n¸u mn = 0 th¼ m = 0 ho°c

n = 0.

7. Ph²p cëng câ t½nh gi£n ÷îc, ngh¾a l  vîi måi m,n, r ∈ N, n¸u

m+ r = n+ r th¼ m = n.

Chùng minh. 1) Ta câ σ(n) = σ(n+ 0) = σ(n) + σ(0) = n+ 1.

2) Ta chùng minh n + 0 = n theo quy n¤p. V¼ 0 + 0 = 0 n¶n m»nh

�· dóng vîi n=0. Gi£ sû câ n+0 = n, ta câ σ(n) + 0 = σ(n+0) = σ(n).

C¡c kh¯ng �ành cán l¤i chùng minh t÷ìng tü.

�ành ngh¾a 1.1.4. Gi£ sû m,n l  c¡c sè tü nhi¶n, ta nâi m ≤ n n¸u

tçn t¤i sè tü nhi¶n x sao cho n = m+ x.

M»nh �· 1.1.5. ≤ l  quan h» thù tü to n ph¦n tr¶n N.

Chùng minh. Rã r ng ≤ câ t½nh ch§t ph£n x¤ v  b­c c¦u. N¸u m,n ∈ N
sao cho n ≤ m v  m ≤ n, ngh¾a l  tçn t¤i x, y sao cho m = x + n v 
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n = y+m. Suy ra m+n = x+y+m+n. Do �â x+y = 0 n¶n x = y = 0

n¶n m = n. Hay ≤ câ t½nh ch§t ph£n xùng. Vªy ≤ l  mët quan h» thù

tü.

Gi£ sû m l  mët sè tü nhi¶n tòy þ. Ta �°t

U = {n ∈ N/m ≤ n ho°c n < m}.

Ta câ 0 ≤ m n¶n 0 ∈ U. Gi£ sû câ n ∈ U , ngh¾a l  m ≤ n ho°c n < m,

ta x²t 2 kh£ n«ng:

(a) N¸u m ≤ n th¼ tçn t¤i x ∈ N sao cho n = m + x hay n + 1 =

m+ (x+ 1), d¨n �¸n m < σ(n). Suy ra σ(n) ∈ U .

(b) N¸u n < m, hay tçn t¤i y ̸= 0, y ∈ N sao cho m = n + y. Do

y ̸= 0 n¶n tçn t¤i z sao cho y = σ(z) = z + 1 d¨n �¸n m = n+ (z + 1) =

(n+ 1) + z = σ(n) + z. Suy ra σ(n) ≤ m hay σ(n) ∈ U .

Tø �i·u n y v  ti¶n �· 4) ta câ U = N. V¼ vªy m so s¡nh �÷ñc vîi

b§t ký ph¦n tû n o cõa N, hay ≤ l  quan h» thù tü to n ph¦n.

M»nh �· 1.1.6. Tªp N c¡c sè tü nhi¶n câ thù tü tèt.

Chùng minh. Gi£ sû S ⊂ N, S ̸= ∅ v  S khæng câ ph¦n tü nhä nh§t. �°t

U = {a ∈ N/a < x∀x ∈ S}. Ta câ 0 ∈ U . N¸u a ∈ U th¼ σ(a) ≤ x,∀x ∈
S. N¸u tçn t¤i x0 ∈ S sao cho σ(a) = x0 th¼ S câ ph¦n tû nhä nh§t, m¥u

thu¨n vîi gi£ thi¸t ð tr¶n. Suy ra σ(a) < x,∀x ∈ S hay σ(a) ∈ U v  do

�â U = N hay S = ∅. Væ lþ. Vªy N s­p thù tü tèt.

M»nh �· 1.1.7. Ph²p nh¥n câ t½nh gi£n ÷îc vîi ph¦n tû kh¡c 0.

Ngh¾a l  vîi måi m,n, r ∈ N, r ̸= 0, n¸u mr = mr th¼ m = n.

Chùng minh. Gi£ sûm ̸= n. Theo M»nh �· 1.1.5 ta câ tçn t¤i x ∈ N, x ̸=
0 sao cho m = n + x ho°c n = m + x. Khæng m§t t¼nh têng qu¡t gi£ sû

m = n+x. Tø gi£ thi¸t mr = nr suy ra xr = 0, tuy nhi¶n r ̸= 0 d¨n �¸n

x = 0. M¥u thu¨n.
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1.2 Ph²p chùng minh quy n¤p

Ph÷ìng ph¡p chùng minh quy n¤p l  ph÷ìng ph¡p chùng minh c¡c

m»nh �· x¡c �ành tr¶n tªp c¡c sè tü nhi¶n v  �÷ñc ph¡t biºu d÷îi nhi·u

d¤ng kh¡c nhau sau �¥y.

�ành lþ 1.2.1. Cho tr÷îc sè tü nhi¶n n0 v  m»nh �· P (n) x¡c �ành

vîi måi sè tü nhi¶n n ≥ n0. Gi£ sû P (n0) �óng v  vîi måi n ≥ n0,

n¸u P (n) �óng suy ra P (n+1) �óng, khi �â ta kh¯ng �ành P (n) �óng

vîi måi n ≥ n0.

Chùng minh. �°t U = {k ∈ N/k < n0} ∪ {k ∈ N/P (k) �óng }. Khi �â
theo ti¶n �· 4) ta câ U = N. V¼ vªy m»nh �· �÷ñc chùng minh.

V½ dö 1. Chùng minh 2n ≥ n+ 1 vîi måi n ≥ 1.

�ành lþ 1.2.2. Cho tr÷îc sè tü nhi¶n n0 v  m»nh �· P (n) x¡c �ành

vîi måi sè tü nhi¶n n ≥ n0. Gi£ sû P (n0) �óng v  vîi måi m ≥ n0,

n¸u P (k) �óng vîi måi k m  n0 ≤ k < m suy ra P (m) �óng, khi �â

ta kh¯ng �ành P (n) �óng vîi måi n ≥ n0.

Chùng minh. T÷ìng tü �ành lþ 1.2.1.

1.3 Sè nguy¶n

Nhu c¦u x¥y düng sè nguy¶n b­t nguçn tø nhu c¦u gi£i ph÷ìng tr¼nh

x + a = b, a, b ∈ N khæng ph£i bao gií công câ nghi»m trong N. Do �â,

ng÷íi ta mð rëng tªp hñp sè tü nhi¶n sao cho ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ nghi»m

v  gåi chóng l  tªp hñp c¡c sè nguy¶n.

X²t tªp t½ch �·c¡c N× N = {(a, b)/a, b ∈ N}. Tr¶n tªp hñp n y ta

x¡c �ành mët quan h» hai ngæi, k½ hi»u l  ∼, nh÷ sau:

∀(a, b), (c, d) ∈ N×N : (a, b) ∼ (c, d) ⇔ a+ d = b+ c.

Khi �â, ∼ l  mët quan h» t÷ìng �÷ìng v  ph¥n ho¤ch N× N th nh c¡c

lîp t÷ìng �÷ìng v  méi lîp �÷ñc kþ hi»u l  (a, b), vîi (a, b) ∈ N×N. Kþ
hi»u Z = N×N⧸ ∼.
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Ph²p cëng tr¶n Z �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d).

Ph¦n tû khæng �÷ñc �ành ngh¾a l  0 = (a, a),∀a ∈ N.
Ph¦n tû �ìn và �÷ñc �ành ngh¾a l  1 = (1, 0)

Ph¦n tû �èi cõa ph¦n tû x = (a, b) �÷ñc �ành ngh¾a l  (b, a) v  kþ

hi»u l  −x.
Ph²p nh¥n �÷ñc �ành ngh¾a bði (a, b) + (c, d) = (ac+ bd, ad+ bc)

Khi �â, Z vîi ph²p to¡n + v  . nh÷ tr¶n lªp th nh mët v nh giao

ho¡n câ �ìn và.

B¥y gií ta x²t ¡nh x¤ f : N → Z x¡c �ành bði f(a) = (a, 0). D¹ th§y

f �ìn c§u v  do �â khi ta �çng nh§t sè tü nhi¶n a vîi ph¦n tû f(a) cõa

tªp hñp sè nguy¶n Z th¼ N l  mët bë phªn cõa Z.
Khi �â, v nh Z �÷ñc gåi l  v nh c¡c sè nguy¶n

Z = {· · · ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, · · · },

thäa m¢n luªt gi£n ÷îc v  ph÷ìng tr¼nh x + a = b luæn câ nghi»m duy

nh§t v  nghi»m n y �÷ñc �ành ngh¾a l  ph²p trø cõa hai sè tü nhi¶n b v 

a, kþ hi»u l  x = b−a v  ch½nh l  têng cõa b vîi sè �èi cõa a: x = b+(−a).
Quan h» thù tü tr¶n Z �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau x ≤ y ⇔ y−x ∈ N.

Khi �â ≤ l  mët quan h» thù tü to n ph¦n. Khi �â, ta nâi x b² hìn ho°c

b¬ng y hay y lîn hìn ho°c b¬ng x v  kþ hi»u y ≥ x.

1.4 Sè húu t¿

X²t tªp t½ch �·c¡c Z × Z∗ = {(a, b)/a, b ∈ Z, b ̸= 0}, ð �¥y Z∗ =

Z \ {0}. Tr¶n tªp hñp n y ta x¡c �ành mët quan h» hai ngæi, k½ hi»u l 

ℜ, nh÷ sau:

∀(a, b), (c, d) ∈ Z× Z∗ : (a, b)ℜ(c, d) ⇔ ad = bc.

Khi �â, ℜ l  mët quan h» t÷ìng �÷ìng v  ph¥n ho¤ch Z× Z∗ th nh c¡c

lîp t÷ìng �÷ìng v  méi lîp �÷ñc kþ hi»u l  (a, b), vîi (a, b) ∈ Z×Z∗. Kþ
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hi»u Q = Z× Z∗⧸ℜ.
Ph²p cëng tr¶n Q �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau:

(a, b) + (c, d) = (ad+ bc, bd).

Ph²p nh¥n �÷ñc �ành ngh¾a bði

(a, b) + (c, d) = (ac, bd).

Ph¦n tû khæng �÷ñc �ành ngh¾a l  0 = (0, n),∀n ∈ Z∗.

Ph¦n tû �ìn và �÷ñc �ành ngh¾a l  1 = (n, n)∀n ∈ Z∗

Ph¦n tû �èi cõa ph¦n tû x = (a, b) �÷ñc �ành ngh¾a l  (−a, b) v  kþ
hi»u l  −x.

Ph¦n tû nghàch �£o cõa (a, b), a, b ∈ Z∗ l  (b, a) v  kþ hi»u l  x−1.

Ph²p trø �÷ñc �ành ngh¾a bði x− y = x+ (−y).
Khi �â Q còng vîi c¡c ph²p to¡n nh÷ tr¶n lªp th nh mët tr÷íng.

B¥y gií ta x²t ¡nh x¤ f : Z → Q x¡c �ành bði f(a) = (a, 1). D¹ th§y

f �ìn c§u v  do �â khi ta �çng nh§t sè tü nhi¶n a vîi ph¦n tû f(a) cõa

tªp hñp sè nguy¶n Q th¼ Z l  mët bë phªn cõa Q.

Khi �â, tr÷íng Q �÷ñc gåi l  tr÷íng c¡c sè húu t¿ Q v  câ t½nh ch§t

méi sè húu t¿ �·u biºu di¹n d÷îi d¤ng x = a.b−1, hay ta câ thº vi¸t d÷îi

d¤ng ph¥n sè x = a
b , a, b ∈ Z, b ̸= 0 v  ph÷ìng tr¼nh bx = a, a, b ∈ Q, b ̸=

0 luæn câ nghi»m duy nh§t.

�º �ành ngh¾a quan h» thù tü tr¶n Q tr÷îc h¸t vîi x = a
b , a, b ∈

Z, b ̸= 0, ta �ành ngh¾a x ≥ 0 ⇔ a.b ≥ 0. B¥y gií ta �ành ngh¾a x ≤ y ⇔
y− x ≥ 0. Khi �â ≤ l  mët quan h» thù tü to n ph¦n tr¶n Q. Khi �â, ta

nâi x b² hìn ho°c b¬ng y hay y lîn hìn ho°c b¬ng x v  kþ hi»u y ≥ x.

Câ mët t½nh ch§t r§t �°c tr÷ng cõa sè húu t¿ �â l  t½nh trò mªt nâi r¬ng

giúa hai sè húu t¿ kh¡c nhau bao gií công tçn t¤i væ sè sè húu t¿ kh¡c,

ngh¾a l  vîi måi x, y ∈ Q, x < y, luæn tçn t¤i z ∈ Q sao cho x < z < y.

Chó þ r¬ng tr¶n tr÷íng c¡c sè húu t¿ Q ph÷ìng tr¼nh x2 − 2 = 0

khæng câ nghi»m. V¼ vªy, �º mð rëng tr÷íng sè húu t¿ Q ng÷íi ta �÷a ra
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kh¡i ni»m tr÷íng �ành chu©n v  ch¿ ra t§t c£ c¡c c¡ch mð rëng �¦y �õ

cõa tr÷íng c¡c sè húu t¿ Q. Tr÷îc h¸t chóng ta t¼m hiºu c¡c kh¡i ni»m

li¶n quan �¸n tr÷íng �ành chu©n sau �¥y.

1.5 Tr÷íng �ành chu©n

�ành ngh¾a 1.5.1. Tr÷íng K còng vîi ¡nh x¤ ϕ : K → R, kþ hi»u bði

(K,ϕ) , �÷ñc gåi l  mët tr÷íng �ành chu©n hay tr÷íng m¶tric n¸u c¡c

�i·u ki»n sau �¥y tho£ m¢n:

1) ϕ(α) ≥ 0;ϕ(α) = 0 ⇔ α = 0 ∀α ∈ K.

2) ϕ(α + β) ≤ ϕ(α) + ϕ(β) ∀α, β ∈ K.

3) ϕ(αβ) = ϕ(α)ϕ(β) ∀α, β ∈ K.

N¸u thay �i·u ki»n 2) bði �i·u ki»n m¤nh hìn sau �¥y:

ϕ(α + β) ≤ max{ϕ(α), ϕ(β)} ∀α, β ∈ K

th¼ tr÷íng �ành chu©n (K,ϕ) �÷ñc gåi l  tr÷íng �ành chu©n khæng Ac-

simet.

H m ϕ : K → R x¡c �ành bði ϕ(0) = 0, ϕ(α) = 1,∀α ∈ K,α ̸= 0 l 

mët chu©n tr¶n tr÷íng K v  �÷ñc gåi l  chu©n t¦m th÷íng tr¶n K.

V½ dö. H m gi¡ trà tuy»t �èi thæng th÷íng l  chu©n tr¶n Q ho°c

tr¶n R.

1.6 Chu©n p-adic tr¶n tr÷íng sè húu t¿

Cho p l  mët sè nguy¶n tè cè �ành. Vîi méi sè húu t¿ α ̸= 0, ta vi¸t

�÷ñc mët c¡ch duy nh§t:

α =
a

b
pn, a, b, n ∈ Z, a, b khæng chia h¸t cho p.

�ành ngh¾a mët h m sè ϕp : Q → R bði ϕp(0) = |0|p = 0, ϕp(α) =

|α|p = p−n.

B¥y gií chóng ta kiºm tra h m ϕp l  mët chu©n khæng Acsimet tr¶n

tr÷íng sè húu t¿ Q. Thªt vªy, gi£ sû β l  mët sè húu t¿, t÷ìng tü nh÷ �èi
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vîi α ta vi¸t �÷ñc

β =
c

d
pm, c, d,m ∈ Z, c, d khæng chia h¸t cho p.

Khi �â, do p l  mët sè nguy¶n tè n¶n ta câ thº vi¸t:

αβ =
ac

bd
pm+n,

trong �â c¡c sè nguy¶n ac v  bd khæng chia h¸t cho p. Tø �â, ta câ

ϕp(αβ) = p−n−m = p−np−m = ϕ(α)ϕ(β).

Khæng m§t t½nh têng qu¡t gi£ sû n ≥ m, khi �â do p l  mët sè nguy¶n

tè n¶n câ thº vi¸t

α + β =
a

b
pn +

c

d
pm =

adpn−m + bc

bd
pm =

x

y
pk, k ≥ m,

trong �â trong �â c¡c sè nguy¶n x v  y khæng chia h¸t cho p. Tø �â, ta

câ

ϕp(α + β) = p−k ≤ p−m = max{ϕp(α), ϕp(β)}.

V½ dö. T½nh |2015|5, |2016|2.

1.7 C¡c t½nh ch§t cõa tr÷íng �ành chu©n

M»nh �· 1.7.1. Gi£ sû (K,ϕ) l  mët tr÷íng �ành chu©n. Khi �â, ta

câ

1) ϕ(1) = ϕ(−1) = 1.

2) ϕ(a) = ϕ(−a),∀a ∈ K.

3) |ϕ(a)− ϕ(b)| ≤ ϕ(a− b).

4) ϕ(
∑n

i=1 ai) ≤
∑n

i=1 ϕ(ai).

5) ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 = 1
ϕ(a)

,∀a ∈ K, a ̸= 0.

6) ϕ(ab−1) =
ϕ(a)
ϕ(b)

,∀a, b ∈ K, b ̸= 0.
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Chùng minh. �°t a = b+ c, ta câ

⇒ ϕ(a) = ϕ(b+ c) ≤ ϕ(b) + ϕ(c)

⇒ ϕ(a)− ϕ(b) ≤ ϕ(c)

⇒ ϕ(a)− ϕ(b) ≤ ϕ(a− b)

⇒ ϕ(b)− ϕ(a) ≤ ϕ(b− a) = ϕ(a− b).

Do �â −ϕ(a−n)
	
≤ ϕ(a)−ϕ(b) ≤ ϕ(a−b) hay |ϕ(a)−ϕ(b)| ≤ ϕ(a−b). Do

�â ta câ t½nh ch§t 3). C¡c t½nh ch§t cán l¤i b¤n �åc tü chùng minh.

1.8 Tr÷íng �ành chu©n �¦y �õ

Gi£ sû (K,ϕ) l  tr÷íng �ành chu©n. Khi �â:

- D¢y αn c¡c ph¦n tû cõa K, �÷ñc gåi l  hëi tö v· ph¦n tû α ∈ K

(theo chu©n ϕ), n¸u vîi méi sè thüc ϵ tuý þ, tçn t¤i mët sè tü nhi¶n n0
sao cho ϕ(αn − α) < ϵ,∀n > n0. Ta kþ hi»u limn→∞ αn = α.

- D¢y αn c¡c ph¦n tû cõa K �÷ñc gåi l  mët d¢y khæng (theo chu©n

ϕ) n¸u limn→∞ αn = 0.

- D¢y αn c¡c ph¦n tû cõa K, �÷ñc gåi l  d¢y cì b£n hay d¢y Cauchy

(theo chu©n ϕ) n¸u vîi méi sè thüc ϵ tuý þ, tçn t¤i mët sè tü nhi¶n n0
sao cho ϕ(αn − αm) < ϵ,∀n,m > n0.

Tr÷íng �ành chu©n (K,ϕ) �÷ñc gåi l  tr÷íng �ành chu©n �¦y �õ

n¸u trong nâ måi d¢y cì b£n �·u l  d¢y hëi tö (theo chu©n ϕ).

�ành lþ 1.8.1. Trong tr÷íng �ành chu©n måi d¢y hëi tö l  d¢y cì

b£n. Tuy nhi¶n, �i·u ng÷ñc l¤i khæng �óng.

Chùng minh. Gi£ sû {αn}, n ∈ N l  mët d¢y hëi tö trong tr÷íng �ành

chu©n (K,ϕ) v· ph¦n tû α ∈ K. Khi �â ta câ b§t �¯ng thùc sau

ϕ(αm − αn) = ϕ(αm − α + α− αn) ≤ ϕ(αm − α) + ϕ(αn − α).

Tø b§t �¯ng thùc n y suy ra {αn} l  d¢y cì b£n.

B¥y gií, trong tr÷íng sè húu t¿ Q ta s³ ch¿ ra câ mët d¢y cì b£n m 

khæng hëi tö theo chu©n gi¡ trà tuy»t �èi. Thªt vªy, ta x²t d¢y sè húu t¿
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sau:

an =
1

0!
+

1

1!
+ · · ·+ 1

n!
, n = 0, 1, 2, ...

Vîi p < q,ta câ c¡c b§t �¯ng thùc:

0 < aq − ap =
1

(p+ 1)!
+ · · ·+ 1

q!

<
1

(p+ 1)!

(
1 +

1

p+ 1
+ · · ·+ 1

(p+ 1)q−p−1

)
<

1

(p+ 1)!

(
1

1− 1
p+1

)
=

1

p!p
.

Nh÷ vªy, ta câ

0 < aq − ap <
1

p!p
. (1.8.1)

Tø b§t �¯ng thùc (2.1.2) suy ra d¢y {an} l  d¢y cì b£n c¡c sè húu t¿ theo

chu©n gi¡ trà tuy»t �èi. Gi£ sû r¬ng d¢y n y hëi tö trong Q, tùc tçn t¤i

limn→∞ an = l ∈ Q. Khi �â, tø b§t �¯ng thùc (2.1.2), cho q → ∞, ta câ:

0 < l − ap ≤
1

p!p
. (1.8.2)

Trong b§t �¯ng thùc (1.8.2), chån p = 2, ta câ
5

2
< l ≤ 5

2
+

1

4
.

Nh÷ vªy, l khæng ph£i l  sè nguy¶n v  do �â l = m
n , vîi m,n ∈ Z, m

khæng chia h¸t cho n v  do �â n > 1. Trong (1.8.2), ti¸p töc chån p = n,

ta câ:

0 <
m

n
− an <

1

n× n!
.

Do �â

0 <
m

n
−
(
1

0!
+

1

1!
+ · · ·+ 1

n!

)
<

1

n× n!
.

Nh¥n hai v¸ c¡c b§t �¯ng thùc tr¶n vîi n! ta câ:

0 < x ≤ 1

n
< 1,

trong �â x l  mët sè nguy¶n. Ta g°p ph£i mët m¥u thu¨n v  ph²p chùng

minh �÷ñc k¸t thóc.
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H» qu£ 1.8.2. Tr÷íng sè húu t¿ Q l  tr÷íng khæng �¦y �õ theo chu©n

gi¡ trà tuy»t �èi.

�ành lþ 1.8.3. Chu©n ϕ tr¶n tr÷íng K l  chu©n khæng Acsimet khi

v  ch¿ khi ϕ(n) ≤ 1,∀n ∈ N.

Chùng minh. Ta k½ hi»u 1 l  �ìn và cõa K v  ϕ(n) = ϕ(1 + 1 + · · ·+ 1)

1) Gi£ sû ϕ l  chu©n khæng Acsimet, khi �â vîi måi sè tü nhi¶n n ta

câ

ϕ(n) = ϕ(1 + 1 + · · ·+ 1) ≤ max{ϕ(1), · · · , ϕ(1)} = 1.

2) Gi£ sû ϕn ≤ 1,∀n ∈ N, ta chùng minh ϕ l  mët chu©n khæng

Acsimet. Thªt vªy, tø gi£ thi¸t ϕn ≤ 1,∀n ∈ N, ta suy ra

[ϕ(a+ b)]k = ϕ[(a+ b)k] = ϕ[

k∑
i=0

Cika
k−ibi] ≤

k∑
i=0

ϕ(Cik)ϕ(a
k−i)ϕ(bi)

≤
k∑
i=0

ϕ(a)k−iϕ(b)i ≤ (k + 1)Mk,∀k = 1, 2, ...

Trong �â M = max{ϕ(a), ϕ(b)}. Do �â(
ϕ(a+ b)

M

)k
≤ k + 1.

Sû döng bê �· sau �¥y vîi α = 1, β = 1, γ =
ϕ(a+b)
M , ta suy ra γ ≤ 1, ta

suy ra γ ≤ 1 hay ϕ(a+ b) ≤ max{ϕ(a), ϕ(b)}.

Bê �· 1.8.4. N¸u c¡c sè thüc d÷ñng α, β, γ thäa m¢n γk ≤ αk +

β, ∀k = 1, 2, ... th¼ γ ≤ 1.

Chùng minh. Ta s³ chùng minh bê �· n y b¬ng ph²p ph£n chùng nh÷

sau: Gi£ sû ng÷ñc l¤i γ > 1. Ta vi¸t γ = 1 + δ, δ > 0. Khi �â, vîi k ≥ 1,

ta câ:

γk = (1 + δ)k = 1 + kδ +
1

2
k(k − 1)δ2 + · · ·+ δk > kδ +

1

2
k(k − 1)δ2.

Tuy nhi¶n vîi k �õ lîn ta câ kδ > β, 12(k− 1)δ2 > α. Do �â γk > αk+β.

�i·u n y tr¡i vîi gi£ thi¸t cõa bê �·.
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1.9 Sü t÷ìng �÷ìng giúa c¡c chu©n

�ành ngh¾a 1.9.1. C¡c chu©n ϕ v  ψ tr¶n còng mët tr÷íng �÷ñc gåi

l  t÷ìng �÷ìng vîi nhau v  kþ hi»u bði ϕ ∼ ψ n¸u chóng x¡c �ành tr¶n

còng mët t½nh hëi tö, ngh¾a l  ϕ(xn−x) → 0 khi v  ch¿ khi ψ(xn−x) → 0

theo chu©n gi¡ trà tuy»t �èi trong tr÷íng sè thüc R.

�ành lþ 1.9.2. Gi£ sû ϕ v  ψ l  hai chu©n tr¶n tr÷íng K. Khi �â

ϕ v  ψ l  t÷ìng �÷ìng vîi nhau khi v  ch¿ khi ∀x ∈ K(ϕ(x) < 1 ⇔
ψ(x) < 1).

Chùng minh. 1) Gi£ sû ϕ ∼ ψ tr¶n K. Khi �â ta câ d¢y c¡c ph²p bi¸n

�êi t÷ìng �÷ìng sau �¥y:

ϕ(x) < 1 ⇔ ϕ(xn) → 0 theo chu©n gi¡ trà tuy»t �èi trong R

⇔ xn → 0 theo chu©n ϕ trong K

⇔ xn → 0 theo chu©n ψ trong K

⇔ ψ(xn) → 0 theo chu©n gi¡ trà tuy»t �èi trong R

⇔ ψ(x) < 1.

2) Gi£ sû ϕ v  ψ l  c¡c chu©n thäa m¢n: ∀x ∈ K(ϕ(x) < 1 ⇔ ψ(x) <

1). Ta s³ chùng minh r¬ng ψ(a) = ϕ(a)ϵ,∀a ∈ K vîi ϵ l  sè thüc d÷ìng

n o �â. Tr÷îc h¸t ta câ nhªn x²t: ϕ(a) < ϕ(b) ⇔ ψ(a) < ψ(b) Thªt vªy

ϕ(a) < ϕ(b) ⇔ ϕ(a)

ϕ(b)
⇔ ϕ(

a

b
) < 1 ⇔ ψ(

a

b
) < 1 ⇔ ψ(a)

ψ(b)
⇔ ψ(a) < ψ(b).

Gi£ sû p l  mët ph¦n tû tuý þ, cè �ành cõa K sao cho ϕ(p) > 1 (ph¦n

tû p nh÷ vªy l  tçn t¤i, v¼ n¸u ng÷ñc l¤i th¼ ϕ(p−1) = 1
ϕ(p)

< 1). Ta câ

ψ(p) > 1 (theo nhªn x²t tr¶n). Ta �°t ϕ(a) = ϕ(p)δ v  ψ(a) = ψ(p)δ
′. Ta

s³ chùng minh δ = δ′.
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Gi£ sû n v  k l  c¡c sè nguy¶n sao cho n
k < δ, k > 0. Khi �â, ta câ:

n

k
≤ δ ⇔ ϕ(p)

n
k < ϕ(p)δ ⇔ ϕ(p)n < ϕ(a)k ⇔ ϕ(pn) < ϕ(ak)

⇔ ψ(pn) < ψ(ak) ⇔ ψ(p)n < ψ(a)k ⇔ ψ(p)
n
k < ψ(a) = ψ(p)δ

′

⇔ n

k
< δ′.

V¼ cªn tr¶n �óng cõa c¡c ph¥n sè n
k l  δ cho n¶n δ ≤ δ′. Do t½nh b¼nh

�¯ng cõa δ v  δ′ suy ra δ = δ′. Chån ϵ = lnψ(p)
lnϕ(p)

l  mët sè d÷ìng khæng

phö thuëc a. Ta câ:

lnψ(a) = δ′ lnψ(p) = δ lnψ(p)

= δϵ lnϕ(p) = ϵ lnϕ(p)δ = ϵ lnϕ(a)

= lnϕ(a)ϵ.

V¼ vªy, ψ(a) = ϕ(a)ϵ∀a ∈ K hay ψ = ϕϵ v  do �â ϕ ∼ ψ.

�ành lþ 1.9.3. Tr¶n tr÷íng húu h¤n ch¿ câ duy nh§t mët chu©n t¦m

th÷íng.

Chùng minh. Gi£ sû K l  mët tr÷íng húu h¤n câ q ph¦n tû v  ϕ l  chu©n

tr¶n K, ta chùng minh ϕ(α) = 1,∀α ∈ K. Thªt vªy, do K l  tr÷íng húu

h¤n n¶n nhâm nh¥n K∗ c¡c ph¦n tû kh¡c 0 cõa tr÷íng K l  nhâm xiclic

c§p q−1, sinh bði ph¦n tû x ∈ K∗. V¼ xq−1 = 1 n¶n ϕ(xq−1) = ϕ(x)q−1 =

1 v  v¼ vªy ϕ(x) = 1. Do �â, vîi måi α ∈ K∗, α = xk, 0 ≤ k ≤ q − 2, n¶n

ϕ(α) = ϕ(x)k = 1.

�ành lþ 1.9.4. Cho ϕ l  chu©n khæng Acsimet tr¶n K. N¸u c¡c gi¡

trà thüc ϕ(α) v  ϕ(β) kh¡c nhau th¼

ϕ(α + β) = max{ϕ(α), ϕ(β)}.

Chùng minh. Gi£ sû ϕ(α) > ϕ(β). Ta chùng minh ϕ(α+β) = ϕ(α). Thªt

vªy, ta câ:

ϕ(α + β) ≤ max{ϕ(α), ϕ(β)} = ϕ(α).



 

 

 

 

 

 

 

17

N¸u ϕ(α+ β) < ϕ(α), k¸t hñp vîi ϕ(α) > ϕ(β). �i·u �â s³ d¨n �¸n m¥u

thu¨n sau �¥y

ϕ(α) = ϕ(α + β − β) ≤ max{ϕ(α + β), ϕ(β)} < ϕ(α).

V¼ vªy, ta câ

ϕ(α + β) = max{ϕ(α), ϕ(β)}.

1.10 Chu©n tr¶n tr÷íng sè húu t¿

M»nh �· 1.10.1. H m sè ϕ(x) = |x|α, vîi α l  mët sè thüc tuý þ

tho£ m¢n �i·u ki»n 0 < α ≤ 1, l  mët chu©n tr¶n tr÷íng sè húu t¿ Q.

Chùng minh. Ta kiºm tra r¬ng:

ϕ(x+ y) ≤ ϕ(x) + ϕ(y),∀x, y ∈ Q.

Thªt vªy, vîi x = 0, b§t �¯ng thùc tr¶n �óng. Gi£ sû x ̸= 0 v  |x| ≥ |y|,
khi �â:

ϕ(x+ y) = |x+ y|α = |x|α
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= |x|+ |y|α = ϕ(x) + ϕ(y).

�ành lþ 1.10.2 (�ành lþ Ostrowski). C¡c chu©n ϕ(x) = |x|α vîi

0 < α ≤ 1 v  c¡c chu©n p -adic vîi t§t c£ c¡c sè nguy¶n tè p nhªn

h¸t c¡c chu©n khæng t¦m th÷íng cõa tr÷íng sè húu t¿ Q. Nâi kh¡c �i,

mët chu©n khæng t¦m th÷íng tr¶n tr÷íng sè húu t¿ Q l  t÷ìng �÷ìng

vîi mët trong hai chu©n sau:

1. Ho°c chu©n gi¡ trà tuy»t �èi

2. Ho°c chu©n p-adic |.|p vîi p l  mët sè nguy¶n tè n o �â.


