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LỜI NÓI ĐẦU 

Ở thời đại của chúng ta, khoa học và kĩ thuật phát triển như vũ bão. 
Chúng đòi hỏi ngành giáo dục phải luôn luôn đổi mới kịp thời để đáp 
ứng mọi nhu cầu về tri thức khoa học của thanh thiếu niên, giúp họ có 
khả năng lao động và sáng tạo trong cuộc sống sôi động. Hiện nay 
chương trình và sách giáo khoa bậc phổ thông ở nước ta đã bắt đầu và 
đang thay đổi để phù hợp với đòi hỏi ấy. Trường Cao đẳng Sư phạm, cái 
nôi đào tạo giáo viên THCS, cần phải có những đổi mới tương ứng về 
chương trình và sách giáo khoa. Vì mục đích đó, bộ sách giáo khoa mới 
ra đời, thay thế cho bộ sách giáo khoa cũ. 

Cuốn sách Đại số tuyến tính biên soạn lần này, nằm trong khuôn khổ 
của cuộc đổi mới ấy. Nó nhằm làm một giáo trình tiêu chuẩn chung cho 
các trường Cao đẳng Sư phạm trong cả nước theo chương trình mới 
(chương trình 2002), đòi hỏi không những phải đổi mới những nội dung 
kiến thức (nếu cần) và cả phương pháp giảng dạy của giảng viên cũng 
như phương pháp học tập của sinh viên. Mặt khác, qua một thời gian dài 
thực hiện chương trình và sách giáo khoa cũ, đến nay đã có thể đánh giá 
những ưu, khuyết điểm của nó, sự phù hợp của nó với trình độ đầu vào 
của sinh viên các trường Cao đẳng Sư phạm. Do đó cuốn sách biên soạn 
lần này cũng thừa hưởng những ưu điểm và khắc phục những thiếu sót 
của những cuốn sách cũ. 

Đối tượng sử dụng cuốn sách này là sinh viên và giảng viên các 
trường Cao đẳng Sư phạm trong cả nước, các giáo viên THCS cần được 
bồi dưỡng để đạt trình độ chuẩn hoá. Cuốn sách cũng có thể được dùng 
cho các trường Đại học và Cao đẳng khác và cho tất cả những ai muốn tự 
học môn học này. 

Cơ sở để lựa chọn nội dung của giáo trình này là yêu cầu đầu ra và 
trình độ đầu vào của sinh viên Cao đẳng Sư phạm hiện nay, đồng thời 
cũng cần tính đến vai trò của môn học đối với các môn khoa học khác 
như Giải tích, Hình học, Vật lý, Hoá học,v.v.., và tạo điều kiện cho 
người học có thể học lên cao hơn. Cụ thể, giáo trình này phải trang bị 
được cho người giáo viên toán tương lai ở trường THCS những kiến thức 
cần thiết, đầy đủ, vững vàng về Đại số tuyến tính để giảng dạy tốt những 
phần liên quan trong chương trình toán THCS. Tuy nhiên, nội dung và 
phương pháp trình bày những nội dung ấy lại phải phù hợp với trình độ 
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nhận thức và khả năng tiếp nhận sinh viên. Mặt khác, giáo trình này cũng 
phải cung cấp đầy đủ kiến thức giúp người đọc có thể học được những 
môn khoa học khác như đã nói trên; đồng thời đáp ứng mong muốn của 
những sinh viên có hoài bão nâng cao hơn nữa trình độ của mình. Vì thế, 
nội dung cuốn sách chứa đựng những điều rất cơ bản mà mọi sinh viên 
cần nắm vững, nhưng cũng có những phần không đòi hỏi mọi sinh viên 
đều phải hiểu. 

Môn quy hoạch tuyến tính có sử dụng nhiều kiến thức đại số tuyến 
tính. Nhiều sách Đại số tuyến tính trên thế giới xếp nó như một chương 
của mình dưới đề mục "Bất phương trình tuyến tính". Trong chương 
trình Cao đẳng Sư phạm mới của hệ đào tạo giáo viên dạy hai môn, nội 
dung của môn Quy hoạch tuyến tính có giảm bớt. Nó cũng được xếp vào 
một chương trong giáo trình Đại số tuyến tính này. 

Cuốn sách này gồm bảy chương: 

Chương I. Trình bày định nghĩa, các tính chất của định thức và các 
phương pháp cơ bản tính định thức. Đó là một phương tiện để nghiên 
cứu không gian vectơ và lý thuyết hệ phương trình tuyến tính. 

Chương II và chương III. Nghiên cứu không gian vectơ và các ánh xạ 
giữa các không gian ấy - ánh xạ tuyến tính. Nó là cơ sở của Đại số tuyến 
tính. Nó giúp cho việc hoàn thiện lý thuyết hệ phương trình tuyến tính. 

Chương IV. Hệ phương trình tuyến tính. Đó là một trong những 
hướng mở rộng của phương trình được học ở trường phổ thông. Với 
chương này, lý thuyết hệ phương trình tuyến tính được coi là hoàn thiện. 

Chương V. Nghiên cứu ma trận và mối liên hệ giữa ma trận với 
không gian vectơ. Nhờ nó mà các ánh xạ tuyến tính được nghiên cứu sâu 
sắc hơn. 

Chương VI. Nghiên cứu dạng song tuyến tính và dạng toàn phương, 
một phần của lý thuyết dạng trong Đại số tuyến tính nhưng lại có ảnh 
hưởng sâu sắc đến Hình học, Phương trình vi phân và Phương trình đạo 
hàm riêng. 

Chương VII: Nghiên cứu một số bài toán của Quy hoạch tuyến tính. 

Phần Đại số tuyến tính của cuốn sách này được dùng chung cho cả 
hai hệ đào tạo giáo viên toán (hệ đào tạo giáo viên dạy môn Toán cùng 
với môn thứ hai, và hệ đào tạo giáo viên dạy chỉ một môn Toán). Yêu 
cầu đối với mỗi hệ có khác nhau. Đối với hệ đào tạo giáo viên dạy hai 
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môn, chương trình chỉ yêu cầu sinh viên nắm được những điều rất cơ 
bản. Chẳng hạn, đối với chương Định thức yêu cầu chỉ là hiểu được định 
nghĩa định thức, nắm vững các tính chất để tính được các định thức 
thông thường, không cần hiểu kĩ chứng minh của các tính chất này. Song 
đối với hệ đào tạo giáo viên chỉ dạy Toán thì đòi hỏi cao hơn cả về nội 
dung và cả về rèn luyện và phát triển tư duy toán học. Tuy nhiên những 
đòi hỏi này được thực hiện đến đâu còn tuỳ thuộc vào trình độ sinh viên 
ở từng địa phương. Đó là phần mềm dẻo mà các trường vận dụng linh 
hoạt. Phần Quy hoạch tuyến tính ở đây chỉ dùng cho hệ đào tạo giáo viên 
dạy hai môn. 

Mỗi chương đều có phần mở đầu nêu lên những yêu cầu và cách học 
tập của chương ấy. Cuối mỗi chương có phần tóm tắt đôi nét chính nội 
dung của chương để bạn đọc có dịp ôn tập lại. Phần bài tập có một số 
lượng có thể vượt quá yêu cầu chung đôi chút vì các tác giả cuốn sách 
mong muốn giúp cho những bạn đọc ham thích môn học này có thêm cơ 
hội rèn luyện kĩ năng. Vì vậy, đối với số đông sinh viên thì giảng viên 
cần chỉ dẫn cho họ những bài cụ thể. Tuy nhiên bạn đọc cố gắng giải 
càng nhiều bài tập càng tất. Các phần in chữ nhỏ không đòi hỏi sinh viên 
phải đọc. Chúng chỉ dành cho những ai thích thú tìm hiểu. 

Để học được giáo trình này, người học cần được bổ sung kiến thức 
về số phức khi mà chương trình Toán ở THPT chưa đề cập tới; hơn nữa 
cũng cần có khái niệm về các cấu trúc đại số như nhóm, vành, trường để 
tiện diễn đạt và bắt nhịp được với cách trình bày giáo trình; cần củng cố 
vững vàng kiến thức toán học bậc THPT. 

Giáo trình này được học vào năm thứ nhất sau phần cấu trúc đại số 
của giáo trình Nhập môn Toán học Cao cấp. 

Khi giảng dạy giáo trình này, có thể kết hợp nhiều hình thức như 
thuyết trình của giảng viên, hướng dẫn sinh viên tự đọc sách, tổ chức 
xêmina, v.v... Chẳng hạn, có thể tổ chức xêmina ở các mục: Các phương 
pháp tính định thức; Giải hệ phương trình tuyến tính; Các phép tính về 
ma trận. Một điều mà các tác giả muốn lưu ý thêm đối với các giảng viên 
là: vì giáo trình còn được sử dụng để tự học nên có nhiều chỗ phải đặt 
vấn đề dẫn dắt người học, có nhiều ví dụ. Do đó khi giảng bài ở lớp, các 
giảng viên nên lựa chọn những điều cần thiết nhất để có đủ thời gian 
truyền đạt những kiến thức cơ bản, những phần còn lại dành cho sinh 
viên tự học. Cũng như đã nói trên, Đại số tuyến tính có nhiều ứng dụng, 
do đó sinh viên cần có kĩ năng vận dụng kiến thức và kỹ năng tính toán. 
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Muốn thế việc thực hành của sinh viên cần được coi trọng. Nên cố gắng 
giảm bớt thời gian học lý thuyết ở lớp để giành thêm thời gian cho việc 
giải bài tập của sinh viên, và nếu có thể thu xếp được một tỉ lệ giữa thời 
gian dạy lý thuyết và thời gian làm bài tập là 1/1 thì càng tốt. 

Đối với người học, khi học giáo trình này luôn luôn có giây và bút 
trong tay để tự mình mô tả các khái niệm dựa theo những định nghĩa; tự 
mình chứng minh các định lí sau khi đã tìm hiểu kĩ giả thiết và kết luận; 
vận dụng các khái niệm, các định lí để tự mình trình bày các ví dụ cho 
trong sách. Cuối mỗi chương có phần tóm tắt, bạn đọc nên tận dụng nó 
để củng cố và hệ thống lại kiến thức đã học được ở chương ấy. Cũng cần 
nói thêm rằng Đại số tuyến tính là một trong những ngành khoa học cổ 
nhất nhưng cũng rất hiện đại. Những điều được trình bày ở đây chỉ là 
những điều cơ bản nhất, mở đầu của Đại số tuyến tính trên trường số (mà 
chủ yếu là trường số thực). Còn nhiều vấn đề nội dung chưa thể đề cập 
tới. 

Trong cuốn sách này chữ K được kí hiệu chung cho cả ba trường số, 
trường số hữu tỉ Q, trường số thực R và trường số phức C, mỗi khi muốn 
nói một điều gì chung cho cả ba trường số ấy. 

Cuối cùng, các tác giả hi vọng rằng cuốn sách đáp ứng được những 
đòi hỏi của chương trình, những mong muốn của bạn đọc. Tuy nhiên, 
cuốn sách chưa tránh khỏi hết mọi khiếm khuyết. Vì thế, các tác giả 
mong nhận được nhiều ý kiến của bạn đọc để có thể sửa chữa những sai 
sót làm cho cuốn sách ngày càng hoàn thiện và ngày càng hữu ích hơn.  

Xin chân thành cảm ơn! 

 

Các tác giả 
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CÁC KÍ HIỆU 

 

Xn  Tập hợp {1, 2,..., n} gồm n số tự nhiên từ 1 
đến n. 

σ = 








σ(n)

n

...

...

σ(2)

2

σ(1)

1
  Phép thế σ biến phần tử 1 thành σ(i). 

Sn  Tập hợp các phép thế trên tập Xn  

sgn(σ)  Dấu của phép thế σ. 

∑
=

n

1i
ia  Tổng a1 + a2 +...+ an. 

∑
∈Jj

ja   Tổng các số aj, với j thuộc tập chỉ số J. 

∏
=

n

1i
ia   Tích a1a2...an. 

∏
∈Jj

ja  Tích các thừa số aj, với j thuộc tập chỉ số J. 

A = (aij)(m,n)  Ma trận A có m dòng, n cột,với các thành 
phần aij ở dòng thứ i, cột thứ j. 

A = (aij)n  Ma trận vuông cấp n. 

Matn(K)  Tập hợp các ma trận vuông cấp n với các 
thành phần thuộc trường K. 

tA  Ma trận chuyển vị của ma trận A. 

A-1  Ma trận nghịch đảo của ma trận A. 

|A|  Định thức của ma trận A. 

I  Ma trận đơn vị. 

ij

~

M  Định thức con bù của thành phần aij trong ma 

trận vuông (aij). 
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Aij  Phần bù đại số của thành phần aij. 

rl

rl

i...i
....jjM  Định thức con xác định bởi các dòng i1,.., ir 

và các cột i1,..., jr. 

r1

r1

i...i

j...j

~

M  Định thức con bù của định thức con rl

rl

i...i
....jjM . 

r1

r1

i...i
....jjA   Phần bù đại số của định thức con rl

rl

i...i
....jjM . 

hạng(A)  Hạng của ma trận A. 

A + B  Tổng của hai ma trận A và B. 

AB  Tích của hai ma trận A và B. 

α  Vectơ, là một phần tử của không gian vectơ. 

- α   Vectơ đối của α . 

0   Vectơ không. 

AAAA     = {α 1, α 2,..., α m}  Hệ vectơ gồm các vectơ α 1, α 2,... α m. 

hạng(AAAA)  Hạng của hệ vectơ A.A.A.A. 

(ε) ={ ε 1 ε 2,..., ε n}   Cơ sở (ε) của không gian vectơ. 

dimKV  Số chiều của K- không gian vectơ V. 

f: V → W  Ánh xạ tuyến tính từ không gian V đến không 
gian W. 

f(X)  Ảnh của tập X qua ánh xạ tuyến tính f. 

Imf   Ảnh của không gian V hay ảnh của ánh xạ 
tuyến tính f. 

f-1(Y)  Ảnh ngược của tập Y. 

Kerf hay f-1(0)  Hạt nhân của ánh xạ tuyến tính f. 

HomK(V, W)  Tập hợp các ánh xạ tuyến tính từ V đến W. 

f + g  Tổng của hai ánh xạ tuyến tính f và g. 

gf Tích của hai ánh xạ tuyến tính f và g. 

β.α   Tích vô hướng của hai vectơ. 
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βα⊥   α  trực giao với β . 

H ⊥  G  Không gian H trực giao với không gian G. 

α   Chuẩn của α . 

hchw α   Hình chiếu của α  lên không gian W. 

|z|   Môđun của số phức z. 

z   Số phức liên hợp của số phức z. 

“⇒”  Chứng minh điều kiện cần. 

“⇐”  Chứng minh điều kiện đủ. 

x*  Phương án tối ưu. 

X*  Tập phương án tối ưu. 

Ai  Vectơ dòng thứ i của ma trận A. 

Aj  Vectơ cột thứ j của ma trận A. 
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Chương I 

ĐỊNH THỨC 

MỞ ĐẦU 

Ở lớp 9, ta giải hệ phương trình bậc nhất hai ẩn bằng phương pháp 
cộng đại số hoặc phương pháp thế. Những phương pháp này đã giúp ta 
dễ dàng giải các hệ phương trình với hệ số bằng số. Nhưng lên lớp 10, 
khi phải biện luận hệ phương trình: 

 
ta thấy hai phương pháp trên kém tổng quát. Song nếu dùng khái niệm 
định thức cấp hai thì việc trình bày trở nên sáng sủa, gọn gàng. 

Ta sẽ thấy rằng khi khái niệm định thức cấp n, (với n là một số 
nguyên dương tuỳ ý) được xây dựng, thì nó có một vai trò rất to lớn. Nó 
còn được áp dụng vào hầu hết các chương trong giáo trình này; đặc biệt, 
nó góp phần đưa vấn đề giải hệ phương trình bậc nhất trở thành một lý 
thuyết. Nó còn được áp dụng trong nhiều bộ môn khoa học khác như 
Hình học, Giải tích, Vật lí, Hoá học, v.v... 

Chính vì thế mà ta cần nắm vững các tính chất của định thức và các 
phương pháp tính định thức, làm nhiều bài tập rèn luyện kĩ năng tính 
định thức để có thể vận dụng tốt khi học tập và nghiên cứu bộ môn Đại 
số tuyến tính này cũng như những môn khoa học khác. 

Để định nghĩa định thức cấp n ta cần các khái niệm phép thế và ma 
trận. 

Yêu cầu chính của chương này là: 

- Hiểu rõ và nắm vững các tính chất của định thức. 

- Nắm vững các phương pháp tính định thức để có thể tính thành thạo 
những định thức cần thiết. 
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Hơn nữa, trong chương này ta cần dùng một vài kí hiệu sau: Tổng 

của n số: a1 + a2 + a3 + ... + an-1 + an, (n ≥ 1 ), được viết gọn là ∑
=

n

1i
ia , 

đọc là "xích ma ai, i chạy từ 1 đến n". Tổng quát hơn, nếu chỉ số chạy 
khắp một tập I nào đó thì ta viết là ∑

∈Ii
ia , và đọc là "xích ma ai, thuộc I". 

Ví dụ : a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 = ∑
=

7

1i
ia , đọc là “xích ma ai, i 

chạy từ 1 đến 7”. 

• Tích của n số: a1a2a3...an. (n ≥ 1), được viết gọn là ∏
=

n

1i
ia , và đọc là 

“pi ai, i chạy từ 1 đến n”. Nếu chỉ sốt chạy khắp một tập I nào đó thì ta 

viết là ∏
∈ Ii

ia và đọc là “pi, ai, i thuộc I”. 

Ví dụ: a1a2a3a4a5 = ∏
=

n

1i
ia , đọc là “pi ai, i chạy từ 1 đến 5”. 

• Cuối cùng trong cuốn sách này ta dùng từ “trường K” mỗi khi 
muốn nói đến một điều nào đó chung cho cả trường số hữu tỉ Q, trường 
số thực R và trường số phức C. 

Ta hãy tìm hiểu khái niệm phép thế. 
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§1. PHÉP THẾ 

Ở đây ta chỉ dùng khái niệm phép thế như một phương tiện để nghiên 
cứu định thức chứ chưa nghiên cứu sâu về nó. Để học chương này bạn 
đọc chỉ cần hiểu và nhớ định nghĩa các dạng phép thế và tính chất về dấu 
của nó, không cần nhớ chứng minh. 

1.1. Định nghĩa phép thế 

a) Giả sử tập hợp Xn = {1, 2, 3,..., n}, ( n ≥ 1 ). Một song ánh σ : Xn 

→ Xn được gọi là một phép thế trên tập Xn. 

Nói riêng, song ảnh đồng nhất được gọi là phép thế đồng nhất. 

b) Một phép thế τ trên tập Xn được gọi là một chuyển trí hai phần tử 
i, j thuộc Xn nếu τ(i) = j, τ(j) = i và τ(k) = k, với mọi k ∈ Xn, k ≠ i, k ≠ i. 
Nó còn được kí hiệu bởi (i, j). 

Nói một cách đơn giản, một chuyển trí chỉ hoán vị hai phần tử nào đó 
của Xn, còn giữ nguyên mọi phần tử khác. 

Tập hợp tất cả các phép thế trên tập Xn được kí hiệu bởi Sn. 

Phép thế σ : Xn  → Xn được biểu diễn như sau: 

 

trong đó σ(i) là ảnh của phần tử i ∈ Xn được viết ở dòng dưới, trong cùng 
một cột với i. 

Ví dụ 1. σ = 








14

43

23

21
 là phép thế trên tập X4 = {1, 2, 3, 4} xác 

định bởi: 

σ(1) = 3, σ(2) = 2, ε(3) = 4, σ(4) = 1. 

τ = 








23

43

41

21
 là một chuyển trí hoán vị hai số 2 và 4. Nó được 

viết gọn là τ = (2, 4). 

Chú ý. Ảnh của các phần tử của tập Xn qua mỗi phép thế cho ta một 
hoán vị trên tập Xn. Ngược lại, mỗi hoán vị lại xác định một phép thế, 
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(chẳng hạn, hoán vị (3, 4, 1, 2) xác định phép thế µ = 








21

43

43

21
 trên 

tập X4). Vì thế số các phép thế trên tập Xn bằng số các hoán vị trên tập 
ấy; nghĩa là bằng n!. Như vậy, tập Sn có n! phần tử. 

Ví dụ 2. S3 có 3! = 1.2.3 = 6 phần tử. Đó là những phép thế sau: 

 

1.2. Nghịch thế 

Định nghĩa. Giả sử mà một phép thế trên tập Xn. Với i,j ∈ Xn, i ≠ j, 
ta nói cặp (σ(i), σ(j)) là một nghịch thế của σ nếu i <j nhưng σ(i) > σ(j). 

Ví dụ. Trên X3, phép thế σ2 = 








1

3

32

21
Có 2 nghịch thế là: (2, 1), (3, 

1), phép thế τ2 = 








1

3

23

21
 có 3 nghịch thế là: (3, 2), (3, 1), (2, 1). 

1.3. Dấu của phép thế 

Định nghĩa. Ta gọi phép thế σ là một phép thế chẵn nên nó có một số 
chẵn nghịch thế. σ được gọi là phép thế lẻ nếu nó có một số lẻ nghịch 
thế. 

Ta gán cho mỗi phép thế chẵn một giá trị bằng +1, mỗi phép thế lẻ 
một giá trị bằng -1. 

Giá trị này của phép thế σ được gọi là dấu của σ và được kí hiệu bởi 
sgn(σ). 

Như vậy, theo định nghĩa, sgn(σ) = 
 

Ví dụ. Trong ví dụ ở mục 1.2, ta thấy phép thế τ = 








1

3

23

21
 là một 


