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Chöông 3 

KHOÂNG GIAN VECTÔ 

1. CAÙC KHAÙI NIEÄM CÔ BAÛN 

1.1. Ñònh nghóa 

Cho taäp hôïp V ≠ ∅  treân ñoù coù hai pheùp toaùn; moät pheùp toaùn trong maø ta goïi 
laø pheùp coäng vaø moät pheùp toaùn ngoaøi maø ta goïi laø pheùp nhaân vôùi soá thöïc, 

  ( )
: V V V

    u, v u v
+ × →

+
 ( )

 : V V
    k,u k u ku
× × →

⋅ ≡
 

Taäp V  cuøng vôùi hai pheùp toaùn treân ñöôïc goïi laø moät khoâng gian vectô treân  
neáu caùc pheùp toaùn treân V thoûa caùc tính chaát sau, vôùi moïi u, v,w V∈ , h,k ∈ , 

i)  u v v u+ = + , (tính giao hoaùn)  

ii)  ( ) ( )u v w u v w+ + = + + , tính keát hôïp) 

iii)  toàn taïi duy nhaát phaàn töû cuûa V, kyù hieäu 0 , sao cho u u+ =0  (0  ñöôïc goïi 
laø phaàn töû trung hoøa cuûa pheùp coäng, ñoïc laø vectô khoâng), 

iv)  öùng vôùi moãi u V∈ , toàn taïi duy nhaát phaàn töû cuûa V, kyù hieäu u− , sao cho 
( )u u 0+ − =  (phaàn töû u−  ñöôïc goïi laø phaàn töû ñoái hay vectô ñoái cuûa u), 

v)  ( ) ( )h ku hk u= , 

vi)  ( )h u v hu hv+ = + , 

vii)  ( )h k u hu ku+ = + , 

viii)  1 u u⋅ = . 

Khoâng gian vectô V coøn ñöôïc kyù hieäu ñaày ñuû laø ( )V, ,+ ⋅ . 

Ví duï 1. i) Taäp caùc ma traän vuoâng caáp 2, ( )2
a bV M a,b,c,d
c d

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= = ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

 

vôùi hai pheùp toaùn, coäng hai ma traän vaø nhaân moät soá thöïc vôùi moät ma traän, laø moät 
khoâng gian vectô. 

ii) Taäp ( ){ }3 x, y,z : x, y,z= ∈  vôùi hai pheùp toaùn, 

   ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3x , x , x y , y , y x y , x y , x y+ = + + + , 

   ( ) ( )1 2 3 1 2 3k x , x , x kx ,kx ,kx= , 

thoûa caùc ñieàu kieän ñeå trôû thaønh moät khoâng gian vectô.  
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Toång quaùt : Taäp ( ){ }n
1 2 n ix , x ,..., x x , i 1,2,...,n= ∈ = , vôùi hai pheùp toaùn   

   ( ) ( ) ( )1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nx , x ,..., x y , y ,..., y x y , x y ,..., x y+ = + + + , 

   ( ) ( )1 2 n 1 2 nk x , x ,..., x kx ,kx ,..., kx= , 

laø moät khoâng gian vectô. 

1.2. Ñònh nghóa. Cho ( )V, ,+ ⋅  laø moät khoâng gian vectô vaø 1 2 nu ,u ,...,u V∈ . Vôùi moãi 

daõy soá 1 2 nk ,k ,..., k ∈ , ta goïi 

      1 1 2 2 n nk u k u ... k u+ + +   

laø moät toå hôïp tuyeán tính caùc vectô 1 2 nu ,u ,..., u . 

Ví duï 2. i) Cho ( )2V M= . Vôùi  

  1
1 0u
1 0
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2
0 1u
0 1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3
1 1u
0 0
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 4
0 0u V
1 1
⎛ ⎞

= ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

vaø 1 2 3 4k ,k ,k ,k ∈ , ta coù moät toå hôïp tuyeán tính cuûa 1 2 3 4u ,u ,u ,u  laø 

    1 3 2 3
1 1 2 2 3 3 4 4

1 4 2 4

k k k k
k u k u k u k u V

k k k k
⎛ ⎞+ +

+ + + = ∈⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

  ii) Vôùi 3V = , ( )1u 1,1,0= , ( )2u 0,1,1= , ( )3u 1,0,1= , ta coù caùc toå hôïp tuyeán 

tính cuûa 1 2 3u ,u ,u  laø 

   ( )1 1 2 2 3 3 1 3 1 2 2 3k u k u k u = k k ,k k ,k k+ + + + + , vôùi 1 2 3k ,k ,k ∈ . 

1.3. Ñònh nghóa. Cho V  laø moät khoâng gian vectô, W V,  W⊂ ≠ ∅ . Neáu vôùi moãi 
u, v W∈ , k ∈ , ta ñeàu coù u v,  ku W+ ∈ , ta noùi W  laø moät khoâng gian vectô con hay 
vaén taét laø khoâng gian con cuûa V , kyù hieäu W V≤ . 

Ví duï 3. i)  Vôùi 2V =  vaø ( ){ }1W x,0 : x= ∈ , ta coù 1W V⊂ , 1W ≠ ∅  vaø vôùi 

moïi ( )x,0 , ( ) 1y,0 W∈ , k ∈ , 

      ( ) ( ) ( ) 1x,0 y,0 x y,0 W+ = + ∈ , 

      ( ) ( ) 1k x,0 kx,0 W= ∈ . 

Do ñoù 1W V≤ . 

Vôùi ( ){ }2W m,2m : m= ∈ , ta coù 2W V⊂ , 2W ≠ ∅  vaø vôùi moïi ( )m,2m , 

( ) 2n,2n W∈ , k ∈ , 

    ( ) ( ) ( )( ) 2m,  2m n,  2n m n,  2 m n W+ = + + ∈ , 
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    ( ) ( ) 2k m,2m km,  2km W= ∈ . 

Vaäy 2W  cuõng laø moät khoâng gian vectô con cuûa V . 

ii)  Xeùt khoâng gian vectô caùc ma traän vuoâng caáp 2, ( )2V M= , vaø W  laø taäp 

hôïp caùc ma traän cheùo caáp 2, 

      a 0W a, b V
0 b

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= ∈ ⊂⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

. 

Do W ≠ ∅ , toång cuûa hai ma traän cheùo cuõng laø moät ma traän cheùo vaø tích cuûa 
moät ma traän cheùo vôùi moät soá thöïc cuõng laø moät ma traän cheùo. Noùi khaùc ñi, toång hai 
phaàn töû cuûa W  laø moät phaàn töû cuûa W , tích cuûa phaàn töû thuoäc W  vôùi moät soá cuõng 
laø phaàn töû cuûa W  neân taäp hôïp taát caû caùc ma traän cheùo caáp 2 laø moät khoâng gian 
vectô con cuûa khoâng gian caùc ma traän vuoâng caáp hai. 

iii)  Xeùt 3V =  vaø ( ){ }W m n,m n,n m,n= + − ∈ . Ta coù W laø moät taäp con 

khoâng roãng cuûa V vaø vôùi moïi k ∈ , ( )1 1 1 1 1 1u m n ,m n ,n= + − , 

( )2 2 2 2 2 2u m n ,m n ,n W= + − ∈ , ta coù 

  ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2u u m m n n , m m n n ,n n W+ = + + + + − + + ∈ , 

  ( )1 1 1 1 1 1ku km kn ,km kn ,kn W= + − ∈ . 

Do ñoù 3W V≤ = . 

1.4. Ñònh lyù. Cho V  laø moät khoâng gian vectô vaø heä caùc vectô { }1 2 nS u ,u ,...,u V= ⊂  

. Taäp W  caùc toå hôïp tuyeán tính cuûa 1 2 nu ,u ,..., u  laø moät khoâng gian vectô con cuûa V , 

   { }1 1 2 2 n n 1 2 nW k u k u ... k u : k ,k ,..., k V= + + + ∈ ≤ . 

Ta noùi W  laø khoâng gian vectô con sinh bôûi S , hay S  sinh ra W , kyù hieäu  

      1 2 nW S u ,u ,...,u= = . 

Ví duï 4. Vôùi V vaø W cho trong ví duï 3, phaàn iii), ta coù 

  ( ){ } ( ) ( ){ }W m n,m n,n m,n m,m,0 n, n,n m,n= + − ∈ = + − ∈  

   ( ) ( ){ }m 1,1,0 n 1, 1,1 m,n= + − ∈  

neân ( ) ( )W 1,1,0 , 1, 1,1= −  vaø do ñoù noù laø moät khoâng gian vectô con cuûa V. 

Xuaát phaùt töø nhaän xeùt raèng taäp nghieäm W cuûa moät heä phöông trình tuyeán 
tính thuaàn nhaát theo n aån soá laø moät taäp con khoâng roãng cuûa n  vaø toång hai 
nghieäm cuûa moät heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát cuõng nhö tích moät nghieäm 
cuûa moät heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát vôùi moät haèng soá cuõng laø nghieäm 
cuûa heä phöông trình ñoù, ta ñöôïc  
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Taäp hôïp taát caû caùc nghieäm cuûa moät heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát 
theo n  aån soá laø moät khoâng gian vectô con cuûa n .  

Hôn nöõa, baèng phöông phaùp Gauss, ta coøn tìm ñöôïc moät taäp sinh cuûa khoâng 
gian nghieäm moät heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát. 

Ví duï 5. Cho heä phöông trình 

   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

x 2x 4x 3x 0
3x 5x 6x 4x 0
4x 5x 2x 3x 0
3x 8x 24x 19x 0

⎧ + + − =
⎪

+ + − =⎪
⎨

+ − + =⎪
⎪ + + − =⎩

 

Giaûi heä phöông trình treân, ta nhaän ñöôïc nghieäm 

     ( )8m 7n, 6m 5n,m,n ;  m,n− − + ∈ . 

Vaäy taäp nghieäm cuûa heä naøy laø  

  ( ){ } ( ) ( ) 4W 8m 7n, 6m 5n,m,n m,n 8, 6,1,0 , 7,5,0,1= − − + ∈ = − − ≤ . 

Ñaëc bieät, khi S V= , ta noùi S  sinh ra V . Khi ñoù, moïi vectô cuûa V  ñeàu laø 

moät toå hôïp tuyeán tính caùc phaàn töû cuûa S , nghóa laø öùng vôùi moãi vectô v V∈ , ta tìm 
ñöôïc 1 2 nk ,k ,..., k ∈  sao cho  

      1 1 2 2 n nv k v k v ... k v= + + + . 

Ví duï 6. Xeùt 3V =  vaø { } 3
1 2 3S e ,e ,e= ⊂ , vôùi ( )1e 1,1,0= , ( )2e 1,0,1= , 

( )3e 0,1,1= . 

a)  Vôùi ( ) 3v 2,4,6= ∈  vaø 1 2 3k ,k ,k ∈ , ta coù  

 1 1 2 2 3 3v k e k e k e= + + ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32,4,6 k 1,1,0 k 1,0,1  k 0,1,1⇔ = + +  

     
1 2

1 3

2 3

k k 2
k k 4

k k 6

⎧ + =
⎪

⇔ + =⎨
⎪ + =⎩

 (3.1) 

Chuù yù raèng, neáu heä (3.1) coù nghieäm, nghóa laø toàn taïi 1 2 3k ,k ,k ∈  sao cho 

1 1 2 2 3 3v k e k e k e= + + , thì v  laø moät toå hôïp tuyeán tính caùc phaàn töû cuûa S . Neáu heä 

(3.1) voâ nghieäm, nghóa laø khoâng toàn taïi 1 2 3k ,k ,k  sao cho 1 1 2 2 3 3v k e k e k e= + + , thì 

v  khoâng laø moät toå hôïp tuyeán tính caùc phaàn töû cuûa S . 
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Do heä (3.1) coù nghieäm  

      
1

2

3

k 0
k 2
k 4

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

 

nghóa laø 1 2 3v 0e 2e 4e= + +  neân v  laø moät toå hôïp tuyeán tính caùc phaàn töû cuûa S . 

b)  Neáu moïi vectô 3v ∈  ñeàu laø moät toå hôïp tuyeán tính caùc vectô cuûa S thì S  
sinh ra 3 . Ngöôïc laïi, neáu toàn taïi vectô 3v ∈  sao cho v  khoâng laø moät toå hôïp 
tuyeán tính cuûa S  thì S  khoâng sinh ra 3 . Do ñoù, ñeå kieåm tra xem S coù sinh ra 3  
hay khoâng, ta xeùt vectô baát kyø ( ) 3v a, b, c= ∈ . Do  

  v laø moät toå hôïp tuyeán tính caùc vectô cuûa S 

   ⇔  toàn taïi 1 2 3k ,k ,k ∈  sao cho 1 1 2 2 3 3v k e k e k e= + +  

   
1 2

1 3

2 3

k k a
k k b

k k c

⎧ + =
⎪

⇔ + =⎨
⎪ + =⎩

,  coù nghieäm. 

Heä phöông trình neâu treân laø heä Cramer neân noù luoân luoân coù nghieäm baát chaáp 
caùc tham soá a, b,c . Do ñoù moïi vectô 3v ∈  ñeàu laø toå hôïp tuyeán tính caùc phaàn töû 
cuûa S . Vaäy S  sinh ra 3 . 

1.5. Ñònh nghóa. Cho V  laø moät khoâng gian vectô vaø heä caùc vectô 
{ }1 2 nS e ,e ,..., e V= ⊂ . Ta noùi S  laø ñoäc laäp tuyeán tính khi vôùi moïi 1 2 nk ,k ,..., k ∈ , 

neáu  

      1 1 2 2 n nk e k e ... k e+ + + = 0  

thì  1 2 nk k ... k 0= = = = . 

Khi S  khoâng ñoäc laäp tuyeán tính, ta noùi S  phuï thuoäc tuyeán tính, nghóa laø toàn 
taïi 1 2 nk ,k ,..., k ∈  khoâng ñoàng thôøi baèng 0 (coù ít nhaát moät ik 0≠ ) sao cho 

1 1 2 2 n nk e k e ... k e+ + + = 0 . 

Ví duï 7. Cho 3V =  vaø { } 3
1 2 3S e ,e ,e= ⊂  vôùi ( )1e 1,1,0= , ( )2e 1,0,1= , 

( )3e 0,1,1= . Vôùi 1 2 3k ,k ,k ∈  baát kyø, ta coù  

   1 1 2 2 3 3k e k e k e+ + = 0
1 2

1 3

2 3

k k 0
k k 0

k k 0

⎧ + =
⎪

⇔ + =⎨
⎪ + =⎩

 (3.2) 

Ta nhaän ñöôïc moät heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát theo caùc aån 

1 2 3k ,k ,k . Neáu heä phöông trình naøy chæ coù nghieäm taàm thöôøng 1 2 3k k k 0= = = , thì  

S  ñoäc laäp tuyeán tính. Ngöôïc laïi, neáu heä naøy coù ít nhaát moät nghieäm taàm thöôøng, 
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nghóa laø coù 1 2 3k ,k ,k  khoâng ñoàng thôøi baèng 0 sao cho 1 1 2 2 3 3k e k e k e+ + = 0 , thì S  

phuï thuoäc tuyeán tính.  

Trong ví duï naøy, heä thuaàn nhaát (3.2) chæ coù nghieäm taàm thöôøng 

1 2 3k k k 0= = = . Vaäy S  ñoäc laäp tuyeán tính. 

Ví duï 8. Cho 3V =  vaø { } 3
1 2 3S u ,u ,u= ⊂  vôùi  

   ( ) ( ) ( )1 2 3u 1, 2,1 ,  u 2,1, 1 ,  u 7, 4,1= − = − = − . 

Vôùi 1 2 3k ,k ,k ∈  baát kyø, ta coù  

   1 1 2 2 3 3k u k u k u+ + = 0
1 2 3

1 2 3

1 2 3

k 2k 7k 0
2k k 4k 0
k k k 0

⎧ + + =
⎪

⇔ − + − =⎨
⎪ − + =⎩

 (3.3) 

Heä (3.3) coù ít nhaát moät nghieäm khoâng taàm thöôøng neân ta keát luaän S  phuï 
thuoäc tuyeán tính. Cuï theå, giaûi heä (3) baèng phöông phaùp Gauss, ta nhaän ñöôïc 
nghieäm toång quaùt cuûa heä laø ( )3m, 2m,m ,  m− − ∈ . Vôùi m 1= − , ta ñöôïc moät 

nghieäm khoâng taàm thöôøng  

      
1

2

3

k 3
k 2
k 1

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ = −⎩

. 

Ñieàu naøy coù nghóa laø 1 2 33u 2u u+ − = 0  vaø do ñoù S  phuï thuoäc tuyeán tính. 

2. CÔ SÔÛ VAØ SOÁ CHIEÀU CUÛA MOÄT KHOÂNG GIAN VECTÔ 

2.1. Ñònh nghóa. Cho V  laø moät khoâng gian vectô vaø { }1 2 nS e ,e ,..., e V= ⊂ . Ta noùi 

S  laø moät cô sôû cuûa V  neáu 

i)  S V= , nghóa laø S sinh ra V, vaø 

ii)  S  ñoäc laäp tuyeán tính. 

Khi ñoù, ta noùi V  laø moät khoâng gian vectô höõu haïn chieàu. Ngöôøi ta chöùng 
minh ñöôïc raèng baát cöù moät cô sôû naøo khaùc cuûa V  cuõng phaûi coù ñuùng n  vectô vaø giaù 
trò n  duy nhaát naøy ñöôïc goïi laø soá chieàu cuûa V , kyù hieäu dim V n= .  

Khi ñoù, öùng vôùi moãi vectô v V∈ , toàn taïi duy nhaát 1 2 nk ,k ,..., k ∈  sao cho  

1 1 2 2 n nv k v k v ... k v= + + + . Baáy giôø, 1 2 nk ,k ,..., k  ñöôïc goïi laø caùc toïa ñoä cuûa v  ñoái 

vôùi cô sôû S , kyù hieäu  

      

1

2
S

n

k
k

v

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Ví duï 9.  

i)  Cho 2V = . Ta coù { }S i, j= , vôùi ( ) ( )i 1,0 ,  j 0,1= =  laø moät cô sôû cuûa V vaø 

vôùi moïi vectô ( ) 2v a, b= ∈ , ta coù v ai bj= +  vaø do ñoù ta ñöôïc  

      
S

av
b
⎛ ⎞

⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦
⎝ ⎠

. 

S  ñöôïc goïi laø cô sôû chính taéc cuûa 2 . Toïa ñoä cuûa moät boä thöù töï trong cô sôû 
chính taéc naøy chính laø caùc thaønh phaàn cuûa boä thöù töï ñoù. 

Heä caùc vectô { } 2
1 2S e ,e′ ′ ′= ⊂ , vôùi ( )1e 1,1′ = , ( )2e 1,1′ = − , cuõng laø moät cô sôû 

cuûa 2  vaø vì vôùi moïi vectô ( ) 2v a, b= ∈ , ta coù  

  1 1 2 2v k e k e= + 1 2

1 2

k k a
k k b
⎧ − =⎪⇔ ⎨

+ =⎪⎩

a b
1 2

b a
2 2

k

k

+

−

⎧ =⎪⇔ ⎨
=⎪⎩

. 

Do ñoù,  

      
a b
2

S b a
2

v
+

′ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Toång quaùt. Xeùt ( ){ }n
1 2 n ix , x ,..., x x ,  i 1,n= ∈ ∀ = . Ta coù { }1 2 ne ,e ,..., e=B , 

vôùi   

      

( )
( )

( )

1

2

n

e 1,0,...,0

e 0,1,...,0

...
e 0,0,...,1

⎧ =
⎪
⎪ =
⎨
⎪
⎪ =⎩

 

laø moät cô sôû cuûa n , goïi laø cô sôû chính taéc. Khi ñoù, vôùi moïi vectô 
( ) n

1 2 nv x , x ,..., x= ∈ , do  

     1 1 2 2 n nv x e x e ... x e= + + +  

ta suy ra 

      

1

2

n

x
x

v

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B
 

Ví duï 10. Xeùt 3V =  vaø { }1 2 3e ,e ,e=B  laø cô sôû chính taéc cuûa 3 , 

    ( ) ( ) ( )1 2 3e 1,0,0 ,  e 0,1,0 ,  e 0,0,1= = = . 
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Vôùi ( ) 3v 1,2,3= ∈ , ta coù  

      
1

v 2
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B
. 

Laáy { }1 2 3f , f , f′ =B , vôùi ( )1f 1,1,0= , ( )2f 1,0,1= , ( )3f 0,1,1= , laø moät cô sôû khaùc 

cuûa 3 . Ta coù 

 
1

2

3

x
v x

x
′

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B 1 1 2 2 3 3v x f x f x f⇔ = + +
1 2

1 3

2 3

x x 1
x x 2

x x 3

⎧ + =
⎪

⇔ + =⎨
⎪ + =⎩

1

2

3

x 0
x 1
x 2

⎧ =
⎪

⇔ =⎨
⎪ =⎩

. 

Vaäy 

      
0

v 1
2

′

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B
. 

2.2. Ñònh lyù. Cho { }1 2 ne ,e ,..., e=B , { }1 2 nf , f , ..., f′ =B  laø hai cô sôû cuûa moät khoâng 

gian vectô V . Khi ñoù, vôùi moïi v V∈  ta coù v A v
′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦B B
 , trong ñoù  

     ( )1 2 nA f f f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦B B B
. 

 Ma traän A  ñöôïc goïi laø ma traän ñoåi cô sôû töø B  qua ′B , kyù hieäu P ′→B B . 

Ví duï 11. Vôùi hai cô sôû B  vaø ′B  trong ví duï 10, ta ñöôïc ma traän ñoåi cô sôû töø 
B  qua ′B  laø 

   ( )1 2 3

1 1 0
P f f f 1 0 1

0 1 1
′→

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B B B B B
 

vaø toïa ñoä cuûa ( ) 3v 1,2,3= ∈  ñoái vôùi hai cô sôû naøy lieân heä vôùi nhau qua ñaúng thöùc  

   
1 1 1 0 0

v P v 2 1 0 1 1
3 0 1 1 2

′→ ′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B BB B
. 

Töø ñònh lyù 2.2, ta suy ra raèng vôùi hai cô sôû B  vaø ′B  cho tröôùc cuûa moät khoâng 
gian vectô, neáu ta bieát ma traän ñoåi cô sôû töø cô sôû naøy qua cô sôû kia vaø toïa ñoä cuûa 
moät vectô baát kyø trong moät cô sôû thì ta suy ra toïa ñoä cuûa noù trong cô sôû coøn laïi, 

     v P v′→ ′
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦B BB B

, 

     v P v′→′
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦B BB B

. 
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Hôn nöõa, ta coù caùc tính chaát sau 

2.3. Tính chaát.  Vôùi ba cô sôû B , ′B  vaø ′′B  cuûa moät khoâng gian vectô V , ta coù 

  i) ( ) 1
P P

−

′ ′→ →=B B B B , 

  ii) P P .P′′ ′ ′ ′′→ → →=B B B B B B  

Ví duï 12. Tìm ma traän ñoåi cô sôû töø B  qua ′B  cho trong ví duï 11. 

Caùch 1. Duøng tính chaát 2.3, vôùi  

    
1 1 0

P 1 0 1
0 1 1

′→

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B B  

ta suy ra 

   ( )
1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2

1 1 1
1P P 1 1 1
2

1 1 1

−
′ ′→ →

⎛ ⎞− ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
= = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

B B B B . 

Caùch 2. Duøng ñònh nghóa cuûa ma traän ñoåi cô sôû : 

  ( ) ( )
1 1 1
2 2 21
1 1 1

1 2 3 2 2 2
1 1 1
2 2 2

P e e e
−

′→ ′ ′ ′

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

B B B B B
. 

Khi ñoù, vôùi ( )v 4, 2,0= − , toïa ñoä cuûa v  ñoái vôùi cô sôû B  laø  

     
4

v 2
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤ = −⎜ ⎟⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B
 

vaø do ñoù toïa ñoä cuûa v  ñoái vôùi cô sôû ′B  laø 

   

1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2

4 1
v P v 2 3

0 3
′→′

⎛ ⎞− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

B BB B
. 

Ví duï 13. Ngoaøi caùc cô sôû B  qua ′B  cho trong ví duï 11, xeùt cô sôû 

    ( ) ( ) ( ){ }1 2 3g 1,0,0 ,g 1,1,0 ,g 1,1,1′′ = = = =B . 

Tìm ma traän ñoåi cô sôû P ′ ′′→B B . 

Duøng tính chaát 2.3, vôùi  
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1 1 0

P 1 0 1
0 1 1

′→

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B B  vaø 
1 1 1

P 0 1 1
0 0 1

′′→

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B B , 

ta ñöôïc 

   

( ) 1
P P .P P .P

1 1 1 1 1 1 1 2 1
1 11 1 1 0 1 1 1 0 1
2 2

1 1 1 0 0 1 1 0 1

−
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′→ → → → →= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B B B B B B B B B B

 

3. HAÏNG CUÛA MOÄT HEÄ VECTÔ 

3.1. Ñònh nghóa. Cho V  laø moät khoâng gian vectô vaø { }1 2 nS v , v ,..., v=  laø moät heä 

caùc vectô cuûa V . Khi ñoù, soá chieàu cuûa khoâng gian con sinh bôûi S  ñöôïc goïi laø haïng 
cuûa heä vectô S , kyù hieäu rankS . 

Ñaët W S V= ≤ . Neáu S  ñoäc laäp tuyeán tính thì S  trôû thaønh moät cô sôû cho W  

vaø do ñoù dim W n rankS= = . Neáu S  khoâng ñoäc laäp tuyeán tính, nghóa laø toàn taïi  

1 2 nk ,k ,..., k ∈  khoâng ñoàng thôøi baèng 0 sao cho 1 1 2 2 n nk v k v ... k v+ + + = 0 . Khoâng 

maát tính toång quaùt, giaû söû 1k 0≠ . Baáy giôø do 1 2 nv v ,..., v∈  neân neáu boû bôùt vectô 

1v  khoûi S, ta nhaän ñöôïc moät heä S′  goàm n 1−  vectô sinh ra W . Neáu heä S′  ñoäc laäp 

tuyeán tính thì noù trôû thaønh moät cô sôû cuûa W  vaø khi ñoù dim W rankS n 1= = − , ... 

Vì vaäy, haïng cuûa heä S  chính laø soá vectô ñoäc laäp tuyeán tính toái ñaïi trong S , 
nghóa laø neáu rankS r=  thì S  coù r  vectô ñoäc laäp tuyeán tính vaø baát kyø heä con naøo 
cuûa S  coù nhieàu hôn r  vectô ñeàu phuï thuoäc tuyeán tính. 

Nhaän xeùt raèng vôùi S  laø moät heä caùc vectô trong moät khoâng gian vectô V , neáu 
ta thay ñoåi caùc vectô cuûa S baèng caùch 

- ñoåi choã (hoaùn vò) hai vectô, 

- nhaân moät vectô cuûa S vôùi moät soá khaùc 0, 

- thay moät vectô cuûa S baèng vectô ñoù coäng moät haèng soá nhaân vôùi vectô khaùc 
cuûa S,  

thì ta nhaän ñöôïc moät heä caùc vectô môùi S′  vôùi S S′= .  

Töø ñoù, ta coù giaûi thuaät tìm haïng cuûa moät heä vectô nhö sau 

3.2. Giaûi thuaät tìm haïng cuûa moät heä vectô 

Cho V  laø moät khoâng gian vectô vôùi moät cô sôû B  vaø moät heä caùc vectô 
{ }1 2 nS v , v ,..., v V= ⊂ . Ñaêt W S= . Ta coù giaûi thuaät tìm haïng cuûa heä vectô S 
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•  Laäp ma traän A , vôùi 

      

T
1

T
2

T
n

v

vA
...

v

⎛ ⎞⎡ ⎤⎣ ⎦⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤⎣ ⎦⎝ ⎠

B

B

B

. 

•  Duøng caùc pheùp bieán ñoåi sô caáp treân doøng ñeå bieán A thaønh ma traän baäc 
thang theo doøng, ta nhaän ñöôïc heä môùi sinh ra cuøng khoâng gian con W. Loaïi tröø caùc 
vectô sinh bôûi caùc haøng khoâng, caùc vectô coøn laïi taïo thaønh moät heä caùc vectô ñoäc laäp 
tuyeán tính sinh ra W vaø do ñoù soá caùc vectô naøy chính laø soá chieàu cuûa cuûa W vaø cuõng 
laø haïng cuûa heä S. 

Ví duï 13. Trong 3 xeùt hoï { }1 2 3S v , v , v= , vôùi  

   ( )1v 1,3,0= , ( )2v 0,2,4= , ( )3v 1,5,4= , ( )4v 1,1, 4= − . 

Tìm rankS . 

Vôùi B  laø cô sôû chính taéc cuûa 3 , ta coù  

  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

T
1

T
3 : 3 1 3 : 3 22
4 : 4 1 4 : 4 2T

3

T
4

u
1 3 0 1 3 0 1 3 0

u 0 2 4 0 2 4 0 2 4A
1 5 4 0 2 4 0 0 0u
1 1 4 0 2 4 0 0 0

u

= − = −

= − = −

⎛ ⎞⎡ ⎤⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎡ ⎤⎣ ⎦⎝ ⎠

B

B

B

B

 

Vaäy  

   ( ) ( )1 2W S v 1,3,0 , v 0,2,4= = = = . 

Do 1 2v , v  ñoäc laäp tuyeán tính neân  rankS dim W 2= = . 

Tieáp theo, ta xaùc ñònh moät cô sôû cuõng nhö soá chieàu cuûa moät soá khoâng gian 
vectô con nhaän ñöôïc khi khaûo saùt caùc heä phöông trình tuyeán tính. 

3.3. Cô sôû vaø soá chieàu cuûa khoâng gian nghieäm heä phöông trình tuyeán tính 
thuaàn nhaát 

 Baèng caùch giaûi heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát, ta tìm ñöôïc taäp 
nghieäm, töø ñoù suy ra heä vectô sinh ra taäp nghieäm. Khaûo saùt heä naøy, ta nhaän ñöôïc 
cô sôû vaø soá chieàu cuûa khoâng gian nghieäm.    

Ví duï 14. Xeùt khoâng gian nghieäm W  cuûa heä phöông trình tuyeán tính thuaàn 
nhaát 
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1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

x 2x x 3x 4x 0
2x 4x 2x 7x 5x 0
2x 4x 2x 4x 2x 0

⎧ + − + − =
⎪

+ − + + =⎨
⎪ + − + − =⎩

 

Giaûi heä treân baèng phöông phaùp Gauss, 

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 : 2 2 1
3 : 3 2 1

3 : 3 2 2

1 2 1 3 4 1 2 1 3 4
A 2 4 2 7 5 0 0 0 1 13

2 4 2 4 2 0 0 0 2 6

1 2 1 3 4
0 0 0 1 13
0 0 0 0 32

= −

= −

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟

⎯⎯⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Choïn 1 4 5x , x , x  laøm aån cô sôû; 2 3x , x  laø aån töï do vaø cho 2 3x m, x n= = , ta nhaän 

ñöôïc heä phöông trình theo caùc aån cô sôû  

   
1 4 5

4 5

5

x 3x 4x 2m n
x 13x 0

32x 0

⎧ + − = − +
⎪

+ =⎨
⎪ =⎩

 

Töø ñoù, ta ñöôïc nghieäm toång quaùt cuûa heä laø ( )2m n,  m,  n,  0,  0− + , vôùi 

m,n∈ . Suy ra  

   
( ){ }

( ) ( ){ } 1 2

W 2m n,m,n,0,0 m,n

   m 2,1,0,0,0 n 1,0,1,0,0 m,n u ,u

= − + ∈

= − + ∈ =
 

vôùi  

   ( ) ( )1 2u 2,1,0,0,0 ,  u 1,0,1,0,0= − = . 

Do 1 2u ,  u  ñoäc laäp tuyeán tính neân chuùng taïo thaønh moät cô sôû cuûa W  vaø do ñoù, 
dim W 2.=  

3.4. Cô sôû vaø soá chieàu cuûa khoâng gian caùc soá haïng töï do ñeå moät heä phöông 
trình tuyeán tính coù nghieäm 

Vôùi moät heä phöông trình tuyeán tính goàm m phöông trình theo n aån soá cho 
tröôùc vieát döôùi daïng ma traän 

      AX B= , (3.4) 

trong ñoù m nA M ×∈  laø ma traän caùc heä soá, m 1B M ×∈  laø ma traän coät caùc heä soá töï do 

vaø n 1X M ×∈  laø ma traän caùc aån soá, xeùt taäp hôïp W caùc vectô ( ) m
1 2 mv b , b ,..., b= ∈  

sao cho phöông trình (3.4), vôùi 
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1

2

m

b
b

B v
...
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎡ ⎤= = ⎣ ⎦⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B
, 

trong ñoù B  laø cô sôû chính taéc cuûa m , coù nghieäm. 

Deã thaáy raèng vôùi moïi 1 2v , v W∈ , nghóa laø toàn taïi 1 2 m 1X ,X M ×∈  sao cho 

1 1AX v⎡ ⎤= ⎣ ⎦B , 2 2AX v⎡ ⎤= ⎣ ⎦B  vaø vôùi moïi k ∈ , ta coù 

    ( )1 2 1 2 1 2 1 2A X X AX AX v v v v⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + = + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦B B B
, 

    ( )1 1 1 1A kX kAX k v kv⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦B B
, 

nghóa laø 1 2 1v v ,kv W+ ∈ . Do ñoù W trôû thaønh moät khoâng gian vectô con cuûa m . 

Ñeå tìm soá chieàu cuõng nhö moät cô sôû cho W, ta tìm caùch  bieåu dieãn W nhö sau  

Phöông phaùp 1 : Xem W nhö laø khoâng gian sinh bôûi caùc vectô coät cuûa ma traän 
caùc heä soá, vaø 

Phöông phaùp 2 : Duøng phöông phaùp Gauss, ta xaùc ñònh ñöôïc W (laø khoâng gian 
nghieäm cuûa moät heä phöông trình tuyeán tính thuaàn nhaát). 

Ví duï 15. Cho heä phöông trình 

    

1 2 4

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3 4

x x 2x a
2x 4x x 5x b
x 3x 5x c
3x 7x 3x 9x d
2x 8x 4x 2x e

⎧ + + =
⎪

+ − + =⎪
⎪ + + =⎨
⎪ + − + =⎪
⎪ + − + =⎩

 (3.5) 

Xeùt ( ){ }W a,b,c heä phöông trình (3.5) coù nghieäm= .  

Phöông phaùp 1 : Ta coù v (a, b,c,d,e) W= ∈  neáu toàn taïi 1 2 3 4k ,k ,k ,k ∈  sao 

cho  

     

1 2 4

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3 4

a k k 2k
b 2k 4k k 5k
c k 3k 5k
d 3k 7k 3k 9k
e 2k 8k 4k 2k

⎧ = + +
⎪

= + − +⎪
⎪ = + +⎨
⎪ = + − +⎪
⎪ = + − +⎩

 

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4v k 1,2,1,3,2 k 1,4,3,7,8 k 0, 1,0, 3, 4 k 2,5,5,9,2⇔ = + + − − − +  

Do ñoù 

      1 2 3 4W u ,u ,u ,u= , 
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vôùi ( )1u 1,2,1,3,2= , ( )2u 1,4,3,7,8= , ( )3u 0, 1,0, 3,4= − −  vaø ( )4u 2,5,5,9,2= . 

Tìm haïng cuûa heä { }1 2 3 4S u ,u ,u ,u= ,  

   ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 : 2 1
4 : 4 2 1

1 2 1 3 2 1 2 1 3 2
1 4 3 7 8 0 2 2 4 6A
0 1 0 3 4 0 1 0 3 4
2 5 5 9 2 0 1 3 3 2

= −

= −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
2

1
3

2 : 2 4 : 4 2 3
3 : 3 2
4 : 4 2

4 : 4

1 2 1 3 2 1 2 1 3 2
0 1 1 2 3 0 1 1 2 3
0 0 1 1 1 0 0 1 1 1
0 0 2 1 5 0 0 0 3 3

1 2 1 3 2
0 1 1 2 3
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1

= = −

= +
= −

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

ta ñöôïc  

   ( ) ( ) ( ) ( )W 1,2,1,3,2 , 0,1,1,2,3 , 0,0,1, 1, 1 , 0,0,0,1, 1= − − − .  

Do ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,2,1,3,2 , 0,1,1,2,3 , 0,0,1, 1, 1 , 0,0,0,1, 1− − −  ñoäc laäp tuyeán tính neân 

noù taïo thaønh moät cô sôû cho W vaø do ñoù dim W 4= . 

Phöông phaùp 2 : Khaûo saùt heä (3.5) baèng phöông phaùp Gauss, ta coù 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 : 2 2 1
3 : 3 1
4 : 4 3 1
5 : 5 2 1

3 : 3 2
4 : 4 2 2
5 : 5 3 2

1 1 0 2 a 1 1 0 2 a
2 4 1 5 b 0 2 1 1 b 2a

A A B 1 3 0 5 c 0 2 0 3 c a
3 7 3 9 d 0 4 3 3 d 3a
2 8 4 2 e 0 6 4 2 e 2a

1 1 0 2 a
0 2 1 1 b 2a
0 0 1 2 c b a
0 0 1 1
0 0 1 5

= −
= −

= −
= −

= −

= −
= −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −
⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − +

−
− −

d 2b a
e 3b 4a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− +⎜ ⎟
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

      ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
4 : 4 3
5 : 5 3

1 1 0 2 a
0 2 1 1 b 2a
0 0 1 2 c b a
0 0 0 3 d c 3b 2a
0 0 0 3 e c 4b 5a

= +

= +

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − +
⎜ ⎟

+ − +⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠
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      ( ) ( ) ( )5 : 5 4

1 1 0 2 a
0 2 1 1 b 2a
0 0 1 2 c b a
0 0 0 3 d c 3b 2a
0 0 0 0 e d 2c 7b 7a

= +

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − +
⎜ ⎟

+ − +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

 

Heä (3.5) coù nghieäm neáu vaø chæ neáu rank A rank A= , nghóa laø  

     7a 7b 2c d e 0− + + + = . 

Noùi khaùc ñi, W laø khoâng gian nghieäm cuûa phöông trình tuyeán tính  

     1 2 3 4 57x 7x 2x x x 0− + + + =  

vaø ta ñöôïc 

   
( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

W m,n,p,q, 7m 7n 2p q m,n,p,q

1,0,0,0, 7 , 0,1,0,0,7 , 0,0,1,0, 2 , 0,0,0,1, 1

= − + − − ∈

= − − −
 

Do ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,0,0,0, 7 , 0,1,0,0,7 , 0,0,1,0, 2 , 0,0,0,1, 1− − −  ñoäc laäp tuyeán tính neân 

chuùng taïo thaønh moät cô sôû cho W vaø do ñoù dim W 4= . 

Baøi taäp 

1. Hoûi caùc taäp döôùi ñaây coù laø moät khoâng gian con cuûa 3  hay khoâng ? 

a) ( ){ }1W a,0,0 a= ∈ . 

b) ( ){ }2W a,1,1 a= ∈ . 

2. Cho khoâng gian vectô V  vaø a laø moät vectô coá ñònh thuoäc V . Chöùng minh raèng 
taäp hôïp { }W ka k= ∈  laø moät khoâng gian vectô con cuûa V . 

3. Trong 3 , cho caùc vectô ( )1u 1, 2,3= − , ( )2u 0,1, 3= − . Xeùt xem vectô ( )u 2, 3,3= −  

coù phaûi laø moät toå hôïp tuyeán tính cuûa 1 2u ,u  hay khoâng ? 

4. Trong 3 , xeùt xem vectô u  coù phaûi laø moät toå hôïp tuyeán tính cuûa 1 2 3u ,u ,u  khoâng 

a) ( )1u 1,0,1= , ( )2u 1,1,0= , ( )3u 0,1,1= , ( )u 1,2,1= . 

b) ( )1u 2,1,0= − , ( )2u 3, 1,1= − , ( )3u 2,0, 2= − , ( )u 0,0,0= . 

5. Trong khoâng gian vectô caùc ma traän vuoâng caáp hai ( )2M , cho boán vectô 

  1 3u
2 2
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1
1 0u
1 0
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2
1 1u
0 0
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3
0 1u
1 1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Hoûi vectô u  coù phaûi laø moät toå hôïp tuyeán tính cuûa 1 2 3u ,u ,u  khoâng ? 
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6. Trong 3 , cho caùc vectô ( )1u 1, 2,3= − , ( )2u 0,1, 3= − . Tìm m  ñeå vectô 

( )u 1,m, 3= −  laø moät toå hôïp tuyeán tính cuûa 1 2u ,u . 

7. Trong 3 , caùc heä vectô sau laø ñoäc laäp tuyeán tính hay phuï thuoäc tuyeán tính 

a) ( )1u 1,1,0= , ( )2u 0,1,1= , ( )3u 1,0,1= . 

b) ( )1u 1,1,0= , ( )2u 0,1,1= , ( )3u 2,3,1= . 

c) ( )1u 1,1,1= , ( )2u 1,1,2= , ( )3u 1,2,3= . 

d) ( )1u 1,1,2= , ( )2u 1,2,5= , ( )3u 0,1,3= . 

8. Chöùng minh raèng heä vectô 1 2 rv , v ,..., v  phuï thuoäc tuyeán tính khi vaø chæ khi coù 

moät vectô { }iv ,  i 1,2,..., r∈  laø toå hôïp tuyeán tính cuûa caùc vectô coøn laïi. 

9. Trong khoâng gian vectô caùc ma traän vuoâng caáp hai ( )2M , cho boán vectô 

  1 2 3 4
1 0 1 1 1 1 1 1e ,e ,e ,e
0 0 0 0 1 0 1 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Chöùng minh raèng heä { }1 2 3 4e ,e ,e ,e  ñoäc laäp tuyeán tính. 

10. Moãi heä vectô sau ñaây coù sinh ra 3 khoâng ? 

a) ( ) ( ) ( )1 2 3v 1,1,1 , v 2,2,0 , v 3,0,0= = = . 

b) ( ) ( ) ( )1 2 3v 2, 1,3 , v 4,1,2 , v 8, 1,8= − = = − . 

11. Heä vectô naøo trong caùc heä vectô sau ñaây laø cô sôû cuûa 3  

a) ( ) ( ){ }1 1,2,3 , 0,2,3=B . 

b) ( ) ( ) ( ){ }2 1,2,3 , 0,2,3 , 0,0,5=B . 

c) ( ) ( ) ( ){ }3 1,1,2 , 1,2,5 , 0,1,3=B . 

d) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4 1,0,1 , 1,1,0 , 1, 1,1 , 2,0,5= − − −B . 

12. Tìm haïng cuûa caùc heä vectô sau (trong khoâng gian vectô 4 ) 

a) ( ) ( ) ( )1 2 3u 1,2,0,1 ,  u 1,2,3, 1 ,  u 0,4,3,0= − = − = . 

b) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4v 1,4,8,12 ,  v 2,1,3,1 ,  v 2,8,16,24 ,  v 1,1,2,3= − = = − = . 

13. Tìm soá chieàu vaø moät cô sôû cho khoâng gian vectô con cuûa 4  sinh bôûi caùc vectô  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4v 1,2,0, 1 ,  v 0,1,3, 2 ,  v 1,0,2,4 ,  v 3,1, 11,0= − = − = − = −  
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14. Xaùc ñònh soá chieàu vaø tìm moät cô sôû cho khoâng gian nghieäm cuûa caùc heä sau 

a) 
1 2 3

1 2

2 3

2x x 3x 0
x 2x 0

x x 0

⎧ + + =
⎪

+ =⎨
⎪ + =⎩

 b) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

x 3x x 0
2x 6x 2x 0
3x 9x 3x 0

⎧ − + =
⎪

− + =⎨
⎪ − + =⎩

 

c) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

x 2x x x x 0
2x x x 2x 3x 0
3x 2x x x 2x 0
2x 5x x 2x 2x 0

⎧ − + − + =
⎪

+ − + − =⎪
⎨

− − + − =⎪
⎪ − + − + =⎩

 

d) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3x 2x x 3x 5x 0
6x 4x 3x 5x 7x 0
9x 6x 5x 7x 9x 0
3x 2x 4x 4x 8x 0

⎧ + + + + =
⎪

+ + + + =⎪
⎨

+ + + + =⎪
⎪ + + + + =⎩

 

15. Tìm toïa ñoä cuûa vectô u trong cô sôû chính taéc B  vaø trong cô sôû { }1 2 3f , f , f′ =B , 

vôùi ( ) ( ) ( )1 2 3f 1,0,0 , f 1,1,0 , f 1,1,1= = = . 

a) ( )u 3,1, 4= − . b) ( )u 1,3,1= . 

16. Trong 4 , xeùt taäp 

   ( ){ }1 2 3 4 1 2 3 4W a ,a ,a ,a a a a a 0= + + + =  

a) Kieåm chöùng raèng W  laø moät khoâng gian vectô con cuûa 4 . 

b) Kieåm chöùng caùc vectô sau naèm trong W  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4v 1,0,0, 1 ,  v 0,1,0, 1 ,  v 0,0,1, 1 ,  v 1,1, 1, 1= − = − = − = − −  

c) Xaùc ñònh soá chieàu vaø tìm moät cô sôû cho W . 

17. Trong 3 ,  cho cô sôû chính taéc 

  ( ) ( ) ( ){ }1 2 3e 1,0,0 ,e 0,1,0 ,e 0,0,1= = = =B  

vaø cô sôû  

  ( ) ( ) ( ){ }1 2 3f 2,1,1 ,f 1,2,1 ,f 1,1,2′ = = = =B . 

Tìm ma traän ñoåi cô sôû töø B  qua ′B  vaø ma traän ñoåi cô sôû töø ′B  qua B . 

18. Trong 3 ,  cho hai cô sôû ( ) ( ) ( ){ }1 2 3u 1,1,0 ,u 0,1,1 ,u 1,0,1= = = =B  vaø 

( ) ( ) ( ){ }1 2 3v 2,1,1 ,v 1,2,1 ,v 1,1,2′ = = = =B . 

Tìm ma traän ñoåi cô sôû töø B  qua ′B  vaø ma traän ñoåi cô sôû töø ′B  qua B . 
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19. Trong 3 ,  cho hai cô sôû  

  ( ) ( ) ( ){ }1 2 3u 1,2,0 ,u 1,3,2 ,u 0,1,3= = = =B  

  ( ) ( ) ( ){ }1 2 3v 1,2,1 ,v 0,1,2 ,v 1,4,6′ = = = =B  

vaø vectô ( ) 3u a, b,c= ∈ . 

a) Tìm toïa ñoä cuûa vectô u  trong cô sôû B  vaø cô sôû ′B . 

b) Tìm ma traän ñoåi cô sôû töø B  qua ′B  vaø ma traän ñoåi cô sôû töø ′B  qua B . 

c) Kieåm chöùng u P u′→ ′
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦B BB B

 vaø u P u′→′
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦B BB B

. 

20. Trong 3 ,  cho caùc heä vectô  

  ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 3u 1,1,1 ,u 1,1,2 ,u 1,2,3= = = =B  

vaø            

  ( ) ( ) ( ){ }2 1 2 3v 2,1, 1 ,v 3,2,5 ,v 1, 1,m= = − = = −B  

a) Chöùng minh raèng 1B  laø cô sôû cuûa 3 . 

b) Tìm toïa ñoä cuûa vectô ( )u a, b,c=  trong cô sôû 1B . 

c) Tìm m ñeå 2B  laø moät cô sôû cuûa 3 . 

d) Vôùi m 0= , tìm caùc ma traän ñoåi cô sôû 
1 2

P →B B  vaø 
2 1

P →B B . 

21. Cho hai heä vectô trong khoâng gian 4  

           ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4:  a 0,1,0,2 ,  a 1,1,0,1 ,  a 1,2,0,1 ,  a 1,0,2,1= = = = −B , 

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4:  b 1,0,2, 1 ,  b 0,3,0,2 ,  b 0,1,3,1 ,  b 0, 1,0,1′ = − = = = −B  

a) Chöùng minh chuùng laø hai cô sôû cuûa 4 . 

b) Tìm ma traän ñoåi cô sôû töø B  qua ′B . 

c) Tìm toïa ñoä cuûa ( )v 2,0,4,0=  ñoái vôùi cô sôû ′B . 

d) Tìm toïa cuûa v ñoái vôùi cô sôû B . 

22. Xaùc ñònh soá chieàu vaø tìm moät cô sôû cuûa khoâng gian con W  sinh bôûi heä vectô sau  

a) ( )1u 1,0,0, 1= − , ( )2u 2,1,1,0= , ( )3u 1,1,1,1= , ( )4u 1,2,3,4= , ( )5u 0,1,2,3=  

trong 4 . 

b) ( )1u 1,1,1,1,0= , ( )2u 1,1, 1, 1, 1= − − − , ( )3u 2,2,0,0, 1= − , ( )4u 1,1,5,5,2= , 

( )5u 1, 1, 1,0,0= − −  trong 5  . 
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Chöông 4 

 AÙNH XAÏ TUYEÁN TÍNH 

1. CAÙC KHAÙI NIEÄM CÔ BAÛN  

1.1 Ñònh nghóa. Cho V  vaø W  laø hai khoâng gian vectô. AÙnh xaï f : V W→  ñöôïc goïi 
laø moät aùnh xaï tuyeán tính neáu : 

i) ( ) ( ) ( )f u v f u f v+ = + , 

ii) ( ) ( )f ku kf u= ,     

vôùi moïi u, v V∈  vaø k ∈ \ . 

Khi W V≡ , aùnh xaï tuyeán tính f  ñöôïc goïi laø moät pheùp bieán ñoåi tuyeán tính 
hay moät toaùn töû tuyeán tính treân V . Khi W ≡ \ , aùnh xaï tuyeán tính f  coøn ñöôïc goïi 
laø moät phieám haøm tuyeán tính cuûa V.  

Ví duï 1.  Cho aùnh xaï 3 2f : →\ \  xaùc ñònh bôûi   

  ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3f u f x , x , x x 2x x , x x x= = − + + + , vôùi ( ) 3
1 2 3u x , x , x= ∈ \ . 

Vôùi 3u, v ∈ \ , ( ) ( )1 2 3 1 2 3u x , x , x ,  v y , y , y= = , vaø k ∈ \  baát kyø, ta coù 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

f u v x y 2 x y x y , x y x y x y

              x 2x x y 2y y

              f u f v    

+ = + − + + + + + + + +

= − + + − +

= +

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3f ku kx 2kx kx k x 2x x kf u= − + = − + = . 

Do ñoù f  laø moät aùnh xaï tuyeán tính. 

1.2. Tính chaát.  

i) AÙnh xaï f : V W→  laø moät aùnh xaï tuyeán tính khi vaø chæ khi  

     ( ) ( ) ( )f hu kv hf u kf v+ = + , 

vôùi moïi u, v V∈ ; h,k ∈ \ . 

ii) Neáu f : V W→  laø moät aùnh xaï tuyeán tính thì  

     ( )V Wf =0 0  vaø ( ) ( )f u f u− = − , 

vôùi moïi u V∈  

Cho V, W laø hai khoâng gian vectô vaø f : V W→  laø moät aùnh xaï tuyeán tính. 
Khi ñoù, vôùi { }1 2 ne ,e ,...,e=B  laø moät cô sôû cuûa V , moïi vectô baát kyø u V∈  ñöôïc bieåu 

dieãn duy nhaát döôùi daïng  
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                1 1 2 2 n nu x e x e ... x e= + + +  , ix ∈ \ , i 1,2,...,n= . 

Do f  laø aùnh xaï tuyeán tính, neân 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n nf u f x e x e ... x e x f e x f e ... x f e= + + + = + + + .  

Vaäy f  ñöôïc hoaøn toaøn xaùc ñònh bôûi caùc vectô trong W, ( )1f e , ( )2f e , ..., ( )nf e . 

Hôn nöõa, ta coù  

1.3. Meänh ñeà. Cho { }1 2 ne ,e ,..., e=B  laø moät cô sôû cuûa V  vaø 1 2 nv ,  v ,..., v  laø n  vectô 

trong W . Khi ñoù, toàn taïi duy nhaát moät aùnh xaï tuyeán tính f : V W→  thoûa 
( )i if e v= , i 1,n= . 

Chuù yù.  Caùc aùnh xaï tuyeán tính ñoùng moät vai troø quan troïng trong nhieàu lónh 
vöïc khaùc nhau. Xuaát phaùt töø ñònh nghóa, moät aùnh xaï giöõa hai khoâng gian vectô laø 
moät aùnh xaï tuyeán tính khi aûnh cuûa toång hai vectô laø toång cuûa hai aûnh vaø aûnh cuûa 
tích vectô vôùi moät soá laø tích cuûa aûnh vectô vôùi soá ñoù. Chaúng haïn vôùi V  vaø W  laø 
khoâng gian vectô caùc haøm khaû vi thì pheùp laáy ñaïo haøm laø moät aùnh xaï tuyeán tính töø 
V  ñeán W  do ñaïo haøm cuûa toång hai haøm baèng toång hai ñaïo haøm vaø ñaïo haøm cuûa 
tích moät haøm vôùi moät soá baèng tích cuûa ñaïo haøm vôùi soá ñoù. Töông töï, vôùi V  laø 
khoâng gian vectô caùc haøm lieân tuïc treân ñoaïn a, b⎡ ⎤⎣ ⎦  vaø W = \  thì pheùp laáy tích 

phaân xaùc ñònh laø moät aùnh xaï tuyeán tính töø V  ñeán W  do tích phaân cuûa toång hai 
haøm baèng toång hai tích phaân vaø tích phaân cuûa moät haøm nhaân vôùi moät soá baèng tích 
phaân cuûa haøm nhaân vôùi soá ñoù.  

Tuy nhieân, ta chæ taäp trung khaûo saùt caùc khoâng gian vectô höõu haïn chieàu, cuï 
theå laø caùc khoâng gian n\ . Khi ñoù, baèng caùch aùp duïng meänh ñeà 1.3, vôùi B  laø cô sôû 
chính taéc, moät aùnh xaï  

     ( ) ( )
n m

1 2 n 1 2 n

            f :
x , x ,..., x f x , x ,..., x

→\ \
6

 

laø moät aùnh xaï tuyeán tính khi toàn taïi n vectô m
1 2 nv , v ,..., v ∈ \  sao cho  

     ( )1 2 n 1 1 2 2 n nf x , x ,..., x x v x v ... x v= + + + . 

Do ñoù, ( )1 2 nf x , x ,..., x  laø moät vectô trong m\  maø moãi thaønh phaàn laø moät bieåu 

thöùc baäc nhaát thuaàn nhaát theo 1 2 mx , x ,..., x , nghóa laø bieåu thöùc coù daïng 

     1 1 2 2 m ma x a x ... a x+ + + , ia ∈ \ . 

Ví duï 2. AÙnh xaï 2 3f : →\ \ , xaùc ñònh bôûi ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2f x , x 4x 3x , 2x , x x= + − −  

laø moät aùnh xaï tuyeán tính vì caùc thaønh phaàn cuûa ( )1 2f x , x  laø 1 2 24x 3x , 2x+ −  vaø 

1 2x x−  ñeàu laø caùc bieåu thöùc baäc nhaát thuaàn nhaát theo 1x , 2x , 3x . 


