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Lo1 no1 dau

Bai giang “Gidi tich phitc nang cao” chit yéu duge dung nhu 1a tai lieu hoc tap
chinh cho hoc vien Cao hoc cac nganh Toan 1y thuyét va Ung dung tai Truong Dai
hoc Khoa hoc Ty nhién Tp. Ho Chi Minh, véi thoi luong 60 dén 90 gis hoc. Tai lieu
nay cung cap kién thitc nhap mon vé Iy thuyét ham chinh hinh cho hoc vién cao hoc
ma ndi dung co ban thuce sy tong quat héa nhitng gi hoc vien duge hoc & bac Dai
hoc, Cao dang. Muc tiéu chinh ciia tai liéu 1a tap trung vio nhitng két qua dinh tinh
co ban nhat ctia Ly thuyét ham chinh hinh ma c6 thé hoc vien da duge hoc hay ap
dung trong tinh toan truéc dé. Vi ly do nay, nhitng kién thic dinh lugng lién quan
dén ham chinh hinh mot bién phtc sé khong dude trinh bay chi tiét ¢ day. Hon nita,
tai lieu ciing sé dé cap dén nhitng van dé thudc noi giao nhau ctia cac linh viyc nhu
Giai tich phitc, Phuong trinh dao ham rieng, Hinh hoc va Dai s6. Do d6, dé doc dudc
tai lieu, hoc vién can c6 kién thitc co ban ciia Toan 1y thuyét bac dai hoc nhu Giai
tich ham, Topo, Dai s6 dai cuong.

Noi dung ctia tai liéu bao gom ba phan chinh. Phan thit nhat 13 nhic lai ciing nhu
chting minh chi tiét nhitng két qua dinh tinh diic trung ctia Ham phitc mot bién trén
C. Hon nita, trong phan nay, hoc vién ciing hoc thém hai noi dung mdéi ma c6 1& &
bac Dai hoc chua tiép can, 1a Théc trién giai tich va Phuong trinh Cauchy-Riemann
khong thuan nhat. Day 1a hai noi dung lien quan dén nhitng phan sau mot cach chit
ché. Bai toan thac trién gidi tich sé din dén viéc nghien citu khong gian tuong tir nhu
mat phang phiic nhung khong phai mat phing phiic, d6 1a mit Riemann. Day chinh
12 n6i dung thi hai ctia tai lieu. Trong noi dung nay, ta cling xay dung ly thuyét
ham mot bién phiic co ban trén mit Riemann. Vi 1y do thoi lugng, nén ta chi nghién
citu st kha vi ma khong dé cap dén sy kha tich trén mit Riemann. Phuong trinh
Cauchy-Riemann khong thuan nhat lai dan ta dén viéc nghién cttu Ly thuyét ham
chinh hinh trong khong gian phtic nhié¢u chiéu (tich hitu han cidc mat phang phiic).
Tai day, ta sé thay sy khac biét r6 rét ve tinh chat giai tich gitta khong gian phiic
mot chiéu va nhiéu chidu ma duge thé hieén béi phuong trinh phitc bac nhat nay.

C4 ba noi dung trén, thit nhat chi xoay quanh déi tugng ham chinh hinh 13 chinh,
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va thtt hai Ia tim hiéu cac lien két gitta ca ba chuong nay bdi cac két qua dinh tinh
nén Ly thuyét thang du hay cac van dé dinh lugng khac sé khong dé cap trong tai
licu. Ngoai ra, ca ba noi dung trén la co s6 dé hoc vien tiép tuc nghién ctu va tim
hiéu vé linh vyc Giai tich phitc nhiéu bién, Hinh hoc phtic vé sau. Do dé, tai lieu
dugce bién soan theo cau tric trén la nhu vay va ciing phit hgp vé6i huéng nghién citu
clia tac gid. Tuy nhién, nhiing gi trong tai lieu khong phai 1a tat ca, chi 1a co ban
nhat dé hoc vien c6 thé tur doc nhitng noi dung thudc ba linh vie duge dé cap tren.
Do d6, dé tim hiéu chi tiét, hoc vien tham khao cac tai lieu ¢t yéu 6 cudi tai lieu.

Miia he nam 2016, Thanh phd H6 Chi Minh,

Ly Kim Ha

lkha@hcmus.edu.vn

B mon Giai tich, Khoa Toan - Tin hoc,

Dai hoc Khoa hoc Ty nhién Thanh phé Ho Chi Minh.



Chuong 1

Ham chinh hinh moét bién phiic

1.1 Sukhaviphic . .......... ... .. ... 0000, 7
1.2 Tichphan Cauchy ... .. ... ... .00 16
1.3 Cac két qua dinhtinhcoban . ... ............ 41
1.4 Théc trién giai tich doc theo dudng cong . . .. ... .. 50
1.5 Coéng thiic Pompeiu . . . . ... ... ... 56

1.1 Su kha vi phitc

Trong cac hoc phan vé gidi tich phiic bac dai hoc, ta biét rang cau tric truong trén
tap hop cac s6 phitc C tuong thich véi v6i cau tric topo trén truong nay. Nghia la
cac phép toan dai s6 hinh thanh tinh chat truong cling 1a nhitng 4nh xa lién tuc ti
C x C — C. Do do¢, tit tinh lien tuc nay, ta c6 thé dinh nghia duge tinh kha vi clia
ham s6 trén truong so6 phitic nhu sau. Cu thé, véi hai s6 phiic z # w, thi thuong
fw) = f(z)
w—z
nay.

1a x4c dinh va ta c6 thé thuc hien phép tinh giéi han w — z cho thuong

Dinh nghia 1.1.
Gia stt ring D < C 1a mot tap con mé khong réng, z € C 1a mot diém trong ciia D
va f : D — C la ham bién phtic xac dinh trén D. Khi d6, ta néi f c6 dao ham
phitc tai z néu gi6i han sau

)~ £)

w—z w—z
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ton tai tren C. Khi gidi han trén ton tai, ta goi gia tri nay 1a dao ham cia f tai z,
va ta ky hiéu
d _

dz w—z w—z

Bing cach ap dung cac déng thiic co ban, ta sé thay ring cdc ham bién phic c6
dang mil nguyén duong (f(z) = 2™) c¢6 dao ham phtic tai moi diém trén mit phang
phttc nhu cac da thic thie. Ching han nhu, ham phtc f : z — 2 ¢6 dao ham phiic
Ia f/(z) = 1; ham binh phuong f : z + 2% c¢6 dao ham phitc 1a f/(z) = 2z; ham bac
mla f: 2+ 2™ c6 dao ham phiic f'(z) = mz""".

Hon nita, tit dinh nghia, cdc tinh chat co ban ctia dao ham phiic nhu tinh tuyén
tinh trén truong C, dao ham cta cac ham ham tich va cdc ham thuong, cong thiic
doi bién cho dao ham ctia cdc ham hgp hoan toan duge ching minh nhu céc két

n

qua trong ham bién thyc. Vi du nhu da thic phiic Z a2 ¢6 dao ham phiic la

m=0

f'(z) = Z ma,,2™""; ham nghich d4o z + 1/z c¢6 dao ham phiic la f'(2) = —1/2?
m=1

véi tat cd cac sO phiic z khac khong. Mot diéu tir nhién d6 1a néu f c6 dao ham phiic

tai z thi f phai lien tuc tai z. Diéu nay dugce chiing minh mot cach don gian tit dang

thie f(w) — f(2) = (w—2)((f(w) — f(2))/(w — z)) va tinh chat gidi han cia tich

béang tich cac gidi han.

Chung ta biét rang ham thyc x — |z|/z khong ton tai gidi han khi x — 0, ciing
nhu vay, ham phtic 2z — |2]/z cling khong ton tai gidi han khi z — 0. Do d6, ham
phiic z — |z| khong c¢6 dao ham phiic tai z = 0. Tuy nhieén, mot diéu khac véi 1y
thuyét bién thue, ham phiic z — |z|> = 2® + »* lai chi c6 dao ham phiic tai z = 0
trong khi ham thyc x — 22 1ai ¢6 dao ham thuc moi noi. Bang dinh nghia, ta dé
dang kiém tra diéu nay, diéu ma dang luu ¥ ¢ day la 2% = 2.2 trong khi |z|* = 2.2.
Su khac biét ro rang dén tir khai niém thanh phan lien hgp. Ta sé thay rang, dai
lugng nay chinh 13 nguyén nhan lam mat tinh chit c6 dao ham ctia ham |z|* khi
z # 0. Ngoai ra, ban than ham lién hgp nay z — Z lai khong ¢6 dao ham tai moi
noi, chit khong phai 1a c6 dao ham tai mot noi nao dé. Diéu nay dé dang duge kiem
chiing tt dinh nghia khi xét gi6i han “trugt” trén truc thuc va sau dé la trugt trén
truc 4o, ta mat tinh duy nhat.

Nhic lai rang mot khong gian vector trén trudng so6 phiic thi ciing 1a khong gian
vector trén truong s6 thiuc khi han ché phép nhan ngoai tit C dén R. Néu X va Y 1a
cac khong gian vector trén truong sé phic, va T : X — Y 1a mot anh xa tuyén tinh
tren C, khi d6 T cling tuyén tinh trén R giita cac khong gian vector X, Y trén R.
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Tuy nhién, khang dinh ngugc lai thi khong ding vé tong quat. Chang han nhu, céc
anh xa z — z, 2 — Re(2), z — Im(2) la tuyén tinh tréen R nhung khong tuyén tinh
tren C. Mit phing phtic chinh 13 khong gian vector trén R ¢6 s6 chiéu thuc bang hai
v6i co sé thong thuong 1a {1 = (1,0),7 = (0,1)}. Trong co s6 nay, v6i méi 7' 1a anh
xa C-tuyén tinh C — C, thi ta luon c6 biéu dién T(1) = ay; +iag, T(i) = ai +iag.
B6i vi T(z) = 2T(1) (do tinh tuyén tinh), nén v6i o« = T(1) = ay; + iay thi
a1z + tagy = T(Z) = i(CLll + iagl) = —a91 + ta;; = ta. Do dé,
ai; = Qg2, 012 = —az21.

Luu ¥y rang T(z) = az, nén day ciing 1a anh xa R-tuyén tinh. Do d6, dinh thic cta
anh xa nay 1a det(T) = |af*.

Néu X,Y la hai khong gian vector dinh chuan trén C, D < X la tap con khong

réng, ta xét f : D — Y la mot anh xa, va z 1a mot diém trong ctia D, ta noi ring
f kha vi phiic tai z néu va chi néu ton tai anh xa C-tuyén tinh lien tuc 7 : X —» Y

sao cho T
i @)~ f) -Tw=2) _
oy lw — z|[x

v6i giéi han 1ay theo chuan trong Y. Trong trudng hop nay, ta con néi f kha vi thuc
tai z néu anh xa T tim dugc 1a chi R-tuyén tinh, khong can thiét thoa C-tuyén tinh.
Dac biét trong truong hgp X =Y = C, ching ta c¢6

Meénh deé 1.1.
Gid st D < C, f: D — C la mot ham phiic, va z la mot diém trong cia D. Khi do
f ¢6 dao ham phiic tai z néu va chi néu f khd vi phic tai z.

Chiing minh.
Gia st f c6 dao ham phtic tai z, nghia la ta c6

i F@) = 1)

w—z w — z

o= 1) =

Gid6i han nay tuong duong

L) = () = afw - 2)

w—z lw — z|

= 0.
Do d6 T(z) = az la anh xa C-tuyén tinh can tim.
Gia st f kha vi phtic tai z, nghia la
o J) = ) =T =) L fw) < () = T 2)

el w =2 ws fw =2l

=0.
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Nhu trén, giéi han nay tuong duong véi

w—z w — z
Dang thtic nay ciing khang dinh f/(2) = T(1). O

N6i cach khéc, trong truong hgp X =Y = C, thi thi gia tri dao ham phtc chinh la
gi4 tri T(1). Anh xa T trong dinh nghia trén chinh 1a vi phan ciia f tai z, ta biét
rang vi phan 1a duy nhat. Do d6, sy kha vi phiic ciing chinh la s kha vi thuc tai
cting mot diém va anh xa vi phan 7' tuong tng la C-tuyén tinh.

Meénh dé 1.2.

Xét D < C la mot tap md, va f: D — C la mot ham phice, vdi f(z) = u(x,y) +
iv(z,y), vdiu,v la cdic ham thue, z = x+iy. Gid st z € D, khi do, f kha vi phic tai z
néu va chi néuw,v la hai ham khd vi thuc tai (x,y) sao cho Hé thitc Cauchy-Riemann
sau cung thoa

ou ov
%(il,y) - Fy(xvy)u
ou ov

a—y(l’,y) = —%(l’ay)-

Ching minh.

Ta can chitng minh rang f 13 R-kha vi tai 2 = x + 7y néu va chi néu u, v kha vi tai
(x,y), theo nghia C dugc xem nhu la khong gian R-vector, f la ham gié tri vector
v6i hai thanh phan 1a v va v. Ma tran Jacobi thic cia f trong co sé thong thuong
{1 =(1,0),7 =(0,1)} chinh la

P ry) a,y)
[T(1) T@i)] =[Vu Vv]= ‘2‘5 2% :[Z; ZZ]

%(l‘,y) é—y(lﬁy)

Do dé6, ma tran nay la ma tran biéu dién ctia T sao cho cho T la anh xa C-tuyén

tinh néu va chi néu a;; = age, @19 = —as;. N6i cach khac dieu nay tuong duong véi
ou ov
- \T, = 7\,
5, (@ Y) ay( y)
ou ov

é‘_y(x’y) = _5_I(I7y).



1.1 Su kha vi phic 11

Luu ¥, dao ham phitic chinh xac bang v6i dao ham riéng thuyc theo huéng (1,0) va
dao ham rieng theo hudng ¢ = (0,1). That vay, néu f c6 dao ham phiic tai z = z + iy
Ia f/(z). Khi do

fw) = f&) _ . flethtiy) - flz+iy)

!/ — l
e w=;v—1|%heR w—=2z h—0 h ’
P gm T IE) L ferily ) = S i)

w=s+ihheR w—==z 1 h—0 h

Thay f(z) = u(x,y) + iv(x,y) vao cac giéi han trén, ta dugce
of , ou ov

fl(z) = 5—x(~’lf +iy) = %(x,y) +ia—x($7y),
0 ov ou
F(z) = é(z biy) = 5 (e) — i (o).

Néu f'(z) ton tai, thi tat ca cac dao ham thuc theo hudng vector w € C cling ton tai
va ta cling c6 mot cong thitc vé dao ham theo huéng nhu trong ham thuc

O i JEF) S g, (f(z tw) - f(z)) = wf'(2).

ow  t—=0 t 50 wt
teR

Néu f’(z) ton tai, thi ma tran Jacobian thuc cta f = (u,v) chinh 1a bang véi

0w, y)Oyvy(x,y) — Opv(x, y)Oyulz, y) = (Srulz,y))* + (Gev(z, y))?* = |f'(2)|.

Bay gio, ta sé khao sat khai niéem dao ham ham phic véi hai ham quan trong : ham
z +— € va ham ngugc ctia noé.

Bdi cac cong thiic trén, ta kiém tra dugc rang (e*) = e® véi moi z € C. Ngoai ra,
ham mi e sinh ra mot song anh tit day vo han ntta mé {z € C : —7 < Im(z) < 7}
vao mat phang thing C* = C\{0}. Song anh nay lai sinh ra mot ham nguge ctia ham
e” dugc goi 1la ham logarithm chinh:

Log(z) = log(|z]) + iArg(z) = log+/ (22 + y2) + iArg(x, y),

Vol z = x + iy # 0, Arg(z) = Arg(z,y) € (—m, 7]. Tuy nhién, ham ngugc nay ¢6 mot
nhuge diém 1a khong lién tuc tai moi diém thuoc nita truc thyc am R_ = (—o0, 0].
Vi vay, ham exp dit 1a kha vi phiic trén C, nhung khong thé tré thanh mot dong
phoi trén C. Tap hgp (—o0, 0] lam cho ham ngugde ciia e” khong lién tuc duge goi la
nhanh cat ctia ham logarithm phiic.
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Ta hay tim hiéu ham logarithm phitc nay trén mat phang bi cat C\(—o0,0]. Ta
c6, voi Log(z) = u(x,y) + iv(z,y), 2 = x + iy € C\(—o0, 0]

x y
6x ) = —; 6 ) = —7
U({L‘ y) 1’2 +y2 yu($ y) 1'2 +y2
va bén ngoai niia truc thyc am thi
dyv(z,y) = O;larctan(y/z)] = o oyv(z,y) = dylarctan(y/z)] = PO

Do dé, ta c¢6 hé thitc Cauchy-Riemann, va

, , T — 1y 1
L — _ —_— = —
(Log(z))" = dpu(z,y) + id,v(x,y) Frygl

v6i moi z € C\(—o0,0].

Dinh nghia 1.2.
Xét D la tap mé trong C, va f : D — C la ham phtc; khi d6 f 1a ham chinh hinh
néu va chi néu f c¢6 dao ham phiic tai moi diém thudc D va cac dao ham phiic nay
1& ham lién tuc trén D.
Ta ciing dinh nghia ham nguyén 134 ham chinh hinh trén toan mit phing phiic.
Néi cach khac, ham chinh hinh 1a ham thuoc 16p C* theo nghia phiic.

Moéi lien hé gitta khai niém ham chinh hinh, kha vi phitc v& dao ham phic duge
mo t4 nhu sau:

Ménh dé 1.3.

Xét D la tap mo trong C, va zét f : D — C la ham phic; khi do f la ham chinh hinh
néu va chi néu cic dao ham 0, f,d,f ton tai va lién tuc, va théa hé thic Cauchy-
Riemann tai moi diém thuoc D, nghia la

O f(x +iy) = Oy f(x +iy)/i vdi moi z=x+1ye D.

Trong dinh nghia vA ménh dé trén, ching ta yéu cau mot dicéu kién rat ngat cho
cac dao ham rieng dé la chang nhing ton tai, thda man hé thic Cauchy-Riemann,
ma con phai lién tuc. Tuy nhién, doi hoéi nay chi la tam thoi. Trong nhitng noi dung
sau, ching ta thay ring, diéu kien lien tuc nay c6 thé bé duge, nghia la chi can céc
dao ham riéng ton tai va théa he thitc Cauchy-Riemann, d6 1a noi dung ctia Dinh 1y
Goursat. That ra, v6i nhitng ham chinh hinh cu thé, ta thay duge ring két qua nay
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la dé dang. Ly do, sau khi tinh duge dao ham phiic, ta c6 thé kiém tra triec tiép dao
ham nay tu nhién ciing lien tuc. Ching han nhu chudi lity thita 13 ham chinh hinh
tai nhitng diém trong thuoc mién hoi tu ciia chudi. Su that tai nhitng diém nay, dao
ham phiic ciia chudi chinh 1& chudi ciia cdc dao ham phiic clia cac s6 hang va hoi tu
ttén cling mot mién hoi tu ctia chudi ban dau. Hon nita, chudi mdéi nay 1a mot ham

lién tuc.
0

Chang han nhu, ta biét ring expz = Z 2" /n!, 1y dao ham phtic ting thanh
n=0

phan ta dugce (expz) = expz v6i moi z € C. Cac ham co ban nhu da thiic hitu
han, ham m, ham cosine va sine, ham hyperbolic va ham Gauss z — 622, dugce khai
trien thanh céac chudi lity thita c6 ban kinh hoi tu la +o0, vi do dé ching la cac ham
nguyén, nghia la chinh hinh trén toan C. Tuy nhién, cing nhu ham mi e, cdc ham
nguoc ciia nhitng ham nay lai khong chinh hinh trén toan bo C. Ching han nhu,
ham can bac hai s6 phitc (14 ham ngugc ctia ham binh phuong z — 2?) ¢c6 mot nhanh
cat, ham can bac ba sb phiic lai ¢6 hai nhanh cat, va cac ham nay khong chinh hinh
trén cac nhanh cit clia ching.

T nay trd vé sau, ta sé ky hieu O(D) 1a tap hop gom cac ham chinh hinh trén
D < C. V6i phép cong va phép nhan timg diém, O(D) 14 mot C-dai s6'.

Tiép theo, ching ta liet ké vai tinh chat co ban ctia ham chinh hinh trén mot
tap md, lien thong. V6i X la mot khong gian topo va Y la mot tap hgp, ta noi
h: X — Y la mot ham hang dia phuong xung quanh ¢ € X néu va chi néu c6 mot
lan can U < X cilia ¢ sao cho h(x) = h(c) v6i moi x € U. Ta c6 thé kiem chiing dugc
rang mot ham hing dia phuong trén mot tap con lién thong dudng ctia X thi ciing
14 ham hang trén toan tap con nay.

Nhic lai rang néu X la mot tap con md lien thong ciia R™ va h: X — R 1a ham
hing néu va chi néu tat ca cac dao ham riéng clia h cling triét tieu trén X. Vi thé,
ta co

Meénh dé 1.4.
Néu D < C la mot tap con md lién thong va f : D — C la ham hdng néu va chi néu
dao ham phiic cia no triét tiéu trén toan D.

Chiing minh.
R6 rang néu f 1a ham hing trén D thi dao ham phiic clia f can bang khong trén

lday 1a mot dai s6 trén truong C véi phép cong va phép nhan cac ham thong thuong (tao thanh
mot vanh), phép nhan véi vo hudng trén C thong thudng (tao thanh khong gian vector trén C),
cac phép nhan c6 tinh chat két hop.
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toan D. Bay gio, néu f c6 dao ham phiic bang khong trén toan D, khi d6, cac dao
ham riéng theo huéng 1 va i cling triét tiei dong thoi tréen D. Vi vay, tit tinh lien
thong, ta c6 f 1a ham hing trén D. O

Nhéc lai rang mot ham w : E — C, v6i £ < R" la mot tap md, 1a ham diéu hoa néu
w thuoc 16p C?(F) va Laplacian clia w triét tiéu trén E, nghia 13

Aw := Z a—(xl,...,xn) =0 trén E.

Néu f : D — C 1a ham chinh hinh trén D, v6i D < C la tap md, va gia st riang
f(2) = u(x,y) +iv(z,y), véi 2 = x + iy € D, u,v 1a hai ham thuoc l6p C*(D). Khi
do, béi he thic Cauchy-Riemann va Dinh 1y Clairaut, cd v va v 13 hai ham diéu
hoa trén D. Chiéu ngugc lai khong phai lic nao ciing ding. Chang han nhu ham
Log(z +iy) = log+/2% + y2 + iArg(z,y) 1a ham chinh hinh trén mat phang bi cat
C\(—20, 0], nhung trong khi c& hai phan thyc va phan 4o ctia n6 lai 1a ham diéu hoa
tren mat phang thing C\{0}. Ta biét ring mat phang thing khong phai 14 mién don
lien, con mit phang bi cat 14 mién don lien. That ra, khang dinh ngudc lai 1a ding
néu ta them diéu kieén rang D 1a mién don liéen. Dinh 1y nay khong c¢6 chiing minh
dé dang. Tuy nhién, ta c6 thé xét truong hop co ban nhat 1a hinh chit nhat c6 céc
canh song song véi hai truc toa do.

Ménh dé 1.5.

Xét D < C la hinh ch@ nhat md co cac canh song song vdi hai truc toa do va
u: D — R la ham diéu hoa trén D. Khi dé, ton tai ham diéu hoa v : D — R sao
cho f =wu+ 1 la ham chinh hinh trén D.

Chiing minh.
Ta tim ham v tit he thiic Cauchy-Riemann. C6 dinh bat ky zy = xg + iyp € D. Ta
tim ham v(x,y) sao cho

@) = Sy (epeD (1L)

bang cach lay nguyén ham hai vé theo bién thit hai. Diéu nay thuyc hién duge 1a béi
vi doan thang ndi (z,y) v& (z,y) nam bén trong D. Khi do, ta c6

o) = [ w8+ O

0
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v6i C'(z) 1a ham kha vi thyc chi phu thuoc vao bién .
Tiép theo, ta tim he s6 C(z) tit dang thitc thit hai

) = S (112)

Béi Dinh 1y hoi tu Lebesgue,

v 0%u ou

"0 @(l’,f)df + Cl(x) = _6_y($’y)

Tt tinh diéu hoa ciia u, ta lai ¢6

, ou Y 0% ou ou ou ou
C (CL’) - _a_y(xuy)—i_ " 6—€2(l’,§)d§ . _?y(xay)—i_a_y(x’y)_a_y(xayO) - _a_y(xayO)

Do doan thang ndi (xg,y) v6i (x,y) ndm bén trong D, nén

0
Cz) = — 5—Z(<,y0>dc.

Vay, ta tim dude ham v c¢6 dang, véi C' 1a hing s6 thuc,

Yo o
olz,y) = / N, €)de / S CdC + C (1.1.3)
Y xo

0

]

Néu trén mot mien D < C, ham v : D — R la ham diéu hoa sao cho ton tai
ham diéu hoa v trén D ma u + v chinh hinh trén D, khi d6 ta néi v 1a lien hop
diéu hoa ctia u trén D. Ham v nay la duy nhat theo nghia sai khic nhau mot hang sb.

Bai tap.

Bai 1. Xét D < C la tap md lien thong, f : D — C la ham phiic, z € D va f'(2)
ton tai. Ta dinh nghia ham lien hgp ciia f béi f(w) := f(w) v6i moi w € D. Chiing
minh ring f c¢6 dao ham phiic tai z néu va chi néu f'(z) = 0.

Tit d6, chitng minh ring néu ca f va f 1a ham chinh hinh trén D thi f 14 ham
hing trén D.

Bai 2. Chiing minh rang néu D < C la mot tap md lien thong va f : D — C la
ham chinh hinh trén D sao cho tap anh cta f chi thudc truc thirc hodc chi thudc
truc 4o, thi khi d6 f 1a ham hang.
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Bai 3. Chiing minh rang néu D < C la mot tap md lién thong va f : D — C la
ham chinh hinh trén D sao cho tap anh cta f chi thuoc mét duong tron nao do, thi
f 1a ham hing tren D. Hay tim phan vi du dé ching t6 riing diéu kien chinh hinh la
khong thé bd dugc.

Bai 4. Xét D < C la mot tap md lien thong, D* := {z : z € D} 1a 4nh dbi xing
cia D qua truc thuc. V6i ham f : D — C, ta dinh nghia f*(z) := f(2), gid st f ¢6
dao ham phiic tai z € D. Ching minh rang ham f* ciing c¢6 dao ham phrc tai z.
Hay bicu dién (f*)'(2) béi f/(2).

Chiing minh ring f 1a ham chinh hinh thi f* ciing vay trén D néu va chi néu f
1a ham hang trén D.

Ta thay rang, tinh chat lien thong clia tap md trong C 14 nhan té quan trong
trong mot loat cac tinh chat trén. Do d6, ta goi mot tap md nhu vay 14 mot mién
trong C.

Bai 5. Chitng minh réng néu v 1a lién hop diéu hoa ctia u thi —u 13 lien hop diéu
hoa ctia v.

Bai 6. Chitng minh réng néu i(z) 1a ham phiic trén tap mé D < C ma phan thuyc
va phan 4o la cdc ham diéu hoa sao cho zh(z) cting la ham diéu hoa, thi A(z) 1a ham
chinh hinh trén D. Tim phéan vi du chiing t6 rang diéu kién cho zh(z) la khong thé
b6 dugc.

1.2 Tich phan Cauchy

Dau tién, ta dinh nghia tich phan Cauchy cho ham bién thiyc nhung c6 gia tri phiic.
Cu thé xét [a,b] 1a khodng con compact trong R, ham bién thuc f : [a,b] — C x4c
dinh lién tuc va duge phan tich thanh f(¢) = u(t) + iv(t), v6i u,v la cac ham thuc
lién tuc trén [a, b]. Khi d6, ta dinh nghia

dt = dt := u(t)d 7 v(t)dt. 1.2.
RCL l(ﬂwt [ <wt+(£ (t)dt (12.1)

Ménh dé 1.6.
Vi cac ky hiéu va dinh nghia trén, ta co

b b
/f@ﬂ</umw
Ching minh.

Xét 6 1a s6 thyc sé duge chon sau. Khi do, ta ¢6 (hoc vien tu ching minh cac (bat)
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dang thtic trong chiing minh)

R%%wlv@ﬁ)zl%m@%ﬂmﬁ<[ﬁﬂMﬁ

b
Cubi cuing, chon 0 = Arg (/ f(t)dt) , ta c6 dugce bat dang thiic can chiing minh. [

Tiép theo, chiing ta dinh nghia tich phan Cauchy tong quat tréen mot dusng cong. Cho
truée mot tap mé D < C, ching ta goi mot dusng trong D 1a méi ham « : [a, b] — D
lien tuc va kha vi ting khie, trong do [a, b] 14 khodng con compact trong R. Nghia la
ton tai phan hoach a = ag < a; < ... < a,, = b va cac ham «ay, € C*([ap_1, a] — D)
sao cho a = @[, 1.a., V6L k£ = 1,...,m. Tap anh [a] := a([a,b]) dugc goi 1a vét
clia «, va cht ¥ rang co ban khac véi duong «.

Xét f 1a ham phiic x4ac dinh va lién tuc trén vét [a] ctia duong cong «, khi d6
Tich phan cua f trén duong o dugce dinh nghia bdi

/f( )dz = Z f(2)dz = Z f g (1)), (t)dt, (1.2.2)
« k=1"Y % k=1"Yak—1

trong d6 vé phai trong ciing duge dinh nghia nhu trén.

Trong mat phang phiic, {dz,dy} 1& co sé cho dang vi phan de Rham thyc loai
1 trong R? va {dz,dz} 1a co s6 cho dang vi phan de Rham phitc loai (1,0) va (0,1)
trong C, v6i dz := dx + idy,dz := dx — idy. Tich phan cia |f| trén duong cong «
theo do do duong |dz| duge dinh nghia béi

IR RETEE W A TIIC D

Tu do, ta co

Dinh 1y 1.1 (Bat dang thiic co ban (ML-estimates)).
Gia st f : D — C la ham lien tuc, va o : [a,b] — D la mot duong cong trong D.

Khi do, ta co:
zs/u@W4<ML

vdi M = sup{|f(2)| : z € [a]} va L = Z/ | (t)|dt la do dai cia «.
ak—1
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Ching minh.
Bat dang thtc nay 1a két qua truc tiép cia

o) < /u Dl @l = [ 15|

Thanh phan cudi cuing lai bi chin trén béi

[ 1@zt < MZ/ 0h(0)ldt = ML,

]

Dinh 1y 1.2 (Dinh 1y hoi tu).

Gia st D < C la mot tap md va f, fn : D — C la cac ham lién tuc, « : [a,b] = D la
mot duong cong trong D, va gid si rang day ham f, hoi tu déu vé f trén [a]. Khi
do, ta co

lim fn 2)dz z/f(z)dz
n——+ao0 o

Chiing minh.

Xem nhu bai tap cho ngusi hoc vién. O

Bo6 dé 1.1 (Bb dé cung nhd - cung l6n).
Gid st —m <o < B <. Xét A:= Az, [o, B]) == {20 + 7. : 7 > 0,0 € [, B]}
goc vo han dinh tai zo, quét tir géc lugng gidc o dén B.
Xét f 1 Az, [a, B])\{20} — C la ham lién tuc va cung bi chan v,(0) = {zo+re”
0 € |a, B}, vdir >0 cho trudc.
Khi do, ta co:
Néu Z_)lzigr;eA(z —20)f(z) =XeC th Tlirgh/ f(2)dz = i\(B — a).
’ W (1.2.4)
Néu  lim =z2f(z)=XeC thh lim f(2)dz =i\ — ).

z—00,2€A r—400
Yr

Chiing minh.
Ta quan sat thay rdng néu giéi han ctia ham zf(z) 1a hitu han khi z tién ra vo cling
thi ddn dén f(z) phai tién vé khong khi z tién ra vo cting. Do do,

lim zf(z)=AeC<«<= lim (z—2)f(z) =XeC.

z—00,z€A z—00,2€A
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A
Ta xét ham g(z) = f(z) — , vOi z € A\{20}, khi d6 trong cé hai truong hop
zZ— 20

ta ludn c6 (z — zp)g(z) — 0. Bay gio, ta xét tich phan

/%f(z)dZZ/% (Z_)\ZOJrg(z))dz:/%Z_)\Zoder/%g(z)dz.

Véi tich phan thtt nhat, trong cd hai truong hop, ta luon c6

B
/ A dz = / i7“2'6"9d9 = iANf — ).
Yr «@

z— 2 ret

Bdi Ude luong ML, ta lai ¢6

A ()

trong d6 ||g||, := max{|g(z + re®)| : 0 € [, B]}. Ta thay ring (2 — 2)g(2) tién vé 0
khi z — 2 hay 2 — oo. Trong truong hgp néu z € 7, thi z — 29 < r — 0" (cung
nho). Khi dé vi (z — 20)g(2) = re®g(z) — 0 khi z — 2 va luu ¥ riing z — 2o theo
moi hudéng véi argumment thuoc [, 5], nén dan dén ta c6 Tlir(r)1+ r|lgl|- = 0. Hoan

< / 9(=)11dz] < / lglloldz] = (8 — a)rllglls,
Yr Ir

toan tuong tu trong trusng hop z € v, 2 > 00 <= r — +oo (cung l6n), khi d6 ta
ciing ¢6 lim r||g||, = 0. Két hgp cac diéu nay lai, ta c6 giéi han can ching minh
r—+40

trong ca hai truong hgp cung nhé va cung 1én. O

Tiép theo, ta quan tam dén moi lien hé gitta doi tugng tich phan phitc va dao ham
phitc. Cu thé, ta quan tam dén cau héi: didu gi x4y ra néu xét tich phan ctia ham
khé vi phitc?

Gia st f(z) = u(x,y) + iv(x,y), v6i 2 = z + 1y, z,y € R, u vd v 1a hai ham s6
thuc, duong cong tron tham s6 a(t) = z(t) + iy(t), t € [a, b]. Khi do, ta co

/f(Z)dZZ/ (u(z(t), y(1)) + iv(x(t), y(1))(='(t) + iy (t))dt

=/(U(I)t),y(t))x'(t)—v(x(t),y(t))y'(t))dtﬂ/ (0(x(t),y(1)="(t) + u(z(t), y(1))y'(t))dt

a a

b b
= / u(z,y)dx — v(z,y)dy + 7,/ v(x,y)dr + u(z,y)dy (tich phan dudng loai 2).
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Do d6, mot cach hinh thiic, ta ¢6 thé dinh nghia

f(2)dz = (u(z,y)+iv(z, y))(dz+idy) := u(x, y)dz—v(z, y)dy+i(v(z, y)dz+u(z, y)dy).

Mot dang vi phan thyc cap 1 ¢6 dang P(x,y)dr + Q(x,y)dy, trong d6 P va Q la
cac ham thyuc hai bién thong thuong. Dang vi phan nay dudce goi la thuoce l6p C*
néu cac ham he s6 P(z,y) va Q(z,y) thuoc C*. Mot dang vi phan thie cap mot
P(z,y)dz + Q(x,y)dy thuoc 16p C° goi 1a khép néu ton tai ham thyc f(z,y) thuoc
16p C! sao cho df = P(z,y)dr+Q(z,y)dy (hay Vf(z,y) = (P(z,y), Q(x,y))). Trong
truong hop nay, f con duge goi la nguyén ham ctia dang vi phan P(z, y)dx+Q(z, y)dy.
Mot dang vi phan thie cap mot P(z,y)dz + Q(x,y)dy thude C' goi 1a dang vi phan
dong néu va chi néu Frl W Vi d(df) = 0, nén néu mot dang vi phan thyc cap
mot thuoc 16p C! 1a khép thi né phai la dang déng.

RO rang f(2)dz duge phan ra thanh hai thanh phan: f(z)dz = (dang vi phan
thuyc cap mot) + i(dang vi phan thyc cidp mot) duge goi la dang vi phan phic
loai (1,0). Ky hiéu thi hai duge dinh f(2)dz = (u(z,y) + iv(z,y))(dx — idy) :=
u(z,y)dr —v(z,y)dy — i(v(z,y)dx + u(x, y)dy) dude goi la dang vi phan phiic loai
(0,1). Cac dang vi phan phtic nay déng vai trdo quan trong trong ly thuyét vé Phuong
trinh Cauchy-Riemann khong thuan nhat ma ta sé tim hiéu trong chuong sau.

Dicu ma ta dang quan tam la f(z)dz 1a dang vi phan déng néu va chi néu phan
thuc udzr—vdy va phan 4o vdr+udy cia f(z)dz 1a dong, nghia 1a u,(z,y) = —v.(z,y)
va ug(z,y) = vy(z,y). Vatinh chat dong nay ro rang tuong duong véi he thitc Cauchy-
Riemann. Ta biét rang trong Giai tich vector, tich phan duong loai hai ctia mot dang
vi phan thuce cap mot thuoc 16p C! déng thi khong phu thude vao duong di, chi phu
thuoc vao diem dau va diém cudi ctia duong di. Do d6, ap dung tinh doc lap vao
duong nay cho udxr — vdy va vdx + udy, ta c6 két qua co ban trong Gidi tich phiic
mot bién sau: tich phan phtic clia ham chinh hinh thi khong phu thudc vao duong
lay tich phan, chi phu thudc vao diém bat dau va diém két thic.

Dinh 1y 1.3.
Xét D la mot tap con md trong C, va ham f : D — C chinh hinh. Néu a va B la
hai duong cong nam trong D sao cho diém bit dau va diém két thic cia hai duong

la trung nhau, khi do ta co
/f(z)dz = /f(z)dz
a B

Xét duong cong v dinh huéng duong. Ta chon hai diém bat ky khac nhau A va B
trén ~. Gia st rang hudng cia v 1a huéng tit A dén B. Ro rang, v 13 hoi cia hai



