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6 MỤC LỤC



 

 

 

 

 

 

 
Chương 1

Biến cố ngẫu nhiên và xác suất của nó

1.1. Phép thử và phân loại biến cố

1.1.1. Định nghĩa

? Định nghĩa 1.1 Việc thực hiện một nhóm các điều kiện cơ bản để quan sát một hiện tượng

nào đó có xảy ra hay không được gọi là thực hiện một phép thử, còn hiện tượng có thể xảy ra

trong kết quả của phép thử đó được gọi là biến cố.

•Ví dụ 1.1 Tung một con súc sắc xuống đất là một phép thử, còn việc lật lên một mặt nào đó

là biến cố.

•Ví dụ 1.2 Bắn một phát súng vào bia. Việc bắn súng là phép thử, còn việc trúng vào một miền

nào đó của bia là biến cố.

1.1.2. Phân loại biến cố

Một biến cố chỉ có thể xảy ra khi một phép thử gắn liền với nó được thực hiện. Trong thực

tế có thể xảy ra các loại biến cố sau đây:

• Biến cố chắc chắn: là biến cố nhất định sẽ xảy ra khi thực hiện một phép thử. Biến cố chắc

chắn được ký hiệu là U.

• Biến cố không thể có: là biến cố nhất định không xảy ra khi thực hiện một phép thử. Biến

cố không thể có được ký hiệu là V.

• Biến cố ngẫu nhiên: là biến cố có thể xảy ra hoặc không xảy ra khi thực hiện một phép

thử. Các biến cố ngẫu nhiên được ký hiệu là A, B, C, ... hoặc A1, A2, ...An, B1, B2, ..., Bn.

Tất cả các biến cố ta gặp trong thực tế đều thuộc về một trong ba loại biến cố kể trên. Tuy

nhiên các biến cố ngẫu nhiên là các biến cố thường gặp hơn cả.

•Ví dụ 1.3 Tung một con xúc xắc, xét các biến cố sau đây:

7



 

 

 

 

 

 

 

8 CHƯƠNG 1. BIẾN CỐ NGẪU NHIÊN VÀ XÁC SUẤT CỦA NÓ

U = ”Xuất hiện mặt có số chấm nhỏ hơn 7”. U là biến cố chắc chắn.

V = ”Xuất hiện mặt có 8 chấm”. V là biến cố không thể có.

A = ”Xuất hiện mặt có số chấm chẵn”. A là biến cố ngẫu nhiên.

Ai = ” Xuất hiện mặt i chấm”, (i = 1, 2, ...6). Ai là các biến cố ngẫu nhiên.

1.2. Định nghĩa xác suất

1.2.1. Xác suất của biến cố

? Định nghĩa 1.2 Xác suất của một biến cố là một con số đặc trưng cho khả năng khách quan

xuất hiện biến cố đó khi thực hiện phép thử. Ký hiệu xác suất của biến cố A là P(A).

Ta chú ý rằng, việc biến cố ngẫu nhiên xảy ra hay không xảy ra trong kết quả của phép thử

là điều không thể đoán trước được, xác suất của một biến cố chỉ phản ánh khả năng khách

quan xuất hiện biến cố, do những điều kiện của phép thử quy định chứ không tuỳ thuộc vào

ý muốn chủ quan của con người.

1.2.2. Định nghĩa cổ điển về xác suất

a) Ví dụ mở đầu.

Giả sử thực hiện phép thử là tung một con súc sắc cân đối và đồng chất. Xét biến cố A =

”Xuất hiện mặt có số chấm chẵn”. Ta sẽ xác định xác suất của biến cố A.

Khi tung một con súc sắc cân đối và đồng chất ta thấy có thể có 6 kết cục xảy ra là: xuất hiện

các mặt 1 chấm, 2 chấm, ... , 6 chấm. Những kết cục này thoả mãn hai điều kiện: chúng duy

nhất, tức là trong kết quả của phép thử chỉ xảy ra một và chỉ một kết cục trong số đó; hơn nữa

chúng có khả năng xảy ra như nhau. Các kết cục thoả mãn hai điều kiện trên được gọi các kết

cục duy nhất đồng khả năng.

Trong số 6 kết cục duy nhất đồng khả năng đó ta thấy chỉ có 3 kết cục mà nếu kết cục đó

xảy ra thì biến cố A sẽ xảy ra, đó là những kết cục được mặt 2 chấm, 4 chấm, 6 chấm. Những

kết cục làm cho biến cố xẩy ra được gọi là các kết cục thuận lợi cho biến cố.

Như vậy ta thấy khả năng xảy ra của biến cố A là 3 phần 6, tức là 1 phần 2. Đó là cách xác

định xác suất của biến cố theo quan điểm cổ điển.

b) Định nghĩa

? Định nghĩa 1.3 Xác suất xuất hiện biến cố A trong một phép thử là tỉ số giữa số kết cục thuận

lợi cho A và tổng số các kết cục duy nhất đồng khả năng có thể xảy ra khi thực hiện phép thử

đó.

Nếu ký hiệu: m là số kết cục thuận lợi cho biến cố A; n là số kết cục duy nhất đồng khả

năng của phép thử, ta có công thức tính xác suất của biến cố A như sau:

P(A) =
m
n
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c) Các tính chất của xác suất

• Xác suất của biến cố chắc chắn bằng một: P(U) = 1.

• Xác suất của biến cố không thể có bằng không: P(V) = 0.

• Xác suất của biến cố ngẫu nhiên là một số nằm trong khoảng giữa không và một:

0 < P(A) < 1

Như vậy, xác suất của một biến cố bất kỳ luôn thoả mãn điều kiện:

0 ≤ P(A) ≤ 1

d) Tính xác suất bằng định nghĩa cổ điển

•Ví dụ 1.4 Một người khi gọi điện cho bạn quên mất 3 chữ số cuối và chỉ nhớ rằng chúng khác

nhau. Tìm xác suất để quay ngẫu nhiên một lần được đúng số cần gọi.

Lời giải.

Gọi A là biến cố ”Quay ngẫu nhiên một lần được ngay số cần gọi”.

Số kết cục đồng khả năng là tất cả các cách lập nên một bộ 3 số khác nhau từ 10 số tự nhiên

đầu tiên. Như vậy:

n = A3
10 = 10.9.8 = 720.

Số kết cục thuận lợi cho biến cố A chỉ có một kết cục:

m = 1

Vì vậy theo định nghĩa cổ điển, xác suất của biến cố A là:

P(A) =
m
n

=
1

720
.

•Ví dụ 1.5 Trong bình có a quả cầu trắng và b quả cầu đen. Lấy ngẫu nhiên một quả cầu. Tìm

xác suất để lấy được một quả cầu trắng.

Lời giải.

Gọi A là biến cố lấy được cầu trắng.

Khi lấy ngẫu nhiên một quả cầu, ta có thể lấy được bất kỳ quả cầu nào trong số a + b quả

cầu trong bình, vì vậy số kết cục duy nhất đồng khả năng là:

n = a + b
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Biến cố A sẽ xảy ra khi ta lấy được một trong số a quả cầu trắng, như vậy số kết cục thuận

lợi là:

m = a

Từ đó theo định nghĩa cổ điển về xác suất, ta có:

P(A) =
m
n

=
a

a + b

•Ví dụ 1.6 Một hộp có 10 sản phẩm, trong đó có 6 chính phẩm và 4 phế phẩm. Lấy ngẫu nhiên

từ hộp đó 3 sản phẩm. Tìm xác suất để:

a) Cả 3 sản phẩm lấy ra đều là chính phẩm.

b) Trong 3 sản phẩm lấy ra có đúng 2 chính phẩm.

Lời giải.

a) Gọi A là biến cố ”Lấy được 3 chính phẩm”.

Số kết cục đồng khả năng trong phép thử bằng số cách chọn 3 sản phẩm (phân biệt và

không kể thứ tự) từ 10 sản phẩm, như vậy n = C3
10 = 120.

Số kết cục thuận lợi cho A xảy ra là số cách chọn được 3 sản phẩm từ 6 chính phẩm, vậy

m = C3
6 = 20.

Do đó xác suất của biến cố A là: P(A) =
m
n

=
20

120
=

1
6

.

b) Gọi B là biến cố ”Trong 3 sản phẩm lấy ra có đúng 2 chính phẩm”.

Để biến cố B xảy ra ta phải thực hiện chọn theo 2 bước:

- Chọn 2 chính phẩm trong số 6 chính phẩm, số cách chọn là C2
6 ;

- Chọn 1 phế phẩm trong số 4 phế phẩm, số cách chọn là C1
4 .

Số kết cục thuận lợi cho biến cố B là số cách chọn cho biến cố B xảy ra:

m = C2
6 .C1

4

Vậy xác suất của biến cố B là:

P(B) =
m
n

=
C2

6 .C1
4

C3
10

=
1
2

.

•Ví dụ 1.7 Tung một con súc sắc hai lần. Tính xác suất để trong đó có đúng 1 lần xuất hiện mặt

6 chấm.

Lời giải.

Gọi A là biến cố: "Trong 2 lần tung súc sắc có đúng một lần xuất hiện mặt 6 chấm”. Số kết

cục đồng khả năng là số cách thiết lập được cặp 2 số lần lượt là số chấm xuất hiện của mỗi lần
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tung súc sắc. Nó bằng số cách chọn một bộ 2 số (có thể giống nhau và có quan tâm đến thứ tự)

từ 6 số {1, 2, ..., 6}, vậy:

n = Ã2
6 = 62 = 36.

Số kết cục thuận lợi cho biến cố A xảy ra gồm 10 kết cục: 16, 26, 36, 46, 56, 61, 62, 63, 64, 65,

do đó: m = 10.

Vây xác suất của biến cô A là: P(A) =
m
n

=
10
36

=
5

18
.

1.2.3. Định nghĩa hình học về xác suất

? Định nghĩa 1.4 Xét một phép thử có vô hạn kết cục đồng khả năng. Giả sử ta có thể biểu thị

tập hợp mọi kết cục này bởi một miền hình học Ω nào đó; và những kết cục thuận lợi cho biến

cố A được biểu thị bởi miền con G ⊂ Ω. Khi đó xác suất của biến cô A được tính bởi công thức:

P(A) =
độ đo (G)

độ đo (Ω)

Tuỳ theo Ω là đoạn thẳng, miền phẳng, mảnh mặt cong hay khối không gian mà độ đo được

hiểu là độ dài, diện tích hay thể tích.

•Ví dụ 1.8 Đường dây điện thoại ngầm nối hai trạm A, B bỗng nhiên bị đứt. Biết dây điện

thoại đồng chất dài 800m chôn trong lòng đất có khả năng dứt tại mọi điểm như nhau, hãy

tính xác suất dây đứt cách A không quá 100m.

Lời giải. Vì dây có thể đứt tại một điểm bất kỳ trên đoạn thẳng AB với khả năng như nhau nên

có thể biểu thị tập hợp mọi kết cục đồng khả năng của phép thử bởi đoạn AB. Các kết cục thích

hợp cho biến cố ”dây đứt cách A không quá 100m được biểu thị bởi đoạn AC. Do đó xác suất

cần tìm bằng:

P(A) =
độ dài AC
độ dài AB

=
100
800

=
1
8

.

•Ví dụ 1.9 Hai người bạn A và B hẹn gặp nhau tại một địa điểm xác định trong vòng từ 0 giờ

đến 1 giờ. Mỗi người đến chỗ hẹn vào một thời điểm bất kỳ trong khoảng thời gian trên và chờ

20 phút, nếu không gặp người kia thì bỏ đi. Tính xác suất để họ gặp nhau.

Lời giải.

Gọi x (phút) là lúc đến của A, y (phút) là lúc đến của B.

Mọi kết cục đồng khả năng là một cặp số (x,y):

0 ≤ x ≤ 60; 0 ≤ y ≤ 60.

Vậy miền kết cục đồng khả năng Ω là hình vuông OACB trên hình vẽ.
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Các kết cục thuận lợi cho hai người gặp nhau là những cặp (x,y) sao cho: |x − y| ≤ 20.

Trên hình vẽ, tập hợp này ứng với miền con của hình vuông OACB gồm giữa các đường thẳng

y = x + 20 và y = x− 20.

Vậy xác suất để hai người gặp nhau là:

P =
diện tích (G)

diện tích (Ω)
=

602 − 402

602 =
5
9

.

1.2.4. Định nghĩa thống kê về xác suất

a) Tần suất xuất hiện của biến cố

? Định nghĩa 1.5 Tần suất xuất hiện biến cố trong n phép thử là tỷ số giữa số phép thử trong

đó biến cố xuất hiện và tổng số phép thử được thực hiện.

Như vậy, nếu ký hiệu số phép thử là n, số lần xuất hiện biến cố A là k, tần suất xuất hiện

biến cố A là f (A) thì:

f (A) =
k
n

.

•Ví dụ 1.10 Khi kiểm tra ngẫu nhiên 80 sản phẩm do một máy sản xuất, người ta phát hiện ra

3 phế phẩm. Gọi A là biến cố ”Xuất hiện phế phẩm”. Vậy tần suất phát hiện phế phẩm bằng :

f (A) =
3

80
.

•Ví dụ 1.11 Bắn 50 phát đạn vào bia thấy có 47 phát trúng. Gọi A là biến cố ”Bắn trúng bia”.

Tần suất của việc bắn trúng bia bằng:

f (A) =
47
50

.

•Ví dụ 1.12 Để nghiên cứu khả năng xuất hiện mặt sấp khi tung một đồng xu, người ta tiến

hành tung một đồng xu nhiều lần và thu được kết quả sau đây:

Người làm thí nghiệm Số lần tung (n) Số lần được mặt sấp (k) Tần suất f (A) =
k
n

Buffon 4040 2048 0,5069

Pearson 12000 6019 0,5016

Pearson 24000 12012 0,5005
Ta thấy khi số phép thử tăng lên thì tần suất xuất hiện mặt sấp sẽ dao động ngày càng ít

hơn xung quanh giá trị không đổi là 0,5. Điều đó cho phép hy vọng rằng khi số phép thử tăng

lên vô hạn, tần suất sẽ hội tụ về giá trị 0,5.

Tính ổn định của tần suất là cơ sở để đưa ra định nghĩa thống kê về xác suất.

b) Định nghĩa thống kê về xác suất
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? Định nghĩa 1.6 Xác suất xuất hiện biến cố A trong một phép thử là một số p không đổi mà

tần suất f xuất hiện biến cố đó trong n phép thử sẽ hội tụ theo xác suất về p khi số phép thử

tăng lên vô hạn.

f
Hội tụ theo xác suất−−−−−−−−−−−−−−→

n→∞
p (ký hiệu là f

p−→ p).

Như vậy về mặt thực tế, với số phép thử n đủ lớn ta có thể lấy P(A) ≈ f (A). Ta chú ý rằng

ở đây tần suất f hội tụ theo xác suất về p chứ không phải hội tụ theo nghĩa thông thường của

giải tích toán học. Điều đó có nghĩa là với mọi ε dương bé tuỳ ý ta luôn có:

lim
n→∞

P(| f − p| < ε) = 1.

1.3. Quan hệ giữa các biến cố

1.3.1. Tổng các biến cố

? Định nghĩa 1.7 Biến cố C được gọi là tổng của hai biến cố A và B, ký hiệu C = A + B, nếu C

sẽ xảy ra khi có ít nhất một trong hai biến cố ấy xảy ra.

•Ví dụ 1.13 Hai ngưòi cùng bắn vào một bia. Gọi A là biến cố "Người thứ nhất bắn trúng”, B

là biến cố ”Người thứ hai bắn trúng”, C là biến cố ”Có người bắn trúng”. Vậy C= A + B.

•Ví dụ 1.14 Tung một con súc sắc. Gọi Ai là biến cố ”Xuất hiện mặt i chấm” (i = 1, 6), B là biến

cố ”Xuất hiện ít nhất 5 chấm”. Biến cố B sẽ xảy ra khi A5 xảy ra hoặc A6 xảy ra. Vậy B = A5 + A6.

? Định nghĩa 1.8 Biến cố A được gọi là tổng của n biến cố A1, A2, ..., An, ký hiệu
n
∑

i=1
Ai, nếu A

sẽ xảy ra khi có ít nhất một trong n biến cố ấy xảy ra.

1.3.2. Tích các biến cố

? Định nghĩa 1.9 Biến cố C được gọi là tích của hai biến cố A và B, ký hiệu C = A.B, nếu C sẽ

xảy ra khi và chỉ khi cả hai biến cố A và B cùng xảy ra.

•Ví dụ 1.15 Hai người cùng bắn vào một bia. Gọi A là biến cố ”Người thứ nhất bắn trúng”, B là

biến cố ”Người thứ hai bắn trúng”, C là biến cố ”Cả hai người cùng bắn trúng”. Vậy C = A.B.

•Ví dụ 1.16 Một mạch điện gồm hai bóng đèn mắc song song.

Gọi A là biến cố ”Bóng thứ nhất bị cháy khi điện quá tải”, B là biến cố ”Bóng thứ hai bị cháy

khi điện quá tải”, C là biến cố ”Mạch điện bị ngắt khi điện quá tải”. Rõ ràng biến cố C chỉ xảy

ra khi cả hai biến cố A và B cùng đồng thời xảy ra. Vậy C = A.B.

? Định nghĩa 1.10 Biến cố A được gọi là tích của n biến cố A1, A2, ..., An, ký hiệu
n
∏
i=1

Ai, nếu A

sẽ xảy ra khi và chỉ khi cả n biến cố nói trên xảy ra.
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1.3.3. Biến cố xung khắc

? Định nghĩa 1.11 Hai biến cố A và B được gọi là xung khắc với nhau nếu chúng không thể

đồng thời xảy ra trong một phép thử. Trường hợp ngược lại, nếu hai biến cố đó có thể cùng xảy

ra trong một phép thử thì được gọi là không xung khắc.

•Ví dụ 1.17 Hai người cùng bắn vào một bia. Gọi A là biến cố ”Người thứ nhất bắn trúng”, B

là biến cố ”Người thứ hai bắn trúng”. Hai biến cố A và B là không xung khắc

•Ví dụ 1.18 Một bình có 3 loại cầu là cầu trắng, cầu xanh và cầu đỏ. Lấy ngẫu nhiên từ binh

đó một quả cầu. Gọi A là biến cố ”Lấy được cầu trắng”, B là biến cố ”Lấy được cầu xanh”. Các

biến cố A và B là xung khắc với nhau.

? Định nghĩa 1.12 Nhóm n biến cố {A1, A2, ..., An} được gọi là xung khắc từng đôi nếu bất kỳ

hai biến cố nào trong nhóm này cũng xung khắc với nhau.

Chú ý rằng việc nhận xét tính xung khắc của các biến cố chủ yếu dựa vào trực giác.

•Ví dụ 1.19 Tung một con súc sắc. Gọi Ai là biến cố ”Xuất hiện mặt i chấm” (i = 1, 6). Các biến

cố {A1, A2, ..., An} là xung khắc từng đôi.

1.3.4. Nhóm đầy đủ các biến cố

? Định nghĩa 1.13 Các biến cố {A1, A2, ..., An} được gọi là nhóm biến cố đầy đủ nếu trong kết

quả của phép thử sẽ xảy ra một và chỉ một trong các biến cố đó. Nói cách khác, các biến cố

{A1, A2, ..., An} sẽ tạo nên một nhóm đầy đủ nếu chúng xung khắc từng đôi với nhau và tổng

của chúng là một biến cố chắc chắn.

•Ví dụ 1.20 Tung một con súc sắc.

Gọi Ai là biến cố ”Xuất hiện mặt i chấm” (i = 1, 6). Các biến cố {A1, A2, ..., An} tạo nên

nhóm đầy đủ các biến cố.

1.3.5. Biến cố đối lập

? Định nghĩa 1.14 Hai biến cố A và B được gọi là đối lập với nhau nếu chúng tạo nên một

nhóm đầy đủ các biến cố. Ký hiệu biến cố đối lập của biến cố A là A.

•Ví dụ 1.21 Bắn một phát đạn vào bia.

Gọi A là biến cố ”Bắn trúng bia”, B là biến cố ”Bắn trượt bia”. Các biến cố A và B là hai biến

cố đối lập nhau: A = B; B = A.

•Ví dụ 1.22 Một hòm có a chính phẩm và b phế phẩm, lấy ngẫu nhiên n sản phẩm (n ≤ a+ b).

Gọi A là biến cố ”Lấy được ít nhất một chính phẩm”. Khi đó biến cố đối lập của A là biến cố A:

"Trong n sản phẩm lấy ra không có chính phẩm nào (toàn phế phẩm)”.
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•Ví dụ 1.23 Một xí nghiệp có 3 ôtô cùng hoạt động.

Gọi biến cố Ai là "ôtô thứ i bị hỏng”, (i = 1,2,3). Hãy biểu diễn các biến cố sau theo biến cố

A1, A2, A3.

A = ”Chỉ ôtô thứ nhất hỏng”

B = ”Có đúng 1 ôtô hỏng”

C= ”Có đúng 2 ôtô hỏng”

D = ”Có ôtô hỏng”

Lời giải.

A = A1.A2.A3

B = A1.A2.A3 + A1.A2.A3 + A1.A2.A3

C = A1.A2.A3 + A1.A2.A3 + A2.A2.A3

D = A1 + A2 + A3.

1.4. Định lý cộng và nhân xác suất

1.4.1. Định lý cộng xác suất (trường hợp các biến cố xung khắc)

♦ Định lý 1.1 Xác suất của tổng hai biến cố xung khắc bằng tổng xác suất của các biến cố đó.

Như vậy, nếu A và B là hai biến cố xung khắc với nhau thì:

P(A + B) = P(A) + P(B)

.Ta ký hiệu:

n - số kết cục đồng khả năng có thể xảy ra khi phép thử được thực hiện.

m1 - số kết cục thuận lợi cho biến cố A.

m2 - số kết cục thuận lợi cho biến cố B.

Do A và B xung khắc nhau do đó không thể có kết cục thuận lợi cho cả A và B đồng thời

xảy ra. Vậy số kết cục thuận lợi cho A hoặc B xảy ra bằng m1 + m2.

Vì vậy:

P(A + B) =
m1 + m2

n
=

m1

n
+

m2

n
= P(A) + P(B).

�

5 Hệ quả 1.1 Xác suất của tổng các biến cố xung khắc từng đôi bằng tổng xác suất của các biến

cố đó.

Tức là nếu A1, A2, ..., An là các biến cố xung khắc từng đôi thì:

P

(
n

∑
i=1

Ai

)
=

n

∑
i=1

P(Ai).
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5 Hệ quả 1.2 Nếu các biến cố A1, A2, ..., An tạo nên một nhóm đầy đủ các biến cố thì tổng các

xác suất của chúng bằng 1.
n

∑
i=1

P(Ai) = 1.

5 Hệ quả 1.3 Tổng xác suất của các biến cố đối lập nhau bằng 1.

P(A) + P(A) = 1.

•Ví dụ 1.24 Xác suất để một xạ thủ bắn bia trúng điểm 10 là 0,1; trúng điểm 9 là 0,2; trúng

điểm 8 là 0,25 và ít hơn 8 điểm là 0,45. Xạ thủ ấy bắn một phát đạn. Tìm xác suất để xạ thủ được

ít nhất 9 điểm.

Lời giải. Gọi A là biến cố ”Xạ thủ bắn trúng điểm 10”, B là biến cố ”Xạ thủ bắn trúng điểm 9”,

C là biến cố ”Xạ thủ được ít nhất 9 điểm”. Vậy:

C = A + B

Vì A và B xung khắc nhau do đó theo định lý cộng xác suất ta có:

P(C) = P(A + B) = P(A) + P(B) = 0, 1 + 0, 2 = 0, 3.

•Ví dụ 1.25 Xác suất để sản phẩm sản xuất ra là chính phẩm bằng 0,9. Tìm xác suất sản phẩm

sản xuất ra là phế phẩm.

Lời giải. Gọi A là biến cố ”Sản phẩm sản xuất ra là phế phẩm”, khi đó A là biến cố ”Sản phẩm

sản xuất ra là chính phẩm”, A và A đối lập nhau, do đó:

P(A) = 1− P(A) = 1− 0, 9 = 0, 1.

•Ví dụ 1.26 Trong hòm có 12 chi tiết, trong đó có 5 chi tiết hỏng. Lấy ngẫu nhiên 4 chi tiết.

Tính xác suất trong số 4 chi tiết lấy ra:

a) có không quá một chi tiết hỏng;

b) có chi tiết hỏng.

Lời giải.

Gọi Ai là biến cố ”Trong 4 chi tiết lấy ra có đúng i chi tiết hỏng”, i = 0, 4.

a) Gọi A là biến cố ”Trong 4 chi tiết lấy ra có không quá một chi tiết hỏng”, vậy:

A = A0 + A1
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Vì A0 và A1 xung khắc với nhau do đó:

P(A) = P(Ao) + P(A1)

Dùng định nghĩa cổ điển về xác suất ta tính được:

P(Ao) =
C4

7

C4
12

=
7

99
, P(A1) =

C1
5 .C3

7

C4
12

=
35
99

Vậy:

P(A) =
7

99
+

35
99

=
14
33

.

b) Gọi B là biến cố ”Trong 4 chi tiết lấy ra có chi tiết hỏng”, khi đó biến cố đối lập của B là

”Trong 4 chi tiết lấy ra không có chi tiết hỏng” = Ao. Vậy:

P(B) = 1− P(B) = 1− P(Ao) = 1− 7
99

=
92
99

.

1.4.2. Định lý nhân xác suất

a) Biến cố độc lập

? Định nghĩa 1.15 Hai biến cố A và B gọi là độc lập với nhau nếu việc xảy ra hay không xảy ra

biến cố này không làm thay đổi xác suất xảy ra của biến cố kia và ngược lại.

Trong trường hợp việc biến cố này xảy ra hay không xảy ra làm cho xác suất xảy ra của biến

cố kia thay đổi thì hai biến cố đó gọi là phụ thuộc nhau.

•Ví dụ 1.27 Trong bình có 3 cầu trắng và 2 cầu đen. Lấy ngẫu nhiên 2 quả cầu theo theo

phương thức có hoàn lại. Gọi A là biến cố ”Lần thứ nhất lấy được cầu trắng”, B là biến cố

”Lần hai lấy được cầu trắng”. Khi đó:

P(A) =
3
5

; P(B) =
3
5

Ta thấy xác suất lấy được cầu trắng lần thứ hai (biến cố B) không phụ thuộc gì vào kết quả

lấy của lần trước (biến cố A), và tương tự, xác suất lấy được cầu trắng lần thứ nhất (biến cố A)

không phụ thuộc gì vào kết quả lấy của lần thứ hai (biến cố B). Vậy hai biến cố A và B độc lập

với nhau.

•Ví dụ 1.28 Trong bình có 3 cầu trắng và 2 cầu đen. Lấy ngẫu nhiên 2 quả cầu theo theo

phương thức không hoàn lại. Gọi Ả là biến cố ”Lần thứ nhất lấy được cầu trắng”, B là biến

cố ”Lần hai lấy được cầu trắng”. Khi đó xác suất lấy được cầu trắng lần thứ nhất là:

P(A) =
3
5
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Tuy nhiên xác suất lấy được cầu trắng lần thứ hai sẽ phụ thuộc vào kết quả lấy của lần trước:

+ Nếu lần thứ nhất lấy được cầu trắng (A xảy ra) thì: P(B) =
2
4

;

+ Nếu lần thứ nhất lấy được cầu đen (A không xảy ra) thì: P(B) =
3
4

;

Vậy A và B phụ thuộc nhau.

Trong thực tế việc nhận xét tính độc lập hay phụ thuộc của các biến cố chủ yếu dựa vào trực

giác. Ta cũng nhận thấy rằng tính độc lập của các biến cố có tính tương hỗ. Nếu A và B độc lập

với nhau thì A và B, A và B, A và B cũng độc lập với nhau.

? Định nghĩa 1.16 Các biến cố A1, A2, ..., An gọi là độc lập từng đôi với nhau nếu mỗi cặp hai

trong n biến cố đó độc lập với nhau. Chẳng hạn ba biến cố A, B, C độc lập từng đôi với nhau

nếu A độc lập với B, A độc lập với C, B độc lập với C.

•Ví dụ 1.29 Tung một đồng xu ba lần, gọi Ai là biến cố ”Được mặt sấp ở lần tung thứ i, i =

1, 2, 3. Rõ ràng là mỗi cặp hai trong ba biến cố đó độc lập với nhau.

Vậy A1, A2, A3 độc lập từng đôi với nhau.

? Định nghĩa 1.17 Các biến cố A1, A2, ..., An gọi là độc lập toàn phần với nhau nếu mỗi biến cố

độc lập với một tổ hợp bất kỳ của các biến cố còn lại.

Chẳng hạn ba biến cố A, B, C độc lập toàn phần với nhau nếu A độc lập với B, A độc lập với

C, A độc lập với tích BC, B độc lập với C, B độc lập với tích AC, C độc lập với tích AB.

Chú ý rằng nếu các biến cố độc lập toàn phần thì suy ra chúng độc lập từng đôi, nhưng

điều ngược lại không đúng, nghĩa là nếu các biến cố độc lập từng đôi thì chúng chưa chắc độc

lập toàn phần. Ta cũng quy ước rằng khi nói n biến cố độc lập thì có nghĩa là chúng độc lập

toàn phần.

•Ví dụ 1.30 Giả sử trong bình có 4 quả cầu, 1 quả sơn màu đỏ, 1 quả sơn màu xanh, 1 quả màu

vàng, 1 quả sơn cả màu đỏ, xanh, vàng.

Lời giải.

Gọi A =”Lấy ngẫu nhiên 1 quả cầu từ bình được quả có màu đỏ”;

B =”Lấy ngẫu nhiên 1 quả cầu từ bình được quả có màu xanh”;

C =”Lấy ngẫu nhiên 1 quả cầu từ bình được quả có màu vàng”;

P(A) = P(B) = P(C) =
1
2

.

Nếu biến cố A xảy ra, tức là đã lấy được quả có màu đỏ, thì vì trong 2 quả màu đỏ có 1 quả

có màu sơn xanh nên xác suất của biến cố B vẫn là P(B) =
1
2

. Còn nếu A không xảy ra, thì

trong 2 quả không có màu đỏ cũng chỉ có 1 quả màu sơn xanh nên P(B) =
1
2

. Vậy các biến cố

A và B độc lập với nhau.

Tương tự có thể chứng tỏ A và C, B và C độc lập. Vậy ba biến cố A, B, C độc lập từng đôi.
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Nếu biến cố A và B đã xảy ra, tức là quả cầu lấy ra có hai màu đỏ và xanh. Khi đó nó chỉ có

thể là quả cầu có cả ba màu, vì vậy xác suất để lấy được quả cầu màu vàng là P(C) = 1. Nếu

AB không xảy ra thì quả cầu lấy ra không phải quả có ba màu, vì vậy xác suất để lấy được quả

vàng là P(C) =
1
3

. Vậy biến cố C không độc lập với AB. Do đó các biến cố A, B, C chỉ độc lập

từng đôi chứ không độc lập toàn phần.

b) Xác suất điều kiện

? Định nghĩa 1.18 Xác suất của biến cố B được tính với điều kiện biến cố A đã xảy ra được gọi

là xác suất có điềụ kiện của B và được ký hiệu là P(B/A).

•Ví dụ 1.31 Trong bình có 3 cầu trắng và 2 cầu đen. Lấy ngẫu nhiên 2 quả cầu theo theo

phương thức có hoàn lại. Gọi A là biến cố ”Lần thứ nhất lấy được cầu trắng”, B là biến cố

”Lần hai lấy được cầu trắng”. Ta đã biết ở 1.27 là A và B độc lập. Ta có:

P(B/A) =
3
5

; P(B/A) =
3
5

.

•Ví dụ 1.32 Trong bình có 3 cầu trắng và 2 cầu đen. Lấy ngẫu nhiên 2 quả cầu theo theo

phương thức không hoàn lại. Gọi A là biến cố ”Lần thứ nhất lấy được cầu trắng”, B là biến

cố ”Lần hai lấy được cầu trắng”. Ta đã biết ở 1.28 là A và B phụ thuộc. Ta có:

P(B/A) =
2
4

; P(B/A) =
3
4

.

Dễ có một nhận xét rằng nếu A và B độc lập thì:

P(A/B) = P(A/B) = P(A); (B/A) = P(B/A) = P(B).

c) Định lý nhân xác suất.

♦ Định lý 1.2 Xác suất của tích hai biến cố A và B bằng tích xác suất của một trong hai biến cố

đó với xác suất điều kiện của biến cố còn lại:

P(AB) = P(A).P(B/A) = P(B).P(A/B).

.Ta ký hiệu:

n - số kết cục đồng khả năng có thể xảy ra khi phép thử được thực hiện.

m1 - số kết cục thuận lợi cho biến cố A.

m2 - số kết cục thuận lợi cho biến cố B.

k - số kết cục thuận lợi cho cả A và B đồng thời xảy ra.

Lúc đó:

P(AB) =
k
n

; P(A) =
m1

n
; P(B) =

m2

n
.
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Với điều kiện biến cố A đã xảy ra thì số kết cục duy nhất đồng khả năng của phép thử đối

với biến cố B là m1, trong đó có k kết cục thuận lợi cho biến cố B xảy ra, do đó:

P(B/A) =
k

m1
.

Như vậy: P(AB) =
k
n
=

m1

n
.

k
m1

= P(A).P(B/A).

Tương tự khi tính xác suất điều kiện đối với biến cố A, từ đó suy ra điều phải chứng minh.

�

5 Hệ quả 1.4 Xác suất của tích n biến cố bằng tích xác suất của n biến cố đó, trong đó xác suất

của mỗi biến cố tiếp theo đều được tính với điều kiện tất cả các biến cố trước đó đã xảy ra:

P(A1.A2...An) = P(A1).P(A2/A1)...P(An/A1...An−1).

5 Hệ quả 1.5 Nếu A và B độc lập thì P(AB) = P(A).P(B).

5 Hệ quả 1.6 Xác suất của tích n biến cố độc lập toàn phần bằng tích các xác suất thành phần:

P(A1.A2...An) = P(A1).P(A2)...P(An).

d) Các ví dụ

•Ví dụ 1.33 Trong bình có 3 cầu trắng và 2 cầu đen. Lấy ngẫu nhiên 2 quả cầu theo theo

phương thức không hoàn lại. Gọi A là biến cố ”Lần thứ nhất lấy được cầu trắng”, B là biến

cố ”Lần hai lấy được cầu trắng”. Ta đã biết ở 1.32 là A và B phụ thuộc và

P(A) =
3
5

; P(B/A) =
2
4

P(B/A) =
3
4

.

Khi đó xác suất để cả hai lần đều lấy được cầu trắng là:

P(AB) = P(A).P(B/A) =
3
5

.
2
4
=

3
10

.

•Ví dụ 1.34 Một xí nghiệp có 3 ôtô hoạt động độc lập. Xác suất để trong một ngày các ôtô bị

hỏng tương úng là 0,1; 0,2; 0,15.

a) Tính xác suất để cả 3 ôtô đều hỏng.

b) Tính xác suất để trong một ngày có đúng 1 ôtô hỏng.

c) Tính xác suất để trong một ngày có ít nhất một ôtô hỏng.

Lời giải. Gọi Ai là biến cố ”ôtô thứ i bị hỏng trong ngày”; (i = 1, 3).

Theo giả thiết: P(A1) = 0, 1; P(A2) = 0, 2; P(A3) = 0, 15.

Do đó: P(A1) = 0, 9; P(A2) = 0, 8; P(A3) = 0, 85.


