Muc luc

1. Bién c6 ngau nhién va xac suat caa né| 7
[1.1. Phép thirvaphanloaibiéncd| . . . . . . . .. ... .. 7
(1.1.1. Pinhnghial. . . . ... ... ... 7
1.1.2. Phanloaibiénco| . .. ... ... .. .. ... .. 7

[1.2. Pinhnghia XacSUAY . . . . . . oo v 8
2.1, Xdcsuatcdabiéncdl . . . o v oot 8
1.2.2. Dinhnghia cO dién vé xacsuatl . . . . . . . ... 8
11.2.3. Dinh nghia hinh hocvé xdcsuatl . . . ... .................. 11
1.2.4. Dinh nghia thong ké vé xdcsuatl . . . . .. ... ... ... ... ...... 12

1.3. Quanhégittacacbién cOl . . . . . . . o v v v it 13
[1.3.1. TONg CAChICN €O . - « « o v v v o ittt 13
32 Tichcachbiéned ... ............................... 13
1.3.3. BiéncOxung Khad. . . . . . .o vt 14
1.3.4. Nhom day dlicacbiencdl . . . . . .o oot v i 14
1.35. BiencOdOilap|. . . . . . o o 14

[1.4. Dinhlycong vanhan xacsudt] . . . . . . . . ... 15
11.4.1. Dinh ly cong xac suat (truong hop cac bién c6 xung khac)[. . . . . . .. .. 15
1.42. Dinhlynhdn xdcsudtl. . . . . . .. ... .. .. 17
11.4.3. Dinh ly cong xac suat (truong hop tong quat)| . . . . . .. ... ... . ... 22
1.4.4. Dinhlylién hé cong vanhan xdcsuatl . . .. ... .............. 23

(I.5. CongthucBernoulli|. . . . . ... ... ... L o 25
[1.5.1. Cacphépthudoclap|. ... ... ... .. ... .. ... .. ... .. ... 25
[1.5.2. Cong thucBernoulli] . . .. ... ... ... ... .. ... .. ..... ... 25
[1.5.3. Solanxuathiénchacnhat . . .. ... ... ... .. .. ... ........ 26
[1.5.4. Morong cong thuc Bernoulli| . . ... ... ... ... .. ... ... 27

[1.6. Cong thirc day diiva cong thitcBayes| . . . . . .. ..o oo 29
11.6.1. Congthicxacsuatday dal. . . . . ... ... 29
[1.6.2. CongthucBayes|. . . . ... ... ... .. ... ... .. ... .. .. ... 30
Baitap chuong 1| . . . . . . . . . .. 32
2. Dai luong ngau nhién va cac quy luat phan phoi xac suat] 43
2.1. Dinh nghia va phan loai dai luong ngaunhién| . . . .. ............... 43

1



) MUC LUC
2.11. Dinhnghia| .. ... ... ... ... . ... . . o 43
2.1.2. Phénloai dailugngngaunhién| . ... ... ... ... .. ... ..... 43

2.2. Quy luat phan phoi xac suat ctia dai lugng ngaunhién| . . ... .......... 44
2.2.1. Bang phanphdixacsudt|. . . .. ...... . ... .. ... ... ... 44
2.2.2. Ham phan phOi xacsuat|. . . . .. .. ..o 46
2.2.3. Himmatdoxacsuat|. . . . . . ... ... 50

2.3. Cac tham s0 dic trung cta dai luong ngdunhiénl . . . . ... ............ 55
231 Kyvongtoan|. . . . ... ... ... ... ... oL 55
2.3.2. Phuongsail. ... ... ... .. ... ... 60
233. Doléchtiéuchudn| . . . . ... .. ... . 64

4. MOt . . . e e 64
2.3.5. ITrungwvi . ... ... oo oo 65
P36, PRANVI . « v v o oo e e e 66

2.4. Mot sO quy luat phan phoi xac suat thongdung|. . . . . .. ... .......... 66
2.4.1. Quy luat phan phoi chudn N(p,0%)| . . . . . ... 66
2.4.2. Quy luatkhong-mot A(p)|. . . . . . . . . .. 74
2.43. QuyluatnhithucB(n,p)| . . .. .. .. . . 75
2.44. QuyluatPoisson P(A) . . .. .. oo 79
2.45. Quyluatsiéubdi M(N,n)| . . . . .. ... o 81
2.4.6. Quy luat khi - binh phuong x*(n)| . . .. ... ... ... ... ..., 82
247. QuyluatStudentT(n)| . . . . .. ... ... . 84

Baitap chuong 2 . . . . . . . . ... 85

3. Mau ngau nhién - Uéc luong tham so| 93

B.1. Tongthénghiénctul . . . ... ... .. .. 93
B.1.1. Pinhnghial. . . . .. ... ... . . o 93
B.1.2. Céac phuong phapmotatongthél . . .. .. .. ... ... ......... 93
B.1.3. Cacthamso dictrungctiatongthd . . ... ... .............. 94

B.2. Maungaunhién| . . . . . . . ... 96
B3.21. Pinhnghial. . . . .. ... ... o 96
3.2.2. Cac phuong phap md td maungaunhién| . . . . . ... ........... 97
3.2.3. DO thi ctia phan phoi thucnghiéml| . . . . .. ... ... ... ... . ... 98

B.3. ThOng kel . . . . . . 100
B3.3.1. Dinhnghial. . . ... ... ... ... ... . ... . . 0 100
B.32. Trungbinhmaul. . . . ... ... ... ... ... ... ... 100
B3.3.3. Phuongsaimau|. . . . . . . ... ...ttt 101
B3.4. Doléchtiéuchuanmau . .. .......................... 104

a AtMAUl . . . . 104
3.3.6. Quy luat phan phoi xac suat cia mot so thong ké dic trung may| . . . . . 105

33.7. Vidul . ..o 107



MUC LUC 3

B.4. Maungadunhién haichieu| . . . . ... ... ... ... ... ... 108
B.4.1. Khainiém| . . ... ... ... ... ... 108

3.4.2. Phuong phap mo6 td ngau nhién hai chieu| . . . . .. ............. 108

3.4.3. Mot s0 thong ké dic trung cia mau ngau nhién hai chieu| . . . . . . .. .. 108

B.5. Udc lugng tham s6 cta dai lugng ngdunhién| . . . ... ... ... ......... 111
B.5.1. Phuong phap u6c lugng diéml. . . . ... .. ... ... ... . ... 111

B.5.2. Phuong phap udc lugng bang khodng tincay| . . . . . . .. ... ...... 112

13.5.3. Khoang tin cay cho trung binh |

| (Udc lugng ky vong toan cua dai lugng ngau nhién phéan phdi theo quy |
| ludtchudn). . . . . . . . . . e 112
13.5.4. Khoang tin cay cho ty lé |

| (Udc lugng ky vong toan cua dai lugng ngau nhién phan phdi theo quy |
| luatkhong-mot) . . . .. ... ... .. oo 121
13.5.5. Khoang tin cay cho phuong sai |

| (Udc lugng phuong sai cua dai lugng ngau nhién phan phoi theo quy luat |
| Chudn) . . . . o a A o o e e e e e 124
Baitapchuong 3| . . . . . . . . ... 127

4. S6 gan dung va Sai so| 135
1. Khainiém veso gan duing| . . . . . . . v oo i i 135
4.1.1. SaisO tuyétdoi, saisotuong doi| . . . . ... 135

4.1.2. Sulamtronso,saisdlamtron|. . . . . . . ... ... ... 136

M2, CAchvietsOXap Xil . . . oo oo 137
“42.1. Chasoconghial . . . ... ... 137

IsOchad . . ... .. 137

423, CachvietsOxap xil . . . . o 138

M3, Saisbtinhtodn|. . .. ........ .. 138
4.3.1. SaisOcacphéptinhcOng triy . . . . . ... ... 138

4.3.2. SaisOcacphéptinhnhanchial. . . ... .................... 139

4.3.3. Sai s cta phép liy thira, khai can, nghichdao| . . . . .. .......... 139

4.3.4. Baitodn ngugc clialy thuyétsaisd . . . . . oo v it 140

4.4. SaisO phuong phap vasaisotinhtodn| . . . . . ... .. ............... 140
Baitap chuong 4 . . . . . . . . ... 141

[5. Phep noi suy]| 143
5.1. Noisuybangdathicdaisd . . . . . . ..o oo i 143
P.2. Dathucnodisuy Lagrangel . . . ... .. ...... ... ... ... ... 144
5.3. SaisO cla PhéP NOISUY| . -« o v oo e et e 146
5.3.1. SaisO phuong Phap|. . . . . o o v v v i 146

(.32, SaisOtinh todnl . . . . . v o e e 147



MUCLUC

|5.3.3. Chon moc ndi suy toi u’u| .............................
5.4. Saiphanvacactinhchat . . .. .. . .. . . . . ... ..
P
/5.5. Mot s6 quy tac ndi suy hamso trénlugideéu|. . . . . . . .. ... ... ...
5.5.1. Bangsaiphan| . . . . . . . . . . ..
g saip
5.5.2. Noisuy ddaubang . . . .. ... ... ... ...
5.5.3. NoisuyScuodibang|. . . . . . . . . . . . ...
y

5.6. Motso vidu ap dung sai phAn vandisuy| . . . . . . ..o oo
B0.6.1. Tinhgiatridathac . ... ... ... ... ... ... . ... . ... ...
5.6.2. TINhtONE|. . . . . v oot

5.7. Noisuy trénlugikhongdeul . . . . ... ... .. L
Bb.71. Tysaiphan| . ... ... ... ... ... .. ... .
5.7.2.  Cong thiic ndi suy Newton trong trudng hop moc khong cach dey| . . . .

p.7.5. Baitoannoisuynguod . . . ... ..o

/5.8. Phuong phap binh phuongbénhat . . . . .. ... ..................

©.8.1. Noidung phuongphap| . .. ... ... ... .. ... . ... . ... ...

|5.8.2. Mot so truong hop ap dung| ...........................

Baitap chuong 5| . . . . . . .. .o

Tinh gan dung dao ham va tich phan|

6.1. Tinhgandungdaoham| . . ... ... ... ... .. ... ... ... ... .. ...
0.1.1. Su dung da thucnoisuy Lagrange| . . . . ... .. ... ... ..... ...

6.1.2. Truong hgp cacmdcndisuy cachdeu| . . . . . .. ... ..o,
6.2. Tinhgandung tichphan| . . . . ... ... ... ... ... .. ... ...,
0.2.1. Phuong phap hinhthang|. . . .. ... .....................
16.2.2. Cong thuc parabol (Simpson)| . . . . . ... ... ... .. ... . ..
6.2.3. Cong thuc Newton-Cotes| . . . ... ... ... .. ... ...........
Baitap chuong 6| . . . . . . . .. ...

Giai gan diing phuong trinh vi phan|

...........................................
[7.2. Phuong phap chudi Taylor| . . . . . .. .. ... ... ...

[7.3. PhuongphapEuler| . . . . . ... ... ... o o

[74. Phuong phap Eulercditién| . . . ... ....... ... . .. ............

[7.5. Phuong phap Runge-Kutta|. . . . . ... ...... ... .. ... ..... ...

Baitapchuong 7| . . . . . . . . ...

[PHULUC

|A. Giai tich t6 hop|

IAl. Cacquytacdem|. . . . . . ...
ALL QUytaccONg|. . . . v v oot

161
161
161
162
163
163
165
167
168

171
171
171
173
175
176
179

180



MUCLUC

|A.1.2. Quy tac nhén| ...................................

|A.2.

Hoan vi-Chinhhgp-Tohop| . . . . . . . . ... .

IA.2.1. Chinh hgp (chinh hgp khonglap). . . ... .. .. ... ... ... ...
IA22. Chinhhoplap|. ... ... ... .. ... .. ... .. ... .. ... .. ...
[A2.3. Hoanwvil. . . . . . . . 0 e
A24. TOhOD| -« o v ot

Baitapphuluc Al . . . . . . .

B. S dung CNTT giai toan thong ké
ng g g

B.1.

D6i véi mdy tinh dién trcamtay| . . . . . ... ...

B.1.1. Tinhcacdactrungciamaul . . . . . . . . ... v v
B.1.2. Baitoantimhamhdiquy| . . ... ... .. ... . ... ... . ...

B.2.

Dung phanmeém Excel| . . . . ... ... ... ...

[B.2.1. Tinh toan trong bai toanudcluong| . . . . . .. .. ... ... .. ... ...

B.2.2. Tinhtoancdcdactrungctiamaul . . . . . . .. .. ... ...

B.2.3. Cacphan phOi xacsudt| . . . . . . . .o oot

(C.1.

Bang gia tri ham mat do ctia phan phdi chuanhéal . . . . ... ........ ...

C2.

Bang gia triham Laplace| . . . . ... ... ... .. ... . o oo

IC.3.

Bangphanvichudn| . . . . . ... .. ... ..

C4.

BangphanviStudent . . . . ... ... ... .. o L oL

C5.

Bang phan vi Khi -binhphuong| . ... ... ... ... ... .. ... .. ...

181
181
181
182
183
183
185

187
187
187
190
194
194
196
198



MUCLUC



Chuong 1

Bien co ngau nhién va xac suat cua no

1.1. Phép thir va phan loai bién c¢6

1.1.1. Dinh nghia

* Dinh nghia 1.1 Viéc thuc hién mét nhém cac diéu kién co ban dé quan sat mot hién tugng
nao doé c6 xay ra hay khong dugc goi 1a thuc hién mot phép thit, con hién tugng c6 thé xay ra
trong két qua ctia phép thir d6 dugce goi 1a bién cb.

eVi du 1.1 Tung mdt con stic sac xudng dat 1la mot phép thir, con viéc 1at 1én mot mit nao dé
1a bién c6.
eVi du 1.2 Ban mét phat sung vao bia. Viéc ban sting la phép tht, con viée tring vao mot mién

nao dé cda bia 1a bién cb.

1.1.2. Phan loai bién c6

Mot bién cb chi c6 thé xay ra khi mot phép thir gan lién véi né duge thuc hién. Trong thurc

te c6 thé xady ra cac loai bién co sau day:

* Bién c6 chac chan: 1a bién c6 nhat dinh sé xay ra khi thuc hién mot phép thi. Bién c6 chac

chan dugce ky hiéu 1a U.

* Bién c6 khong thé c6: 1a bién c6 nhat dinh khong xdy ra khi thuc hién mot phép thir. Bién
cd khong thé c6 duge ky hiéu 1a V.

* Bién c6 ngiu nhién: 1a bién cb c6 thé xay ra hodc khong xdy ra khi thuc hién mot phép
thit. Cac bién c6 ngdu nhién dugc ky hiéu la A, B, C, ... hodc Ay, Ay, ...Ay, By, By, ..., By

Tat ca cac bién cb ta gap trong thuc té déu thudc vé mot trong ba loai bién cb ké trén. Tuy

nhién cac bién c6 ngdu nhién la cac bién c6 thuong gap hon ca.
eVi du 1.3 Tung mot con xtic xac, xét cac bién cb sau day:

7
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U = ”Xuat hién mat c6 so cham nho hon 7”. U la bien c6 chac chan.
V = ”Xuat hién mat c6 8 cham”. V la bién c6 khong thé co.
A = ”Xuat hién mat c6 s6 cham chan”. A 1a bién ¢ ngau nhién.

A; =" Xuat hién mat i chAm”, (i = 1,2,...6). A; 1a cac bién c6 ngdu nhién.

1.2. Pinh nghia xac suat

1.2.1. Xac suat cua bien co

* Dinh nghia 1.2 X4c suét ctia mot bién cd 1a mot con sb déc trung cho kha nang khach quan

xuat hién bién cd d6 khi thuc hién phép thir. Ky hiéu xac suat ctia bién cb A la P(A).

Ta chii y rang, viéc bién cd ngiu nhién xay ra hay khong xay ra trong két qua ctia phép thix
la diéu khong thé doan trudc duge, xac sudt cia mot bién cb chi phan dnh kha niang khach
quan xuét hién bién c6, do nhitng diéu kién ctia phép thir quy dinh chit khong tuy thudc vao

y mudn cht quan ctia con ngudi.

1.2.2. Dinh nghia c6 dién vé xac suat

a) Vi du mé dau.

Gia st thyc hién phép thir 1a tung mot con stic sac can doi va dong chat. Xét bién cb A =
”Xuat hién mit c6 sd chAm chan”. Ta sé xac dinh xac suat ctia bién cb A.

Khi tung mot con suc sac can dbi va dong chét ta thdy c6 thé c6 6 két cuc xay ra la: xuat hién
cdc mat 1 chdm, 2 chdm, ..., 6 chAm. Nhiing két cuc ndy thod man hai diéu kién: chung duy
nhat, tic 1a trong két qua ctia phép thir chi xay ra mot va chi mot két cuc trong s6 do; hon nira
chuing c6 kha nang xdy ra nhu nhau. Céc két cuc thod man hai diéu kién trén duoc goi cac két
cuc duy nhat dong kha nang.

Trong sb 6 két cuc duy nhat dong kha ning do ta thay chi c6 3 két cuc ma néu két cuc do
xay ra thi bién c6 A sé xay ra, d6 la nhitng két cuc duge mat 2 cham, 4 cham, 6 chAm. Nhing
két cuc lam cho bién c6 xé7y ra duoc goi la cac két cuc thuan lgi cho bién cb.

Nhu vay ta thay kha nang xdy ra ctia bién c6 A 1a 3 phan 6, tic 1a 1 phan 2. D6 1a cach xéac
dinh xac suét ctia bién cb theo quan diém c6 dién.

b) Dinh nghia

* Dinh nghia 1.3 Xdac suat xuat hién bién c6 A trong mot phép thi 1a ti s6 gitra s6 két cuc thuan
lgi cho A va téng s6 cac két cuc duy nhat dong kha nang c6 thé xay ra khi thyc hién phép thi
do.

Néu ky hiéu: m 1a s6 két cuc thuan loi cho bién ¢ A; n 1a sb két cuc duy nhét déng kha

nang cta phép tht, ta c6 cong thic tinh xac suat ctia bién ¢4 A nhu sau:

P(A) ="
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c) Céc tinh chat ctia xc suat

e X&c suat ctia bién cb chac chan béng mot: P(U) = 1.

e Xac suat ctia bién c6 khong thé c6 bang khong: P(V) = 0.

e Xac suét ctia bién c6 ngiu nhién 1a mot s6 nadm trong khoadng gitta khong va mot:

0<PA) <1

Nhu vay, xac suat cia mot bién cd bat ky ludn thod man diéu kién:
0<P(A) <1

d) Tinh xac suat bang dinh nghia c6 dién

eVi du 1.4 Mot ngudi khi goi dién cho ban quén mét 3 chit s6 cubi va chi nhé rang chiing khéc
nhau. Tim xac suat dé quay ngau nhién mot 1an dugc ding sb can goi.
Loi gidi.

Goi A la bién c6 “Quay ngau nhién mot 1an dugc ngay sb can goi”.

S6 két cuc dong kha nang 1a tht ca cac cach 1ap nén mot bo 3 s6 khac nhau tir 10 s6 tu nhién

dau tién. Nhu vay:
n= A3, =10.9.8 = 720.

S6 két cuc thudn 1gi cho bién cb A chi c6 mot két cuc:
m=1

Vi vay theo dinh nghia c6 dién, xac suat cta bien co A la:

eVi du 1.5 Trong binh c6 a qua cau trang va b qua cau den. Ly ngau nhién moét qua cau. Tim
xac suat dé ldy dugc mot qua cau trang.
Loi gidi.

Goi A la bién c6 lay dugc cau trang.

Khi lay ngau nhién mot qua cau, ta c6 thé 1dy dugc bat ky qua cau nao trong sé a + b qua

cau trong binh, vi vay s6 két cuc duy nhat dong kha nang la:

n=a-+b>b
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Bién c6 A sé xay ra khi ta 1dy dugc mot trong s6 a qua cau trang, nhu vay sb két cuc thuan

loi la:

Tir d6 theo dinh nghia c6 dién vé xac sut, ta co:

P(A) =

m a
n  a+b

eVi du 1.6 Mot hop c6 10 san pham, trong d6 c6 6 chinh phdm va 4 phé pham. Ly ngiu nhién
tir hop d6 3 san phadm. Tim xac suat dé:
a) Ca 3 san pham lay ra déu la chinh pham.

b) Trong 3 san pham 14y ra c6 diing 2 chinh pham.

Loi gidi.

a) Goi A 1a bién c6 “Lay dugc 3 chinh pham”.

S6 két cuc dong kha nang trong phép thir bang s6 cach chon 3 san pham (phéan biét va
khong ké thit tu) tir 10 san phdm, nhu vay n = C3, = 120.

S6 két cuc thuan loi cho A xdy ra la s6 cach chon dugc 3 san pham tit 6 chinh phdm, vay
m = Cs = 20.

Ay 2 1A A A1 m 20 1

Do dé xac suét cu/ablen coAla:P(zjl) : PRk il 7

b) Goi B la bien c6 “Trong 3 san pham lay ra c6 dung 2 chinh pham”.

Dé bién cd B xay ra ta phai thurc hién chon theo 2 budc:

- Chon 2 chinh phdm trong s6 6 chinh pham, s cach chon la CZ;

- Chon 1 phé phdm trong s6 4 phé pham, s6 cach chon la C}.

So ket cuc thuan lgi cho bien ¢o B 1a so cach chon cho bien co B xay ra:

m = C2.C}
Vay xac suat ctia bién c6 B la:
m C2.CI 1
10

eVi du 1.7 Tung mot con stc sac hai lan. Tinh xac suat dé trong d6 c¢6 dung 1 1an xuat hién mat

6 cham.
Loi giai.
Goi A 1a bién cb: "Trong 2 lan tung suc sac ¢ dung mot lan xuat hién mit 6 chAm”. S6 két

cuc d6ng kha nang la s cach thiét lap duogc cap 2 s6 1an luot 1a s6 chAm xuat hién ctia moéi lan
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tung stic sac. N6 bang s6 cach chon mot bo 2 s6 (c6 thé gidng nhau va c6 quan tam dén thi tu)
tr 6s6{1,2,...,6}, vay:
n=A2=6>=36.

S6 két cuc thuan loi cho bién b A xay ra g6m 10 két cuc: 16,26,36,46,56,61,62,63,64,65,
do do: m = 10.

; . 1
Vay xac suat ctia bien c6 A la: P(A) = 0_>

w36 18

1.2.3. Pinh nghia hinh hoc veé xac suat

* Dinh nghia 1.4 Xét mot phép thir c6 vo han két cuc dong kha ning. Gia sir ta c6 thé biéu thi
tap hgp moi két cuc nay bdi mot mién hinh hoc ) nao d6; va nhiing két cuc thuan loi cho bién

cd A dugc biéu thi bdi mién con G C Q. Khi d6 xéc suét ctia bién ¢6 A dugc tinh béi cong thiic:

_ d0do(G)
PIA) = a0 )

Tuy theo Q) 1a doan thang, mién phang, manh mat cong hay khéi khong gian ma do do dugc
hiéu 1a d6 dai, dién tich hay thé tich.

eVi du 1.8 Dudng day dién thoai ngam ndi hai tram A, B bdng nhién bi dut. Biét day dién
thoai dong chat dai 800m chén trong long dat c6 kha ning dut tai moi diém nhu nhau, hay
tinh xac suat day dit cach A khong qua 100m.

Loi gidi. Vi day c6 thé dut tai mot diém bat ky trén doan thang AB vé6i kha nang nhu nhau nén
c6 thé biéu thi tap hgp moi két cuc dong kha nang ctia phép thir bdi doan AB. Cac két cuc thich
hop cho bién c6 ”day dut cach A khong qua 100m dugc biéu thi bdi doan AC. Do d6 xac suat
can tim bang:

dodai AC 100 1

”AF:&MMAB_wo:§

eVi du 1.9 Hai ngudi ban A va B hen gap nhau tai mot dia diém xac dinh trong vong ti 0 gio
dén 1 gio. Mbi ngudi dén chd hen vao mot thoi diém bat ky trong khoang thoi gian trén va chg
20 phut, néu khong gap ngudi kia thi bo di. Tinh xac suat dé ho gip nhau.
Loi gidi.

Goi x (phut) 1a Iic dén cta A, y (phtit) 1a ltic dén ctia B.

Moi két cuc déng kha nang la mét cap ) (xy):

0<x<60;0<y < 60.

Vay mién két cuc dong kha nang ) 1a hinh vuéng OACB trén hinh vé.
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Céc két cuc thuan lgi cho hai ngudi gdp nhau la nhiing c&p (x,y) sao cho: |x —y| < 20.
Trén hinh vé, tap hgp nay ing v6i mién con ctia hinh vuéng OACB gom giita cac dudong thang
y=x+20vay =x—20.

Vay xéc suat dé hai nguoi gdp nhau la:

dién tich (G)  60% — 402

~ diéntich (Q) 602

>
5
1.2.4. Dinh nghia théng ké vé xac suat

a) Tan suat xuat hién cta bien co

* Dinh nghia 1.5 Tan suét xuét hién bién ¢ trong n phép thir 1a ty s6 gitrta sd phép thit trong
d6 bién c6 xuat hién va téng s6 phép thir dugce thuc hién.

Nhu vay, néu ky hiéu s6 phép thir 1a n, s6 1an xuét hién bién cd A 1a k, tan suét xuat hién
bién c6 A la f(A) thi:

fla) =%

oVi du 1.10 Khi kiém tra ngau nhién 80 san phdm do mét may san xuat, ngudi ta phat hién ra
3 phé phdm. Goi A 1a bién ¢ “Xuat hién phé phdm”. Vay tan suat phat hién phé phdm bang :

f(A) = o

eVi du 1.11 Ban 50 phat dan vao bia thay c6 47 phét tring. Goi A 1a bién cd ”Ban triing bia”.

Tan suat ctia viéc ban trung bia bang:

f(A):@~

eVi du 1.12 Dé nghién ctru kha nang xuat hién mat sdp khi tung mot dong xu, ngudi ta tién

hanh tung moét dong xu nhiéu lan va thu dugc két qua sau day:

Nguoi lam thi nghiém | So lan tung (n) | SO lan dugc mat sap (k) | Tan suat f(A) = "

Buffon 4040 2048 0,5069
Pearson 12000 6019 0,5016
Pearson 24000 12012 0,5005

Ta thay khi s6 phép thit ting 1én thi tan suat xuat hién mat sap sé dao dong ngay cang it
hon xung quanh gia tri khong déi 1a 0,5. Piéu d6 cho phép hy vong rang khi s6 phép thit ting
1én vo han, tan suat sé hoi tu vé gia tri 0,5.

Tinh 6n dinh ctia tan suat la co s& d€ dua ra dinh nghia thong ké vé xac suét.

b) Dinh nghia thong ké vé xac suat
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* Dinh nghia 1.6 Xac suat xuat hién bién ¢ A trong mot phép thir 1a mot s6 p khong déi ma
tan suat f xuat hién bién c6 d6 trong n phép thir sé hoi tu theo xac suat vé p khi s6 phép thi

tang lén v6 han.

Hoéi tu th jc suat
01 tu theo xac Sua>p(kyhiéuléfﬁ>p).

f

Nhu vy vé mit thuc té, voi sé phép thir n di 16n ta c6 thé iy P(A) = f(A). Ta chd y rang

n—00

& day tan sua 0i tu theo xac suat vé p chi khon ai hoi tu theo nghia thong thuong caa
5 day ta t f hoi tu th t ve p chi khong phai hoi tu theo nghia thong thuong

giai tich toan hoc. Diéu d6 c6 nghia la vdi moi ¢ duong bé tuy v ta ludn co:

lim P(|f —p| <e) =1.

n—oo
1.3. Quan hé gitra cac bién co

1.3.1. Tong cac bién c6

* Pinh nghia 1.7 Bién c6 C duoc goi la t6ng ctia hai bién c6 A va B, ky hituC=A + B, néu C

sé xay ra khi c6 it nhat mot trong hai bién cd y xay ra.

eVi du 1.13 Hai nguoi cting ban vao mot bia. Goi A 1a bién cd "Ngudi thit nhat ban tring”, B
1a bién c6 “Ngudi thit hai ban tring”, C 1a bién c6 “C6 ngudi ban tring”. Vay C= A + B.

oVidu 1.14 Tung mot con suc sac. Goi A; la bién c6 ”Xuat hién maticham” (i = 1,6), Blabién

cd ”XuAt hién it nhat 5 chAm”. Bién c6 B sé xdy ra khi A5 xdy ra hodc Ag xay ra. Vay B = As + As.
2 7z 2 2 A A ~ N L A

* Dinh nghia 1.8 Bien co A dugc goi la tong ctia n bieén co Ay, Ay, ..., Ay, ky hiéu ) A;, néu A

i=1
sé€ xay ra khi c6 it nhat mot trong n bien co ay xay ra.

1.3.2. Tich cac bién c6

* Dinh nghia 1.9 Bién c6 C duoc goi 1a tich ctia hai bién c6 A va B, ky hiéu C = A.B, néu C sé

xdy ra khi va chi khi ca hai bién c6 A va B ciing xay ra.

eVi du 1.15 Hai ngudi ciing ban vao mot bia. Goi A 1a bién c6 “Ngudi thir nhat ban tring”, Bla
bién c6 “Ngudi thit hai ban tring”, C 1a bién ¢ ”Ca hai ngudi cing ban tring”. Vay C = A.B.

eVi du 1.16 Mot mach dién gom hai béng dén mac song song.

Goi A 1a bién c6 “"Béng thit nhat bi chdy khi dién qua tai”, B 1a bién c6 “Béng thit hai bi chay
khi dién qua tai”, C 1a bién c6 “Mach dién bi ngat khi dién qua tai”. RS rang bién c6 C chi xay
ra khi ca hai bién c6 A va B cting dong thdi xay ra. Vay C = A.B.

n
* Pinh nghia 1.10 Bien co A dugc goi la tich ctia n bién ¢o A1, A, ..., Ay, ky hiéu [T A;, neu A
i=1
sé xay ra khi va chi khi ca n bién co néi trén xay ra.
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1.3.3. Bién ¢6 xung khac

* Dinh nghia 1.11 Hai bién ¢4 A va B duoc goi la xung khac véi nhau néu chiing khong thé
dong thoi xdy ra trong mot phép thit. Truong hop ngugce lai, néu hai bién ¢ d6 c6 thé cting xay
ra trong mot phép thir thi duge goi 1a khong xung khac.

eVi du 1.17 Hai ngudi cting ban vao mét bia. Goi A 1a bién c6 “Ngudi thit nhat ban tring”, B
1a bién c6 “Ngudi thit hai ban tring”. Hai bién cd A va B la khong xung khéc

e Vi du 1.18 Mot binh c6 3 loai cau la cau trang, cau xanh va cau dé. Ly ngau nhién tir binh
d6 mot qua cau. Goi A 1a bién c6 “Lay dugc cau trang”, B 1a bién c6 ”Lay dugc cau xanh”. Cac

bién c6 A va B 1a xung khac véi nhau.

* Dinh nghia 1.12 Nhém n bién ¢ {A1, Ay, ..., A, } duge goi la xung khic tirng déi néu bat ky

hai bién co nao trong nhém nay cting xung khac véi nhau.

Chu y rang viéc nhan xét tinh xung khac ctia cac bien co chu yeu dua vao truc giac.

eVi du 1.19 Tung mdt con stic sac. Goi A; 1a bién cd “Xuat hién mat i chAm” (i = 1,6). Cac bién

cb {A1, Ay, ..., Ay} 1a xung khac tung doi.

1.3.4. Nhém day du cac bién co

* Dinh nghia 1.13 Céac bién c6 {A1, Ay, ..., Ay} dugc goi 1a nhém bién cb day du néu trong két
qua ctia phép thir sé xay ra mot va chi mot trong cac bién cb d6. Néi cach khéc, cac bién cb
{A1, Ay, ..., Ay} sé tao nén mot nhom day dd néu ching xung khac titng doi v6i nhau va téng

cta chung la mot bien co chac chan.

eVi du 1.20 Tung mdt con stic sac.
Goi A; 1a bién c¢6 ”Xuat hién mat i cham” (i = 1,6). Cac bién c6 {A1, Ay, ..., Ay} tao nén

nhom day dua cdc bien co.

1.3.5. Bién c6 d6i lap

* Dinh nghia 1.14 Hai bién c6 A va B duogc goi la déi lap véi nhau néu ching tao nén mot

nhom day du cdc bien co. Ky hiéu bien ¢o doi lap cta bien co A 1a A.

eVi du 1.21 Ban mdt phét dan vao bia.
Goi A la bién ¢6 “Ban triing bia”, B 1a bién cd "Ban truot bia”. Cac bién cb A va B 1a hai bién
cb dbi lap nhau: A = B; B = A.

oVi du 1.22 Mot hom c6 a chinh phdm va b phé pham, ldy ngau nhién n sdn pham (n < a +b).
Goi A la bién c6 ”Lay dugc it nhat mot chinh phdm”. Khi d6 bién cb ddi 1ap ctia A 1a bién cb A:

"Trong n san pham lay ra khong c6 chinh phdm nao (toan phé pham)”.
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oVi du 1.23 Mot xi nghiép c6 3 6t6 cung hoat dong.

Goi bién cb A; 1a "6t6 thu i bi hong”, (i = 1,2,3). Hay biéu dién cac bién cb sau theo bién cb
Aq, Ay, As.
A = "Chi 6t6 thit nhat hong”
B ="C6 dung 1 6t6 hong”
C="C¢ dung 2 6t6 hong”
D = "Co6 6t6 hong”
Loi giai.
A= A1.AyAs
B = A1.Ay).As+ A1.Ar. A3+ A . Ay. Az
C = A1 Ay A3+ A1.Ay. Az + Ar.Aj. Az
D= A1+ Ay + As.

1.4. Pinh 1y cong va nhan xac suat

1.4.1. Pinh 1y cong xac suat (truong hop cac bién c6 xung khac)

¢ Pinh ly 1.1 Xdc suat cia tong hai bién c6 xung khac bang téng xdc suat cuia cac bién cé do.

Nhu vdy, néu A va B la hai bién c6 xung khac voi nhau thi:
P(A+B) =P(A)+P(B)

m.Ta ky hiéu:

n - 56 két cuc dong kha nang c6 thé xay ra khi phép thir duge thuc hién.

m - s6 két cuc thuan loi cho bién ¢6 A.

my - s6 két cuc thuan 1oi cho bién ¢6 B.

Do A va B xung khac nhau do dé khong thé c6 két cuc thuén lgi cho ca A va B d@)ng thoi
xay ra. VAy s6 két cuc thuan 1gi cho A hodc B xay ra bang mq + m,.
Vi vay:

mytmp _ m | M

P(A+B) = "2 = ZLy 2 — p(A) 4+ P(B).

O

v Hé qud 1.1 Xdc suat cda tong cdc bién c6 xung khac tirng doi bang tong xdc suat cia cac bién
co do.

Titc la néu Ay, A,, ..., A, 14 cdc bién co xung khéc ting doi thi:

p (y) )
i=1 i=1
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v Hé qud 1.2 Néu cac bién c6 A1, As, ..., A, tao nén mét nhom dﬁy du cdc bién cé thi tong cac

xac suat cua chung bang 1.

iP(Ai) = 1.

i=1

v Hé qud 1.3 Tong xdc suat cuia cdc bién cé doi Idp nhau bang 1.
P(A)+P(A) =1.

eVi du 1.24 Xac sudt dé mot xa thu ban bia tring diém 10 1a 0,1; tring diém 9 1a 0,2; tring
diém 812 0,25 va it hon 8 diém la 0,45. Xa tht &y ban mot phat dan. Tim xac suat dé xa tht dugce

it nhat 9 diém.

Z
A

L&i gidi. Goi A la bién c6 ”Xa tht ban tring diém 10”7, B 1a bién c6 ”Xa thu ban tring diém 97,
C 1a bién cb ”Xa tht dugc it nhat 9 diém”. Vay:

C=A+B
Vi A va B xung khac nhau do d6 theo dinh ly cong xéc suét ta c6:

P(C)=P(A+B) =P(A)+P(B)=0,1+0,2=0,3.

e Vi du 1.25 Xac suét dé sdn phdm san xuét ra la chinh phdm bang 0,9. Tim xac suat sdn pham

san xuat ra la phe pham.

Loi gidi. Goi A 1a bién c6 “San phadm san xuéat ra 1a phé phadm”, khi d6 A 1a bién cd “San pham

san xuat ra 1a chinh phé{m”, Ava A dbi lap nhau, do do:

P(A)=1-P(A)=1-0,9=0,1.

eVidu 1.26 Trong hom c6 12 chi tiét, trong d6 c6 5 chi tiét hong. Lay ngau nhién 4 chi tiét.
Tinh xéac sut trong s6 4 chi tiét lay ra:

a) c6 khong qua mot chi tiét hong;

b) c6 chi tiét hong.
Loi gidi.

Goi A; l1a bién cb “Trong 4 chi tiét 1dy ra c6 ding i chi tiét hong”, i = 0, 4.

a) Goi A la bién cb "Trong 4 chi tiét ldy ra c6 khong qua mot chi tiét hong”, vay:

A= Ag+ A
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Vi Ag va A1 xung khac véi nhau do dé:
P(A) =P(A,) + P(Ay)
Dung dinh nghia c6 dién vé xac suét ta tinh dugc:

ct 7 clcd 35

(4o) ci 9y (A1) ci 99

Vay:
7 35 14
PAA) = 55199 = 33
b) Goi B la bién c6 ”Trong 4 chi tiét lay ra c6 chi tiét hong”, khi d6 bién cb ddi 1ap cta B 1a
"Trong 4 chi tiét lay ra khong c6 chi tiét hong” = A,. Vay:

7 92

P(B)zl—P(E):1—P(AO):1—®:®.

1.4.2. Dinh ly nhan xac suat
a) Bién c6 doc lap

* Dinh nghia 1.15 Hai bién c6 A va B goi la doc 14p vdi nhau néu viéc xdy ra hay khong xay ra

bién c6 nay khong lam thay déi xac suat xay ra ctia bién c6 kia va nguoc lai.

Trong truong hgp viéc bién cd nay xay ra hay khong xay ra lam cho xac suét xay ra ctia bién

6 kia thay déi thi hai bién ¢ d6 goi la phu thudc nhau.

eVi du 1.27 Trong binh c6 3 cau trang va 2 cau den. Ly ngau nhién 2 qua cau theo theo
phuong thitc ¢6 hoan lai. Goi A 1a bién cd “Lan thi nhat 14y dugc cau trang”, B 1a bién cb
”Lan hai ldy dugc cau trang”. Khi dé:

PA) =3 P(B)=

Ta thay xac suat 1y dugc cAu trang lan thi hai (bién cd B) khong phu thudc gi vao két qua
lay ctia 1an trudce (bién cd A), va tuong tu, xac suat ldy dugc cau trang 1an thir nhat (bién cd A)
khong phu thudc gi vao két qua lay cda 1an thi hai (bién c6 B). Vay hai bién cd A va B doc lap
v6i nhau.

eVi du 1.28 Trong binh c6 3 cau trang va 2 cau den. Lay ngiu nhién 2 qua cu theo theo
phuong thiic khong hoan lai. Goi A 1a bién ¢6 “Lan thit nhat lay duge cau trang”, B 1a bién
¢ ”Lan hai lay dugc cau trang”. Khi d6 xac suat lay dugc cau trang 1an thir nhét 1a:
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Tuy nhién xac suat iy duoc cau trang lan thit hai sé phu thudc vao két qua lay cda 1an trudc:
+ Néu lan thi nhat lay duoc cau trang (A xdy ra) thi: P(B) = % ;
+ Néu lan thir nhat 1dy dugc cau den (A khong xay ra) thi: P(B) = Z ;
Vay A va B phu thudc nhau.
Trong thuc té viéc nhan xét tinh doc lap hay phu thudc cta céc bién cb chu yéu dua vao truc
giac. Ta cing nhan thay rang tinh doc 1ap ctia cac bién cd c6 tinh tuong hd. Néu A va B doc lap
véinhauthiAvaB, AvaB,AvaB cung doc lap véi nhau.

» Dinh nghia 1.16 Cac bién cd Ay, Ay, ..., A, goi la doc lap tung do6i voi nhau néu moi cap hai
trong n bién c6 dé doc lap véi nhau. Chang han ba bién ¢6 A, B, C doc lap timng déi véi nhau
néu A doc lap véi B, A doc lap v6i C, B doc lap véi C.

eVi du 1.29 Tung mot dong xu ba lan, goi A; 1a bién c6 "Pugc mat sp & lan tung thi i, i =
1,2,3. Ro rang 1a méi cdp hai trong ba bién c6 d6 doc lap vdi nhau.

Vay A1, Ay, A3 ddc lap ting d6i voi nhau.

* Dinh nghia 1.17 Cacbién c6 Ay, Ay, ..., Ay goi la doc lap toan phﬁn v6i nhau néu méi bién cb

doc 1ap voi mot t6 hop bat ky ctia cac bién cd con lai.

Chéng han ba bién c6 A, B, C doc lap toan phan vdi nhau néu A doc lap véi B, A doc lap véi
C, A doc lap véi tich BC, B doc lap vai C, B doc lap vai tich AC, C doc lap véi tich AB.

Chua y ré“mg néu cac bién cb doc lap toan phén thi suy ra chung doc lap tung doi, nhung
diéu ngugc lai khong ding, nghia 1a néu cac bién cd doc 1ap tirng doi thi ching chua chac doc
lap toan phan. Ta ciing quy udc rang khi néi 7 bién ¢ doc 1ap thi c6 nghia 1a ching doc lap

toan phan.

eVi du 1.30 Gia st trong binh c6 4 qua cau, 1 qua son mau do, 1 qua son mau xanh, 1 qua mau

vang, 1 qua son ca mau do, xanh, vang.

Loi giai.
Goi A =”Lay ngau nhién 1 qua cau ti binh dugc qua c6 mau do”;
B =”Lay ngau nhién 1 qua cau tir binh dugc qua c6 mau xanh”;

C =”L4y ngau nhién 1 qua cau tir binh dugc qua c6é mau vang”;

Néu bién cb A xdy ra, tic la da 1dy duge qua c6 mau do, thi vi trong 2 qua mau do ¢6 1 qua
2 N A z A 2 < A A x N 1 N A A 2 N
c6 mau son xanh nén xdc suat cua bién ¢6 B van 1a P(B) = 5 Con neu A khong xay ra, thi
? A . N 2 ~ 2 . 2 N A 1 A s < A A
trong 2 qua khong c6 mau do6 ctng chi ¢6 1 qua mau son xanh nén P(B) = 5 Vay cac bien co
A va B doc lap v6i nhau.
Tuong tu co6 thé chung t6 A va C, B va C doc lap. Vay ba bién c6 A, B, C doc lap tung doi.
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Néu bién c6 A va B da xdy ra, tirc 1a qua cau lay ra c6 hai mau dé va xanh. Khi d6 n6 chi cé
thé 1a qua cau c6 ca ba mau, vi vay xac suat dé lay dugc qua cau mau vang la P(C) = 1. Néu
AB khong xay ra thi qua cau lay ra khong phai quéa c6 ba mau, vi vay xac suat dé lay dugc qua
vang la P(C) = % Vay bién c6 C khéng doc l1ap véi AB. Do d6 cac bién cb A, B, C chi doc lap
timg doi chit khong doc 1ap toan phan.

b) Xac suat diéu kién

* Dinh nghia 1.18 Xac sut ctia bién c¢6 B dugc tinh véi diéu kién bién cd A da xdy ra dugc goi
1a xac sudt c6 diéy kién ctia B va dugc ky hiéula P(B/A).

eVi du 1.31 Trong binh c6 3 cau trang va 2 cau den. Ly ngau nhién 2 qua cau theo theo
phuong thirc ¢6 hoan lai. Goi A 1a bién ¢ “Lan thir nhét 1y dugc cau trang”, B 1a bién cb
”Lan hai 1dy dugc cau trang”. Ta da biét & la A va B doc lap. Ta co:

o &
&

3

P(B/A) -z

P(B/A)
eVi du 1.32 Trong binh c6 3 cau trang va 2 cau den. Ly ngau nhién 2 qua cau theo theo
phuong thitc khong hoan lai. Goi A 1a bién ¢ “Lan thit nhat ldy dugc cau trang”, B 1a bién
c6 “Lan hai lay dugc cau trang”. Ta da biét & la A va B phu thudc. Ta c6:

2

P(B/A):Z; P(B/A) >

Dé c6 mot nhan xét rang néu A va B doc 1ap thi:
P(A/B) = P(A/B) = P(A); (B/A) = P(B/A) = P(B).
¢) Dinh ly nhan xac suat.

O Dinh 1y 1.2 Xdc suat cua tich hai bién c6 A va B bang tich xdc suat cia mot trong hai bién cé

do voi xdc suat diéu kién cua bién cé con lai:
P(AB) = P(A).P(B/A) = P(B).P(A/B).

m.Ta ky hiéu:
n - 56 két cuc dong kha nang c6 thé xay ra khi phép thir dugc thuc hién.
my - sO két cuc thuén loi cho bién ¢ A.
my - s6 két cuc thuan 1oi cho bién ¢6 B.
k - 6 két cuc thuan 1gi cho ca A va B dong thdi xay ra.
Luc do:

P(AB) = S; pAy="1, ppE)="2
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Véi diéu kién bién ¢4 A da xay ra thi s6 két cuc duy nhat dong kha nang ctia phép thir doi

vdi bién 6 B 1a mq, trong d6 c6 k két cuc thuan loi cho bién ¢6 B xay ra, do dé:

P(B/A) = mil

Nhu vay: P(AB) = Z - %mi — P(A).P(B/A).
1

Tuong ty khi tinh xac suat diéu kién ddi véi bién cb A, tir d6 suy ra diéu phai ching minh.
O

v Hé qua 1.4 Xac suat cua tich n bién co bang tich xac suat cua n bien co do, trong do xdc suat

ctia méi bién c6 tiép theo déu duoc tinh vdi diéu kién tat cd cdc bién c6 trudc do da xdy ra:
P(Aj.Ay...Ay) = P(A1).P(Az/ A1)..P(Ay/ A1 Ay1).
v Hé qua 1.5 Néu A va B doc Iap thi P(AB) = P(A).P(B).
7 Hé qud 1.6 Xdc suat cua tich n bién c6é doc Iap toan phan bang tich cdc xdc suat thanh phan:
P(A1.Aj...Ay) = P(A1).P(Ay)..P(Ay).

d) Cac vi du

eVi du 1.33 Trong binh c6 3 cau trang va 2 cau den. Ldy ngau nhién 2 qua cau theo theo
phuong thiic khong hoan lai. Goi A 1a bién ¢ “Lan thit nhat ldy dugc cau trang”, B 1a bién
¢ ”Lan hai lay dugc cau trang”. Ta da biét & la A va B phu thudc va

3 2 - 3
P(A) = = P(B/A) = A_LP(B/A) =7
Khi d6 xéc suat dé ca hai 1an déu 1y dugc cau trang la:
32 3
P(AB) =P(A).P(B/A) = =1= 10

oVi du 1.34 Mot xi nghiép c6 3 6t6 hoat dong ddc lap. Xac suat dé trong mot ngay cac 6to6 bi
hong tuong ung 1a 0,1; 0,2; 0,15.

a) Tinh xac suat dé ca 3 6to6 déu hong.

b) Tinh xac suat dé trong mot ngay c6 ding 1 6t6 hong.

c) Tinh xac suat dé trong mot ngay c6 it nhat mot 6to hong.

Loi gidi. Goi A; 1a bién c6 ”6t6 thit i bi hong trong ngay”; (i = 1,3).
Theo gia thiét: P(A;) = 0,1; P(A3) = 0,2; P(A3) = 0, 15.
Do dé: P(A;) = 0,9; P(Az) = 0,8, P(A3) =0, 85.



