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Chương 1

Ma trận - Định thức - Hệ phương trình
tuyến tính

1.1. Chuẩn bị

1.1.1. Tích Đề-các

? Định nghĩa 1.1 Cho họ gồm n tập {Ai}ni=1 ( n là số nguyên dương). Tích Đê-các của họ đã
cho là một tập, ký hiệu là A1 × A2 × · · · × An, mỗi phần tử của nó là một bộ có thứ tự gồm n
thành phần (a1, a2, . . . , an), trong đó ai ∈ Ai với i = 1, 2, . . . , n.

•Ví dụ 1.1 Cho A1 = {a, b, c}, A2 = {1, 2} khi đó:

A1 × A2 = {(a, 1); (a, 2); (b, 1); (b, 2); (c, 1); (c, 2)}

A2 × A1 = {(1, a); (2, a); (1, b); (2, b); (1, c); (2, c)}

Vậy A1 × A2 6= A2 × A1.

Chú ý: Nếu A1 = A2 = · · · = An = A, thay cho ký hiệu A1×A2× · · · ×An ta dùng ký hiệu An.

•Ví dụ 1.2 Rn = {(x1, x2, . . . , xn), xi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n}.

1.1.2. Ánh xạ

? Định nghĩa 1.2 Cho hai tập khác rỗng X, Y . Một ánh xạ f từ X vào Y là một quy tắc
cho phép với mỗi phần tử x ∈ X xác định duy nhất một phần tử y = f(x) ∈ Y , ký hiệu:
f : X −→ Y hoặc y = f(x). Trong định nghĩa trên

� X được gọi là tập nguồn của ánh xạ f

� Y được gọi là tập đích của ánh xạ f

� y = f(x) gọi là ảnh của x qua ánh xạ f , x gọi là tạo ảnh của y = f(x)

� Giả sử A ⊂ X, khi đó f(A) = {f(x) : x ∈ A)} gọi là ảnh của A qua ánh xạ f .

� Giả sử B ⊂ Y , Khi đó f−1(B) = {x : y = f(x) ∈ B)} gọi là nghịch ảnh của B bởi f

? Định nghĩa 1.3 Cho f : X −→ Y là một ánh xạ

1. f là đơn ánh nếu x1, x2 ∈ X và x1 6= x2 thì f(x1) 6= f(x2)
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2. f là toàn ánh nếu f(X) = Y

3. f là song ánh nếu f vừa là đơn ánh và vừa là toàn ánh

•Ví dụ 1.3 1. y = ex là một đơn ánh từ R vào R

2. y = x2 là một toán ánh từ R vào R+

3. y = x là một song ánh từ R vào R

Chú ý: Nếu X = Y ánh xạ f : X −→ X xác định bởi y = f(x) = x được gọi là ánh xạ đồng
nhất trên X, ký hiệu là idX . Dễ thấy ánh xạ đồng nhất là một song ánh.

? Định nghĩa 1.4 Cho các ánh xạ f : X −→ Y và g : Y −→ Z. Tích của ánh xạ g với ánh xạ f
là một ánh xạ, ký hiệu g.f , xác định như sau:

(g.f) : X −→ Z

(g.f)(x) = g[f(x)]

•Ví dụ 1.4 Cho 2 ánh xạ f, g : R −→ R xác định bởi y = f(x) =
x2

x2 + 1
và y = g(x) = 2x + 1.

Khi đó (g.f)(x) =
2x2

x2 + 1
+ 1 =

3x2 + 1

x2 + 1

? Định nghĩa 1.5 Giả sử f : X −→ Y là một ánh xạ. Nếu tồn tại ánh xạ g : Y −→ X sao cho

g.f = idX và f.g = idY

ta gọi g là ánh xạ ngược của f , f là ánh xạ ngược của g

•Ví dụ 1.5 Cho f : R −→ R+ xác định bởi y = f(x) = ex và g : R+ −→ R xác định bởi
y = g(x) = ln(x). Dễ dàng kiểm tra rằng f và g là hai ánh xạ ngược của nhau.

1.2. Ma trận và các phép toán trên ma trận

1.2.1. Khái niệm ma trận.

? Định nghĩa 1.6 Cho m,n ∈ N∗. Một ma trận thực cỡ m×n là một bảng chữ nhật gồm m×n
số thực xếp thành m hàng, n cột. Số thực đứng ở hàng i cột j gọi là phần tử ij. Nếu ký hiệu phần
tử này là aij thì một ma trận cỡ m× n có thể biểu diễn bởi:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


Trong một số trường hợp ta còn dùng ký hiệu thu gọn [aij]m×n để chỉ một ma trận m hàng, n cột.

•Ví dụ 1.6 Cho A =

[
1 3 5
7 9 11

]
. Đây là ma trận cỡ 2× 3 có:

a11 = 1, a12 = 3, a13 = 5, a21 = 7, a22 = 9, a23 = 11.
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Ma trận cột là ma trận cỡ m× 1.

Ma trận hàng là ma trận cỡ 1× n.

Ma trận không là ma trận mà mọi phần tử của nó đều bằng 0, ký hiệu là Θ hoặc Θm×n
nếu muốn chỉ rõ cỡ của ma trận.

Ma trận vuông cấp n là ma trận có số hàng bằng số cột và bằng n. Cho ma trận vuông cấp
n, A = [aij]n×n, đường chéo chính của A là tập hợp các phần tử có dạng: a11, a22, a33, . . . , ann.

Ma trận tam giác trên là ma trận vuông cấp n trong đó aij = 0 nếu i > j.

A =


a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

 .
Ma trận tam giác dưới là ma trận vuông cấp n trong đó aij = 0 nếu i < j.

A =


a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .
Ma trận đường chéo là ma trận vuông cấp n trong đó aij = 0 nếu i 6= j.

A =


a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

 .
Ma trận đơn vị là ma trận đường chéo có các phần tử thuộc đường chéo chính đều bằng 1,

ma trận đơn vị cấp n thường được ký hiệu là In hoặc là I nếu không xảy ra hiểu lầm.

In =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 .
Ma trận chuyển vị của ma trận A là ma trận ký hiệu là At, nhận được từ ma trận A bằng

cách viết các hàng của A thành cột của At. Như vậy:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

⇒ At =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn

 .
Hai ma trận A,B được gọi là bằng nhau nếu chúng có cùng cỡ nghĩa là A = [aij]m×n

thì B = [bij]m×n và các phần tử ở các vị trí tương ứng bằng nhau cụ thể aij = bij với mọi
i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n, ký hiệu A = B.
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1.2.2. Các phép toán trên ma trận.

a) Cộng hai ma trận cùng cỡ

? Định nghĩa 1.7 Cho hai ma trận cùng cỡ A = [aij]m×n, B = [bij]m×n. Tổng của A và B là một
ma trận cùng cỡ C = [cij]m×m, ký hiệu là C = A + B, trong đó cij = aij + bij, i = 1, . . . , n, j =
1, . . . ,m.

Như vây muốn cộng hai ma trận cùng cỡ, ta cộng các phần tử cùng vị trí với nhau.

•Ví dụ 1.7

A =

[
1 −2 4
0 5 7

]
, B =

[
4 −3 −5
2 4 1

]
.

Khi đó: A+B = C =

[
5 −5 −1
2 9 8

]
Tính chất: Các phép tính cộng trên các ma trận cùng cỡ có tính chất giống như các tính chất
của phép cộng các số thực:

� Tính giao hoán A+B = B + A

� Tính kết hợp (A+B) + C = A+ (B + C)

� A+ Θ = A

� A = [aij]m×n,∃ ma trận đối của ma ma trận A là −A = [−aij]m×n thỏa mãn

A+ (−A) = Θ

b) Nhân ma trận với một số thực

? Định nghĩa 1.8 Cho ma trận A = [aij]m×n và số thực k. Tích của A với số thức k là một ma
trận cùng cỡ với ma trận A, ký hiệu là kA, xác định bởi công thức

kA = [kaij]m×n

•Ví dụ 1.8

2

 4 0 1
−2 7 3
−1 2 1

 =

 8 0 2
−4 14 6
−2 4 2


Tính chất: Giải sử k, h ∈ R và A,B là các ma trận, ta có các tính chất sau:

� k(A+B) = kA+ kB

� k(hA) = khA

� (k + h)A = kA+ hA

� 1.A = A

c) Nhân ma trận với ma trận
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? Định nghĩa 1.9 Cho hai ma trận A = [aij]m×p và B = [bij]p×n . Tích của ma trận A với ma
trận B là một ma trận có cỡ là m× n, ký hiệu là AB, xác định như sau:

AB = [cij]m×n, cij =

p∑
k=1

aik.bkj = ai1.b1j + ai2.b2j + · · ·+ aip.bpj

•Ví dụ 1.9 Cho

A =

 1 2
0 −1
3 1

 , B =

[
2 0
3 1

]
Khi đó

AB =

 1.2 + 2.3 1.0 + 2.1
0.2− 1.3 0.0− 1.1
3.2 + 1.3 3.0 + 1.1

 =

 8 2
−3 −1
9 1


•Ví dụ 1.10 Tính AB và BA nếu

A =

[
2 −1 1
0 4 −8

]
B =

 1 3
−2 7
5 4


Ta có

AB =

[
9 3
−48 −4

]

BA =

 2 11 −23
−4 30 −58
10 11 −27


Nhận xét: Do AB 6= BA nên phép nhân hai ma trận không có tính giao hoán.

Tính chất: Giả sử A,B,C là các ma trận và k là một số thực. Nếu các phép tính ở vế trái của
đẳng thức dưới đây có nghĩa thì vế phải cũng có nghĩa và 2 vế bằng nhau

� (AB)C = A(BC)

� A(B + C) = AB + AC

� (B + C)A = BA+ CA

� k(AB) = (kA)B = A(kB)

� IA =AI =A

� ΘA = AΘ = Θ

1.3. Định thức

1.3.1. Định nghĩa định thức

1. Các phép biến đổi sơ cấp trên ma trận
Cho ma trận A = [aij]m×n. Ta gọi các phép biến đổi sau trên các hàng của A là các phép
biến đổi sơ cấp trên hàng:
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� Hoán vị 2 hàng của A.

� Nhân tất cả các phần tử của một hàng nào đó của A với cùng một số khác 0.

� Nhân tất cả các phần tử của một hàng nào đó của A với cùng một số rồi cộng vào các
phần tử tương ứng của một hàng khác.

Chú ý: Các phép biến đổi sơ cấp trên cột cũng được định nghĩa tương tự.

•Ví dụ 1.11 Cho ma trận A =

 1 2 3
2 3 1
3 1 2

. Hãy dùng các phép biến đổi sơ cấp trên hàng

của A để đưa A về dạng tam giác trên.
Lời giải. Ta thực hiện dãy các phép biến đổi sơ cấp trên hàng để biến đổi dần ma trận A
thành ma trận có dạng tam giác trên như sau:

A =

 1 2 3
2 3 1
3 1 2

 H3−3H1→H3−−−−−−−−→
H2−2H1→H2

 1 2 3
0 −1 −5
0 −5 −7

 H3−5H2→H3−−−−−−−−→

 1 2 3
0 −1 −5
0 0 18

 .
2. Ma trận con Aij của ma trận A

? Định nghĩa 1.10 Cho ma trận A = [aj]m×n. Ma trận con Aij của A là ma trận thu được
từ ma trận A bằng cách bỏ đi các phần tử nằm ở trên hàng i và các phần tử nằm trên cột
j, cỡ của Aij là (m− 1)× (n− 1).

•Ví dụ 1.12 Cho ma trận A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

. Các ma trận con Aij của A gồm:

A11 =

[
5 6
8 9

]
, A12 =

[
4 6
7 9

]
, A13 =

[
4 5
7 8

]
,

A21 =

[
2 3
8 9

]
, A22 =

[
1 3
7 9

]
, A23 =

[
1 2
7 8

]
,

A31 =

[
2 3
5 6

]
, A32 =

[
1 3
4 6

]
, A33 =

[
1 2
4 5

]
.

3. Định nghĩa định thức

? Định nghĩa 1.11 Cho ma trận vuông cấp n, A = [aij]n×n. Định thức của ma trận A
được ký hiệu là: det(A), |A| hoặc ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
xác định bằng phương pháp quy nạp như sau:
i) Với n = 1, det(A) = a11

ii) Với n > 1, định thức của ma trận A được định nghĩa thông qua các định thức của các
ma trận con Aij cấp n− 1 của nó bằng công thức:

det(A) =
n∑
j=1

(−1)1+ja1jdet(A1j).
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Chú ý:
1) Định thức của ma trận vuông cấp n gọi là định thức cấp n.
2)Biểu thức định thức cấp 2, định thức cấp 3 và quy tắc Sarius

� Định thức cấp 2: ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

� Định thức cấp 3:∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣+ a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a23

∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

� Quy tắc Sarius cho định thức cấp 3: Là tổng của 6 hạng tử, mà mỗi hạng tử là tích
của 3 phần tử mà mỗi dòng, mỗi cột chỉ có một đại diện duy nhất.

– Các số hạng mang dấu cộng: các số hạng là tích các phần tử nằm trên đường chéo
chính hoặc tích các phần tử nằm trên các đỉnh của tam giác có một cạnh song song
với đường chéo chính.

Hình 1.1: Quy tăc Sarius- các số hạng mang dấu cộng

– Các số hạng mang dấu trừ: các số hạng là tích các phần tử nằm trên đường chéo
phụ hoặc tích các phần tử nằm trên các đỉnh của tam giác có một cạnh song song
với đường chéo phụ.

Hình 1.2: Quy tăc Sarius- các số hạng mang dấu trừ
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•Ví dụ 1.13 ∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 3 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 1.3.2 + 2.1.3 + 2.1.3− 3.3.3− 2.2.2− 1.1.1 = −18

4. Tính chất của định thức: Cho A = [aij]n×n là ma trận vuông cấp n. Các hàng và cột của
A ta cũng sẽ gọi là các hàng và các cột của det(A). Một hàng hoặc cột gồm toàn số 0 sẽ
được gọi là một hàng không (tương ứng: cột không). Định thức có các tính chất dưới đây:

� Tính chất 1: Hoán vị 2 hàng (tương ứng 2 cột) của A thì det(A) đổi dấu.

� Tính chất 2: Nếu tất cả các phần tử của hàng i (tương ứng cột j) của định thức được
nhân với cùng một số k thì giá trị của định thức mới nhận được bằng giá trị của định
thức cũ nhân với k.

� Tính chất 3: Thêm vào một hàng (hoặc một cột) k lần một hàng (hoặc k một cột)
khác thì định thức không đổi.

� Tính chất 4: Định thức của ma trận tam giác trên hoặc dưới bằng tích các phần tử
trên đường chéo chính.

� Tính chất 5: det(A) = det(At).

� Tính chất 6: Có thể tính định thức của ma trận bằng cách khai triển theo một hàng
hoặc một cột tùy ý bởi các công thức sau :
det(A) =

∑n
j=1(−1)i+jaijdet(Aij) (Công thức khai triển theo hàng thứ i),

det(A) =
∑n

i=1(−1)j+iaijdet(Aij) (Công thức khai triển theo cột thứ j).

� Tính chất 7: Giả sử A,B là hai ma trận vuông cùng cấp thì

det(AB) = det(A)det(B).

� Tính chất 8: Giả sử hàng i của A biểu diễn dưới dạng:

aij = bij + cij.

Gọi B là ma trận nhận được từ A bằng cách thay aij bằng bij, C là ma trận nhận được
từ A bằng cách thay aij bằng cij. Khi đó

det(A) = det(B) + det(C).

Phát biểu tương tự cũng đúng đối với cột.

� Tính chất 9: Nếu định thức có một trong các tính chất sau thi định thức bằng không:
+ Có một hàng (hoặc một cột) bằng không;
+ Có hai hàng (hoặc hai cột) tỷ lệ;
+ Có một hàng (hoặc một cột) là tổ hợp tuyến tính của các hàng (hoặc của các cột)
khác.

5. Các ví dụ tính định thức nhờ các tính chất

•Ví dụ 1.14 Tính định thức

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a x x x
x a x x
x x a x
x x x a

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Lời giải. Cộng tất cả các cột 2, 3,4 vào cột 1 , rút nhân tử chung của cột đầu trong định
thức nhận được ta có :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ 3x x x x
3x+ a a x x
3x+ a x a x
3x+ a x x a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (3x+ a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x x
1 a x x
1 x a x
1 x x a

∣∣∣∣∣∣∣∣
Nhân hàng 1 với (-1) rồi cộng lần lượt vào các hàng còn lại, ta được

D = (3x+ a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x x
0 a− x 0 0
0 0 a− x 0
0 0 0 a− x

∣∣∣∣∣∣∣∣
Áp dụng tính chất thứ 4: D = (3x+ a)(a− x)3.

•Ví dụ 1.15 Giải phương trình sau:∣∣∣∣∣∣∣∣
2x −1 −x −x2

1 2 3 −4
−4 −1 2 −4
−2 −1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Lời giải. Khai triển định thức trên theo hàng 1, ta được:

2x

∣∣∣∣∣∣
2 3 −4
−1 2 −4
−1 1 −1

∣∣∣∣∣∣− (−1)

∣∣∣∣∣∣
1 3 −4
−4 2 −4
−2 1 −1

∣∣∣∣∣∣+ (−x)

∣∣∣∣∣∣
1 2 −4
−4 −1 −4
−2 −1 −1

∣∣∣∣∣∣− (−x2)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−4 −1 2
−2 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

⇔ 7x2 + 21x+ 14 = 0⇔ x = −1, x = −2.

•Ví dụ 1.16 Tính định thức

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3
3 6 7 −2
2 7 −8 15
−4 −6 5 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lời giải. Lần lượt lấy H2 − 3H1 → H2, H3 − 2H1 → H3 và H4 + 4H1 → H4, ta được:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3
0 0 10 −11
0 3 −6 9
0 2 1 10

∣∣∣∣∣∣∣∣
Tiếp theo, H3 : 3→ H3 và H2 ↔ H3

D = −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3
0 1 −2 3
0 0 10 −11
0 2 1 10

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Lấy H4 − 2H2 → H4

D = −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3
0 1 −2 3
0 0 10 −11
0 0 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
Tiếp tục thực hiện H3 ↔ H4 và H4 − 2H3 → H4, thu được định thức của ma trận tam giác
trên, áp dụng tính chất 4, ta có định thúc cần tìm

D = 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3
0 1 −2 3
0 0 5 4
0 0 0 −19

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3.1.1.5.(−19) = −285

•Ví dụ 1.17 Tính định thức

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 9 16
4 9 16 25
9 16 25 36
16 25 36 49

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lời giải. Thực hiện lần lượt các phép biến đổi:H4−H3 → H4, H3−H2 → H3, H2−H1 → H2,
ta được

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 9 16
3 5 7 9
5 7 9 11
7 9 11 13

∣∣∣∣∣∣∣∣
Tiếp theo, lấy H4 −H3 → H4, H3 −H2 → H3 ta thu được 2 hàng giống nhau, do đó

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 9 16
3 5 7 9
2 2 2 2
2 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

•Ví dụ 1.18 Tính định thức

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
2 3 4 x
4 9 16 x2

8 27 64 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lời giải. Khai triển định thức D theo cột 4, ta thu được đa thức bậc 3 với ẩn x và hệ số
cao nhất là ∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 3 4
4 9 16

∣∣∣∣∣∣ = 2.

Cho x lần lượt nhận các giá trị x = 2, x = 3, x = 4 ta thấy D có 2 cột giống nhau, do đó
D = 0 khi x = 2, x = 3, x = 4. Theo định lý Bezout ta phải có:

D = 2(x− 2)(x− 3)(x− 4).
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1.3.2. Ma trận nghịch đảo

1. Định nghĩa

? Định nghĩa 1.12 Cho A là ma trận vuông cấp n. Nếu có ma trận B vuông cùng cấp sao
cho:

AB = BA = In

thì ta nói A khả đảo và B được gọi là ma trận nghịch đảo của của ma trận A. Ký hiệu ma
trận nghịch đảo của ma trận A là A−1.

Như vậy AA−1 = A−1A = In.
Khi A khả đảo ta nói A là ma trận không suy biến.

•Ví dụ 1.19 Xét A =

[
1 1
1 3

]
, B =

[
3/2 −1/2
−1/2 1/2

]
. Ta có AB = BA = I2 nên theo định

nghĩa B = A−1.

2. Tính chất

♦ Định lý 1.1 Ma trận nghịch đảo của ma trận vuông A nếu tồn tại thì duy nhất.

∆.Giải sử B và B
′
là hai ma trận cùng thỏa mãn định nghĩa của ma trận nghịch đảo của

ma trận A. Khi đó:
AB = BA = I, AB

′
= B

′
A = I

Vậy
B
′
= IB

′
= (BA)B

′
= B(AB

′
) = BI = B.

�

♦ Định lý 1.2 Nếu ma trận vuông A khả đảo thì det(A) 6= 0.

∆.Vì A khả đảo nên tồn tại A−1 và AA−1 = In. Áp dụng công thức tính định thức của tích
hai ma trận ta có:

det(AA−1) = det(In)⇒ det(A)det(A−1) = 1.

Vậy det(A) 6= 0 và hơn nữa det(A−1) =
1

det(A)
. �

♦ Định lý 1.3 Nếu ma trận vuông A cấp n có det(A) 6= 0 thì A khả đảo và

A−1 =
1

det(A)
Ct

ở đó C = [cij]n×n là ma trận phụ hợp của ma trận A: cij = (−1)i+jdet(Aij).

∆.Áp dụng công thức khai triển định thức theo hàng thứ i ta có

det(A) =
n∑
j=1

(−1)i+jaijdet(Aij)

⇒ ai1ci1 + ai2ci2 + · · ·+ aincin = det(A).
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Hơn nữa, do định thức có hai hàng giống nhau thì bằng không nên suy ra

ak1ci1 + ak2ci2 + · · ·+ akncin =

{
det(A) nếu k = n

0 nếu k 6= n

Do đó ACt = det(A)I.

Áp dụng công thức khai triển định thức theo cột và lập luận tương tự ta cũng có:

CtA = det(A).I

Như vậy

A(
1

det(A)
Ct) = (

1

det(A)
Ct)A = I

suy ra điều phải chứng minh. �

♦ Định lý 1.4 Giả sử các ma trận vuông A,B là các ma trận khả đảo. Khi đó:

(a) A−1 cũng khả đảo và (A−1)−1 = A;

(b) ∀m ∈ N, Am cũng khả đảo và (Am)−1 = (A−1)m;

(c) ∀k 6= 0 ta có kA cũng khả đảo và (kA)−1 =
1

k
A−1;

(d) AB cũng khả đảo và (AB)−1 = B−1A−1.

∆.Bằng việc kiểm tra trực tiếp định nghĩa ma trận nghịch đảo, ta dễ dàng thu được các
tính chất trên. �

3. Các ví dụ tính ma trận nghịch đảo bằng ma trận phụ hợp

•Ví dụ 1.20 Công thức ma trận nghịch đảo của ma trận vuông cấp 2 khả đảo:

Giả sử A =

[
a b
c d

]
có det(A) = ad− bc 6= 0, áp dụng công thức ta có

A−1 =
1

ad− bc

[
d −c
−b a

]t
=

1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
Chẳng hạn: [

1 3
5 7

]−1

=
1

1.7− 3.5

[
7 −3
−5 1

]
=

−7

8

3

8
5

8

−1

8


•Ví dụ 1.21 Tìm ma trận nghịch đảo của ma trận sau (nếu có):

A =

1 1 1
2 2 3
0 3 1


Lời giải. Ta có det(A) = −3 6= 0 nên A khả đảo. Áp dụng công thức ta có:

c11 = −7, c12 = −2, c13 = 6
c21 = 2, c22 = 1, c23 = −3
c31 = 1, c32 = −1, c33 = 0
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Do đó

C =

−7 −2 6
2 1 −3
1 −1 0

⇒ Ct =

−7 2 1
−2 1 −1
6 −3 0


Vậy ma trận nghịch đảo của ma trận A là

A−1 =
1

−3

−7 2 1
−2 1 −1
6 −3 0

 =


7

3

−2

3

−1

3
2

3

−1

3

1

3
−2 1 0



•Ví dụ 1.22 Tìm ma trận X, biết[
1 2
−1 3

]
X =

[
1 −1 2
3 1 −4

]
Lời giải. Đặt

A =

[
1 2
−1 3

]
, B =

[
1 −1 2
3 1 −4

]
Ta có det(A) = 5 6= 0 nên A khả đảo và

A−1 =
1

5

[
3 −2
1 1

]
Phương trình ma trận trở thành

AX = B

Nhân vào bên trái cả hai vế A−1 ta được:

A−1(AX) = A−1B ⇔ (A−1A)X = A−1B ⇔ IX = A−1B ⇔ X = A−1B

Vậy ma trận X cần tìm là

X =
1

5

[
3 −2
1 1

] [
1 −1 2
3 1 −4

]
=

−3

5
−1

14

5
4

5
0
−2

5



1.3.3. Hạng của ma trận

1. Định nghĩa

? Định nghĩa 1.13 Cho A là ma trận cỡ m × n. Ma trận con cấp p của A là ma trận có
được từ A sau khi bỏ đi m − p hàng và n − p cột. Định thức của ma trận đó được gọi là
định thức con cấp p của A.

? Định nghĩa 1.14 Hạng của ma trận A là cấp cao nhất của định thức con khác không
của ma trận A, ký hiệu là r(A).
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•Ví dụ 1.23 Cho ma trận

A =

2 0 3 1
1 5 −1 2
5 5 5 4


Các định thức con cấp 3 của ma trận A là:∣∣∣∣∣∣

0 3 1
5 −1 2
5 5 4

∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣
2 3 1
1 −1 2
5 5 4

∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣
2 0 1
1 5 2
5 5 4

∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
1 5 −1
5 5 4

∣∣∣∣∣∣ = 0

nên r(A) < 3. Hơn nữa, có ít nhất một định thức con cấp 2 của A∣∣∣∣2 0
1 5

∣∣∣∣ 6= 0

nên ta có r(A) = 2.

? Định nghĩa 1.15 Ma trận bậc thang là ma trận có các đặc điểm sau:

� Các hàng bằng không ở dưới các hàng khác không.

� Đối với hai hàng khác không liên tiếp, phần tử khác 0 đầu tiên (kể từ trái sang) của
hàng trên nằm bên trái phần tử khác 0 đầu tiên của hàng dưới

•Ví dụ 1.24

A =


2 0 3 1
0 5 −1 2
0 0 5 4
0 0 0 0


là ma trận bậc thang có 3 hàng khác 0.

2. Tính chất của hạng ma trận A

� Tính chất 1: r(A) = r(At).

� Tính chất 2: Hạng của ma trận bậc thang không đổi khi thực hiện các phép biến đổi
sơ cấp.

� Tính chất 3: Hạng của ma trận bậc thang bằng số hàng khác không của ma trận đó.

Quy tắc thực hành tìm hạng của ma trận A: Để tìm hạng của ma trận A ta sử dụng
3 phép biến đổi sơ cấp đưa ma trận A về ma trận bậc thang B. Khi đó r(A) = r(B) =
Số hàng khác không của B.

3. Các ví dụ tính hạng của ma trận

•Ví dụ 1.25 Tính hạng của ma trận sau:

A =

 1 −2 3 4
2 −4 1 3
−1 2 0 −1


Lời giải.

A =

 1 −2 3 4
2 −4 1 3
−1 2 0 −1

 H3+H1→H3−−−−−−−−→
H2−2H1→H2

1 −2 3 4
0 0 −5 −5
0 0 3 3

 5H3+3H2→H3−−−−−−−−→

1 −2 3 4
0 0 −5 −5
0 0 0 0


Ma trận cuối cùng là ma trận bậc thang với 2 hàng khác 0. Vậy r(A) = 2.
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•Ví dụ 1.26 Biện luận theo m hạng của ma trận :

A =


−1 2 1 1 −1
m −1 1 −1 −1
1 m 0 1 1
1 2 2 −1 1


Lời giải. Thực hiện lần lượt các phép hoán vị các cột

C2 ↔ C3, C3 ↔ C4, C4 ↔ C5, C1 ↔ C2, C2 ↔ C3, C3 ↔ C4

ta đưa A về dạng

A
′
=


1 −1 1 −1 2
1 −1 −1 m −1
0 1 1 1 m
2 −1 1 1 2


Biến đổi sơ cấp trên hàng đối với A

′

A
′ H4−2H2→H4−−−−−−−−→

H2−H1→H2


1 −1 1 −1 2
0 0 −2 m+ 1 −3
0 1 1 1 m
0 1 −1 3 −2

 H4−H3→H4−−−−−−−→


1 −1 1 −1 2
0 0 −2 m+ 1 −3
0 1 1 1 m
0 0 −2 2 −2−m



H2↔H3−−−−→


1 −1 1 −1 2
0 1 1 1 m
0 0 −2 m+ 1 −3
0 0 −2 2 −2−m

 H4−H3→H4−−−−−−−→


1 −1 1 −1 2
0 1 1 1 m
0 0 −2 m+ 1 −3
0 0 0 1−m 1−m

 = Abt

Biện luận:

� Nếu 1−m = 0⇔ m = 1 ma trận Abt có 3 hàng khác 0, do đó r(A) = r(Abt) = 3.

� Nếu 1−m 6= 0⇔ m 6= 1 ma trận Abt có 4 hàng khác 0, do đó r(A) = r(Abt) = 4.

1.3.4. Hệ phương trình tuyến tính

1. Định nghĩa

? Định nghĩa 1.16 Hệ phương trình tuyến tính m phương trình, n ẩn là hệ phương trình
có dạng 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

trong đó

� x1, x2, . . . , xn là các ẩn,

� aij là hệ số của ẩn xj trong phương trình thứ i,

� bi là vế phải của phương trình thứ i.
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Dạng ma trận của hệ phương trình tuyến tính
Đặt:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ;x =


x1

x2

. . .
xn

 ; b =


b1

b2

. . .
bm


thì hệ phương trình tuyến tính m phương trình, n ẩn là hệ phương trình có dạng ma trận:

Ax = b

trong đó A là ma trận hệ số; x là ma trận ẩn; b là ma trận vế phải.

2. Giải hệ phương trình bằng phương pháp Cramer

♦ Định lý 1.5 (Định lý Cramer) Hệ phương trình tuyến tính Ax = b, với A là ma trận
vuông không suy biến, có nghiệm duy nhất :

xj =
det(Aj)

det(A)
, j = 1, 2, . . . , n

trong đó Aj là ma trận có được từ A sau khi thay cột thứ j bởi cột vế phải b.

∆.Vì A không suy biến, det(A) 6= 0 nên A có ma trận nghịch đảo:

A−1 =
1

det(A)
Ct.

Từ phương trình Ax = b, nhân bên trái hai vế với A−1 ta có

A−1(Ax) = A−1b↔ (A−1A)x = A−1b↔ Ix = A−1b↔ x = A−1b

Vậy x = A−1b là nghiệm của hệ phương trình. Do A−1, b xác định nên nghiệm này là duy
nhất.
Sử dụng biểu thức của ma trận A−1 ta suy ra

x =


x1

x2

. . .
xn

 =
1

det(A)


c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 . . . cnn


t 

b1

b2

. . .
bn


nghĩa là

xj =
c1jb1 + c2jb2 + · · ·+ cnjbn

det(A)
=
det(Aj)

det(A)

với j = 1, 2, . . . , n và ta có điều phải chứng minh. �

•Ví dụ 1.27 Giải hệ phương trình sau:
x1 + 2x2 + 3x3 = 3

2x1 + 3x2 + x3 = −1

3x1 + x2 + 2x3 = 5

Lời giải. Ta có

D =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 3 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ = −18;D1 =

∣∣∣∣∣∣
3 2 3
−1 3 1
5 1 2

∣∣∣∣∣∣ = −19


