CHUONG 5

CHUOI SO VA CHUOI HAM

V.1. GIOI THIEU

Trong chuong nay chting toi trinh bay nhitng két qua co ban cta ly thuyét chudi
s, chudi ham, chudi lity thita, chudi luong giac, ma ching cé nhiéu tng dung trong

nganh toan hoc khac va cidc nganh ky thuat, kinh té,...

V.2. MUC TIEU CUA CHUGONG

Trinh bay cac khai niém va tinh chat co ban vé chudi s6, sy hoi tu clia chudi so6;

chuéi ham va mién hoi tu, chudi liy thita va chudi Fourier.

V.3. CHUAN DAU RA CUA CHUONG

1. Trinh bay dugc dinh nghia va cac tinh chat co ban clia chudi s6 hoi tu.
2. Tinh dudc tong clia mot sé chudi s6 dac biét.
3. St dung duge dau hiéu hoi tu dé xét sy hai tu clia chudi s6 duong.

4. St dung dugc dau hiéu Lepnit dé xét sy hoi tu ctia chudi dan dau. Khao
sat dugc sit hoi tu tuyet doéi ctia chudi so.

5. Trinh bay dudc cac khéi niém vé mién hoi tu ctia chudi ham, tong ciia chudi
ham.

6. Tim dudc mién hdi tu ctia chudi ham.

7. Tim dugce ban kinh hoi tu, mién hoi tu va tinh dugc tong cta chudi liy

thita. Viét duge khai trién ham thanh chudi lity thita.

8. Trinh bay dugc cac khai niem heé s6 Fourier, chudi Fourier. Viét dugce khai

trién thanh chudi Fourier cia cdc ham chén, 1&, tuan hoan va khong tuan hoan.

V.4. NOI DUNG CUA CHUONG
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Trong chuong nay ching ta trinh bay nhitng khai niém va tinh chat co ban vé

chudi s6 va chudi ham s6 thue.

1 Chudi so

1.1 Cac khai niém co ban
1.1.1 Dinh nghia. Cho day s6 thuc {a,}>°,. Ta goi tong hinh thiic
ar+ag+ -t ag o (5.1)

o
12 mot chudi s6 vaky hieula > a,, a, dugc goi la s6 hang thit n ctia chudi s6 (5.1).
n=1

V6i méi n = 1,2, ... dat

n

Sn:al—i-ag—k...—i-an:Zai
i=1

va goi S, 1a tong riéng thit n ctia chudi s6 (5.1). Day {S,} dugc goi la déy tong riéng
cia chudi (5.1).

Néu ton tai lim S, = S hitu han thi chudi (5.1) dugc goi la hoi tu va cé tong

n—oo
bang S. Khi d6 ta ky hieu > a, = S.
n=1
Néu chudi khong hoi tu thi né duge goi 1a phan ky. Trong truong hop lim S, =
n—oo
[e.e]

400 thi ta viét 1a a, = +o0.
n=1

Nhu vay, chudi s6 hoi tu khi va chi khi day tong rieng ctia n6 hai tu trong R, va
3" a, = S khi va chi khi lim S, = S. Hon nita, néu chudi (5.1) c¢6 tong bing S thi
n=1

n—oo
~ ~ 0 d
v6i moi n = 1,2,... chuéi » a; cling hoi tu va c6 tong bang S — S, 1.
i=n

1.1.2 Dinh nghia. V6i méin=1,2,... tadat r, = . a; va goi r, 1a phan du
i=n+1
thit n cia chudi (5.1).

Nhu vay néu chudi (5.1) hoi tu va c¢6 tong S thi 7, = S — S, hoi tu t6i 0 khi

n — 0Q.
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1.1.3 Vi du. 1) Xét chudi s6 2 . Khi d6 téng rieng tht n ctia chudi 1a

m=in(n+1)
1 1 1
S, = — 4 —+ ...
1.2+2.3+ + (n+1)
. 1+1 1+ 1 I 1
- 2 2 3 7' n n+4+1 n+1

Tit d6 ta 6 lim S, = lim (1 _

n—oo n—o0

) —= 1. Vi vay chudi da cho hoi tu va cé tong
n—+1

bang 1.

2) Xét chudi s Khi dé tong rieng thit n ctia chudi la

65—~k
az1/n
S . = ! + ...+ L
AR A ARt S
Vi vay lim S, = +o00. Do d6 chudi phan ky.

n—o0

3) Xét chudi s6 Y (—1)". D& thiy day tong riéng ctia chudi nay c6 hai day con
n=1

Son = 0 v Sypi1 = —1. Do d6 day tong rieng phan k¥, kéo theo chudi phan ky.
4) Xét chudi sé >° ¢" (¢ € R). Khi d6 tong rieng thit n ctia chudi nay 1a
n=1

1—q ,
neu g # 1

=300 -

n néu ¢=1.

. q ~ P N
Vi vay néu |¢| < 1 thi lim S, = T hay chu6i hoi tu. Néu |g| > 1 thi chudi phan
n—oo —_ q
Ky

1.2 Mot s6 tinh chat ctia chudi hoi tu
Dinh 1§ sau cho ta mot diéu kién can dé chudi hoi tu.

1.2.1 Dinh ly. Néu chudéi (5.1) hoi tu thi lim a, = 0.

n—o0

Dinh Iy trén cho ching ta mot dau hiéu quen thuoc dé nhan biét chudi phan
ky. Chiing minh ctia n6 ban doc c¢6 thé tham khéo trong cac tai licu tham khéo [1],
2], [3], [5] cta chuong 5.
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00 1
1.2.2 Vi du. Xét su hoi tu ctia chuéi s6 ) nsin—.
n=1 n
1
Ta ¢6 a, = nsin — Vi vay
n
) ) 1 _ sinl
lim a, = lim nsin— = lim —* =1#0.
n—00 n—00 n n—oo =

n

Do d6 chudi da cho phan ky.

1.2.3 Nhan xét. Dinh Iy 1.2.1 chi 14 diéu kién can ma khong phai 1a dieu kieén du

D
dé chudi hoi tu. Ta c6 the chi ra chudi s6 Y a, véi lim a, = 0 nhung chudi phan
n=1 n—oo

o 1
ky. Chang han, chudi s6 > —.
n=1 n

Dinh 1y sau con goi la tieu chuan Cauchy, dua ra mot diéu kién can va da dé
chudi s6 hoi tu. N6 duge suy ra tit dinh nghia sy hoi tu ctia chudi va tieu chuan
Cauchy ve diay so6 hoi tu.

1.2.4 Dinh ly. (Tiéu chuan Cauchy) Chudi s6 > a, hoi tu khi va chi khi vdi moi

n=1
e >0 ton tai ng € N sao cho |ani1+ ... + anipy| < & vdi moin = ng va moip € N.

Dinh 1y sau day suy ra tric tiép tit dinh nghia. Ban doc ty chitng minh.

1.2.5 Dinh 1y. Néu cic chudi s6 > a,, Y. b, hoi tu, cé tong lan lugt la a,b va

n=1 n=1
a € R, thy cic chudi > (a, +by), Y. aa, cing hoi tu va lan higt cé tong la a + b,
n=1 n=1

aa.

1.3 Chubi s6 duong va cac dau hiéu hai tu

Trong muc nay ching ta nghién cttu 16p cac chudi s6 duong, déi véi loai chudi

nay c6 nhiéu dau hieu nhan biét sy hoi tu ctia no.

1.3.1 Dinh nghia. Chudi s6 Y a, dugc goi la chudi s6 duong néu a,, > 0 véi moi
n=1
n > 1.

Nhan zét. D6i v6i chudi s6 duong, day tong rieng ctia n6 luon la day ting. Do

o0
d6 nho tinh chét ctia giéi han ta suy ra chudi s6 duong Y a, hoi tu khi va chi khi

n=1
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day cac tong rieng ctia n6 bi chin. Trong trudng hgp chudi Y a, phan ky thi tong

n=1
ctia chudi sé 1a +00. Sau day, ching ta dua ra mot sé6 dau hieu dé nhan biét su hoi

tu clia cac chudi s6 duong.

Dinh 1§ sau cho mot phuong phap so sanh theo gidi han, chiing minh ctia n6é ban
doc tim hiéu trong cac tai lieu tham khéo [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.

1.3.2 Dinh ly. (Dau hieu so sanh 1) Cho cdc chudi so duong . an, Y. b,. Gid sit

n=1 n=1

N a’n 7
ton tai gior han hitu han hay vo han | = lim —. Khi do, ta co cac ket luan sau:
n—oo n

1) Néu 0 < < 400 thi cic chudi . a, va Y. b, dong thoi hoi tu hodc phan ky.

n=1 n=1

2) Néul =0 va chudi > a, hoi tu thi chudi > b, hoi tu.
n=1 n=1

3) Néul = +oo va chudi Y. b, phan ky thi chuéi > a, phan ky.

n=1 n=1
Dinh 1y sau dua ra phuong phap so sanh theo bat dang thiic.

1.3.3 Dinh ly. (Dau hi¢u so sdnh 2) Cho cdc chudi s6 duong > a,, > b,. Gid si
n=1 n=1

ton tai K > 0 va ng € N sao cho a, < K.b,, vdi moi n > ny. Khi dé

1) Néu chudi Y. b, hoi tu thi chudi Y. a, hoi tu.

n=1

n=1

> b, phan ky.

n=1

2) Néu chuoi > a, phan ky thi chudi
n=1

1

1.3.4 Nhan xét. Ngudi ta ching minh duge rang chudi > — (véi s 1a hing s0)
n=1 ns
hoi tu néu s > 1 va phan ky néu s < 1 (xem Vi du 1.3.13). Nho tinh chat nay, chudi

o 1 s s

> — thuong duge dung lam chuan deé so sanh, khi xét su hoi tu hay phan ky cia
n=1 n’

cac chudi s6 duong.

Bay gio ching ta dén véi mot vai vi du ap dung dau hiéu so sanh.

1.3.5 Vi du. Khao sat sy hoi tu ciia cac chudi sd sau:
1

ne

1) > sin—, (a > 0).
n=1
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1
S1n —
Ta c6 lim N_ — 1. Vi vay tit dau hiéu so sanh 1 va sy hoi tu ctia chudi
n—oo 1
ne

oo 1 00 1
> — ta suy ra chudi > sin — hoi tu v6i @ > 1 va phan ky véi a < 1.
n=1 M n=1 n

1
2) i ; Ta c6 lim n = 1. Do chudi io: l phan ky nén
n=1y/n(n+1) n—00 1 n=1
Valn+1)
R 1 T
chudi nZ=:1 m phan ky.

1.3.6 Dinh ly. (Dalambert) Cho chuéi so duong > a,. Gid si ton tai gidi han

n=1

Ap+1

. Khi do

hiu han hay vo han d = lim

n—0o (O

1) Néu 0 < d<1 thi chuoi hoi ty;
2) Néu d > 1 thi chudi phan ky.

Ching minh ctia dinh 1§ nay ban doc c6 thé tham khéo trong cac tai lieu tham
khao [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.

2 . (41
1.3.7 Nhan xét. Neu d = lim

n—0o (O

hoi tu hay phan k¥ ctia chudi. Trong truong hop nay ching ta phai dung cac dau

= 1 thi ching ta chua thé két luan duge tinh

hiéu khéc ho#c cac diéu kien hoi tu dé khéo sat su hoi tu ctia chudi.

] n
~ nla
1.3.8 Vi du. Khao st sy hoi tu ctia chudi s6: Y, —— (a > 0).
n=1 N
nla™
Ta c6 a, = - va
n
. a a a
d= lim 2 — lim = —
n—o0 (O n—00 e
(1+-)"
n

Vay theo dau hiéu Dalambert ta co.
- Véi a < e tite 1a d < 1, thi chudi hoi tu.

-Vé6i a > e tic la d > 1, thi chudi phan ky.
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-V6i a = e tiic 1a d = 1, thi chua c6 két luan.
Tuy nhién, tit bat déng thic (1 + %)n < e v6i moi n ta nhan dugc

An+1 _ €

= 1
oW (1

v6i moi n. Suy ra a,+1 > a, v6i moi n. Do d6 a, > a; = e v6i moi n. Vi vay
lim a, # 0. Do d6 chudi phan ky.

n—oo

1.3.9 Dinh ly. (Dau hiéu Cauchy) Cho chudi s6 duong > a,. Gid si ton tai gidi
n=1

han hiu han hay vo han ¢ = lim /a,,. Khi do
n—o0
1) Néu 0 < c <1 thi chudi hoi tu.

2) Néu c > 1 thi chudi phan kj.

Chitng minh ctia dinh 1y nay ban doc c6 thé tham khéo trong cac tai lieu tham
khéo [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.

1.3.10 Nhan xét. 1) Néu ¢ = nh_)rglo /a, =1 thi ching ta chua thé két luan duoc
tinh hoi tu hay phan ky ctia chudi. Trong truong hgp nay ching ta phai dung céac
dAu hieu khéc hoac céc diéu kien hoi tu dé khao sat sy hoi tu ctia chudi.

2) Trong Dinh 1y 1.3.9 néu thay gidi han ¢ = nh_g)lo /a, béi gidi han trén ¢ =
lim {/a, thi két luan cta dinh 1y van con dung.

n—oo

1.3.11 Vi du. Kh3o sit sy hoi tu clia cic chudi so:

1 oo N — 1\ n(n+1)
) n; <n + 1) '

n — 1\ n(n+1)
Ta c6 a, = ( > va
n+1

. . n — 1\ n+1 . . 2 n+1 1 .
e=lim ya, = lm ()" = hm (1- )" =5 <1

Theo dau hieu Cauchy thi chudi s6 di cho hoi tu.

2) i (2—1—(—1)”) .

n=1 4n

Ta c6

— — 2+ (=" 3
c= lim {L/a—nzlim#zz<l.

n—oo n—oo

Theo dau hiéu Cauchy thi chudi da cho hoi tu.
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1.3.12 Dinh 1ly. (Dau hiéu tich phan Cauchy) Cho chudi so6 duong > a,. Gid si

n=1
ton tai ham f(x) don dieu gidm va lién tuc trén [a, +oo) vdia =1 sao cho f(n) = a,

véi moi n = 1,2,... Khi dé néu tich phan suy rong / f(z)dz hoi tu (tuong ting

phan kj) chuoi Y. a, hoi tu (tuwong ing phan kj).
n=1
Chiing minh ctia dinh 1y nay ban doc tim doc trong cac tai lieu tham khao [1],

2], [3], [5] ctia chuong 5. Ching ta dén véi mot vi du ap dung clia no.

o 1
1.3.13 Vi du. Khdo sat sy hoi tu ctia chudi s6 >, — (s € R).
i ns

- V6i s < 0 ta c6 lim — = 400, nhs dieu kien can dé chudi hoi tu ta suy ra
n—oo 1,

chudi phan ky.
- V6i s = 0 thi dé thay chudi da cho phan ky.

1 - S

- V6i s > 0 ta xét ham s6 f(z) = — trén [1,+00). Ta c6 f'(z) = < 0 v6i
xS

strl

moi z > 1. Do vay f(x) don diéu gidm trén [1,4+00). Hon nta a, = — = f(n) véi
ns
moi n = 1,2, .... Mat khac ta cé

1 A
iy i [ (bel) e e
/ dv_ lim de ) o (1—s)zs—1h néu s 7
1 275 A—o0 1 ZL‘S A .
lim <ln:17‘ > nétu s=1.
A—o00 1

T do6 suy ra

+00 néu 0<s<1.

o 1
Vi vay theo dau hiéu tich phan Cauchy chudi Y — hoi tu néu s > 1 va phan
n=1 ns

ky néu s < 1.

1.4 Chubi c6 dau tuy y

Trude hét ta xét mot truong hop dac biét ctia chudi c6 dau bat ky 1a chudi dan

dau, d6 1a truong hop cac s6 hang ctia chudi lan lugt nhan dau duong roi dau am,
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hodc lan lugt nhan dau am r6i dau duong.
1.4.1 Dinh nghia. Cho {a,} la day s6 duong. Chudi s6 ¢6 dang > (—1)"'a,
n=1

(hozc >~ (—1)"a,) dudc goi la chudi dan dau.
n=1

Sy hoi tu ctia chudi dan dau thuong duge nhan biét bdi dau hieu sau.

1.4.2 Dinh ly. (Dau hiéu Leibnitz) Néu a,, la day s6 don di¢u gidm (khin di lon)
va lim a, = 0 thi chudi dan dau > (—1)""La, hoi tu.

n—oo n=1

Ching minh ctia dinh 1§ nay ban doc c6 thé tham khéo trong cac tai lieu tham
khao [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.

1.4.3 Vi du. Khdo sat sy hoi tu cta cdc chudi

—1)n1!
>2<2>

— 2n—1"
1 1 .
Ta c6 a, = ] > 1 = Qpyq VO MOi N Va nli_>n;102n_1 = 0. Theo dau
hiéu Leibnitz thi chudi hoi tu.
00 1
2) > sin <——|— mr).
n=1 n

1 1 1
Ta c6 sin (— + mr) = (—1)"sin — va vi day {a,} vdi a,, = sin — la day don diéu
n n n
giam hoi tu vé 0. Do d6 theo dau hiéu Leibnitz thi chudi da cho hoi tu.
1.4.4 Dinh nghia. Chudi s6 > a, dudc goi 1a hoi tu tuyét doi néu chudi . |a,|
n=1 n=1

hoi tu. Mot chudi hoi tu ma khong hoi tu tuyét déi dude goi 1a hoi tu ¢ dieu kien

hay ban hou tu.

Nhan zét. Dung tiéu chuan Cauchy ban doc c6 thé chiing minh duge moi chudi

hoi tu tuyet déi 1a hoi tu. Didu nguge lai néi chung 1a khong dung.

o (—1 n—1
1.4.5 Vi du. Khdo sat sy hoi tu, hoi tu tuyet doi ctia chudi > — véip € R.
n=1 n
_1\n—1
V6i p <0 taco lim — =% 0. Do d6 chudi phan ky.
n— 00 n
00 1 0o 1 n—1 )
V6i p > 1 ta ¢6 chudi >, — hoi tu, titc 14 chudi Z ———  hoi tu tuyét doi.

n=1 NP np
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o~ 1 —1)— 1
V6i 0 < p < 1 ta ¢6 chudi Z — phan ky, titc 1a chudi Z — khong hoi tu
np
) L .o (= 1)” '
tuyét doi. Tuy nhién trong truong hgp nay deé thay chuoi Z héi tu theo

dau hiéu Leibnitz. Nhu vay chudi nay ban hoi tu.
1.4.6 Dinh ly. (D&u hi¢u Dirichlet) Gid si
1) Chudi " ay, c6 day tong riéng bi chan, nghia la ton tai M > 0 sao cho
n=1

la1 + ag + ... + a,| < M vdi moi n,

2) b, la day so don diéu giam (khin di lén ) va lim b, = 0.
n—oo
Khi dé, chudi s6 Y. a,by, hoi tu.
n=1

1.4.7 Dinh ly. (Dau hi¢u Abel) Gid st

1) Chuoi Y a, hoi tu

n=1
2) b, la day so don dieu va bj chan.

Khi dé, chudi s6 Y. anb, hoi tu.
n=1

Ching minh ctia cac dinh 1y trén ban doc tim hiéu trong cac tai lieu tham khao
[1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.

o cos2n
1.4.8 Vi du. Khéo sat su hoi tu ctia chudi
n=1 n
Ta co
o 1

Zcos kx = T <Sln(2n + 1)% — sin g)

k=1
Vi vay

‘Zcost‘ = ’

(sin 2n—|—1)—sin1)‘ < —
sin 1

v6i moi n. Nhu vay, chudi 3 cos2n c6 day tong rieng bi chan. Mat khac b, = —
n=1
o COS 2n

don diéu giam vé 0. Theo dau hi¢u Dirichlet thi chudi
n=1 n

hoi tu.
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2 Chubi ham

2.1 Cac khai niém va tinh chit co ban

2.1.1 Dinh nghia. Cho X C R. Ky hiéu A 1a tap hop tat ca cac ham s6 xac dinh
tréen X va N* = {1,2,...} Ta goi méi anh xa f : N* — A dit tuong ing méi n € N*
v6i mot ham f(n) € A la mot day ham xéac dinh trén X.

Ta ky hieu day ham nay 1a {f,(x)} hay
fi(x), fa(x), ...y (5.2)

trong d6 f,(x) = f(n).
Trong mot s6 truong hgp day ham con duge ky hieu gon 1a {f,} hay fi, fo, ...

2.1.2 Dinh nghia. Cho diy ham {f,} xac dinh tren X C R. Ta goi tong hinh
thic

14 mot chuoi ham va ky hieu 1a > f.(x) hay > f,..
n=1 n=1

Diém z¢ € X dugc goi la diém hoi tu ctia chudi ham (5.3) néu chudi s6 > £, (o)
n=1

hoi tu.

Tap hop tat ca cac diém hoi tu clia chudi ham (5.3) dudc goi 1a mién hoi tu clia
chudi ham (5.3).

Gia st chudi ham Y f,(x) ¢6 mién hoi tu A C X. V6i mdi z € A diat

S(a) = m - £i(@)

Khi d6, chudi ham Y f,(z) duge goi 1a hoi tu dén S(z) tren A, S(z) duge goi la

n=1

tong ctia chudi ham Y fo(z) trén A va ky hieu la Y f, = S trén A.
n=1

n=1

o "

2.1.3 Vi du. Xét chudi ham o
n=1

n 0o Z.’n,

X x
Néu ’5‘ > 1thi lim — 0. Do d chudi 3. - phan ky:
n=1

n—oo
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n

oz
Néeu ‘—)

w x Zz z ~
5 < 1 thi chudi ) on hoi tu tuyeét doi theo dau hieu Cauchy. Vi vay chudi
n=1

da cho hoi tu va

o n n . 1_<f>”
S =3 z=m 3 (5) =my—2- =5

1——

Vay mién hoi tu ctia chudi ham 1a —2 < z < 2 va tong clia chudi trén mién hoi

tula S(z) =

2—x

2.1.4 Dinh nghia. Cho chudi ham Y f,(z) tren X C R, hoi tu dén ham S(x)

n=1

tréen Xy, C X. V6i moi x € X, dat
n

Su(@) = fi(@) + oot fulw) =) fulz), n=1,2..

k=1
va -
ra(@) = S(z) = Sa(@) = Y ful),
k=n+1
Khi d6, cac day ham {S,(z)}, {r,(2)} 1an lugt dugc goi la ddy tong riéng va day
phan du cta chudi ham (5.3). Hon nita day ham {S,} hoi tu dén S trén X,.

2.2  Su hoi tu déu va cac dau hiéu hoi tu

2.2.1 Dinh nghia. Chudi ham " f,(x) dugc goi 1a hoi tu déu dén ham S(x) trén
n=1
tap A C X néu v6i moi € > 0 ton tai ng = ng(e) sao cho véi moi n > ng ta co

|S(z) — Sp(x)] <e véimoiz € A

o0
Mot cach tuong duong, chudi ham > f,(z) hoi tu déu trén A khi va chi khi véi
n=1
moi € > 0 ton tai ng = ng(e) sao cho véi moi n > ng, véi moi x € A thi

Irn(x)] < e.

2.2.2 Nhan xét. 1) Tu dinh nghia ta suy ra néu chudi ham Y. f,(x) hoi tu déu

n=1

dén S(x) trén A thi hoi tu dén S(z) trén A. Diéu ngugc lai 14 khong dung.

2) Chudi ham > f,(z) hoi tu déu trén A khi va chi khi  lim sup |r,(z)| = 0.
n=1

n—o0 z€A
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oo 1
2.2.3 Vi du. Xét chudi ham > z™. Ta thay chudi nay hoi tu dén S(z) = :
n=0 -z

trén (0,1). Tuy nhién chudi khong hoi tu déu dén S(z) tren (0,1). That vay, ta c6
"t

0 1

k=n+1

, Vz e (0,1).

Vi vay, v6i mdi n > 1 bang cach chon z, =1 — — € (0,1) ta c6
n

1 1\ n+1
lim sup |r,(x)] = lim sup > lim n(l - —) = +00.
"0 2e(0,1) " ze(0) L T Moo n

tréen (0,1).

o 1
Do d6 chudi > z™ khong hoi tu déu dén S(z) = :
n=0

Dinh Iy sau day con dudc goi la tieu chuan Cauchy vé sy hoi tu déu cia chudi

ham.

2.2.4 Dinh ly. (Tiéu chuan Cauchy). Chudi ham > f,(z) hoi tu déu trén A khi
n=1

va chi khi vdi moi € > 0, ton tai so tu nhién ng = ng(e) sao cho vdi moin > ny va
mot p € N ta co
|for1(2) + o+ fasp(@)] <€, V€A

Sau day 1a mot s6 dau hiéu nhan biét sy hoi tu déu ciia chudi ham ma ching
minh clia chiing ban doc ¢6 thé tim doc trong cac tai lieu tham khao [1], [2], [3], [5]
ctua chuong 5.

2.2.5 Dinh ly. (Dau hieu Weierstrass). Cho chudi ham Y. fn(x). Néu

n=1
1) | fulz)| < a, véi moi x € A va véi moi n = ng, (ng la mot sé tu nhién co
dinh),

2) Chudi s6 > a, hoi tu,
n=1
thy > fn(x) hoi tu déu tren A.
n=1

R ~ oo N sinnr
2.2.6 Vi du. Khao sat sy hoi tu deu ctia chudi ham Toma? trén R.
n=0 n-x

Ta c6

nx sin n:v) |nxl 1

) =, v6i moi z € R, v6i moi n € N*.
14 nox

S + ndz? = 2nz
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L= 1 ) _ oo N sinnx
Vi chudiso ) hoi tu, nho dau hiéu Weierstrass ta suy ra chudi ham ) ———
3 ) 1 52

n=0 2M2 n=0 1L +n°T

hoi tu déu trén R.
2.2.7 Dinh ly. (Dau hi¢u Dirichlet). Cho cdc day ham {f.}, {gn} zdc dinh trén
A CR. Gid sit
1) Day tong rieng cia chudi Y. f.(x) bi chan déu trén A, tic la ton tai M > 0
n=1
sao cho

n
‘ ka(x)| < M, véi moi x € A, vdi moin=1,2,...
k=1

2) Day s6 {g,(x)} don diéu gidm vdi moi x € A va {g,} hoi tu déu dén 0 trén
A.

Khi dé, chudi ham Y. fn(x)gn(x) hoi tu déu trén A.
n=1
2.2.8 Dinh ly. (Dau hieu Abel). Cho cdc day ham {f.}, {gn} zdc dinh tréen A C R.
Gid st
1) Chudi ham > fn(x) hoi tu déu trén A.
n=1

2) Day s6 {gn(x)} don dieu vdi méi x € A va {gn} bi chan déu trén A, tic la
ton tai M > 0 sao cho

lgn(z)| < M, vdi moi x € A, vdi moin=1,2,..

Khi dé, chudi ham . fn(x)gn(x) hoi tu déu trén A.
n=1

Tiép theo ching ta trinh bay céc tinh chat co ban ctia tong chudi ham.
Ta da biét tong clia hitu han cdc ham lién tuc trén A 13 mot ham lién tuc trén
A. Dinh I sau dua ra mot diéu kien du dé diéu trén dang cho tong vo han.
2.2.9 Dinh ly. (Tinh lién tuc) Cho A C R va day ham {f,} zdc dinh trén A. Néu
1) fu la ham liéen tuc tréen A véi moin = 1,2, ...,
2) Chuéi ham il fn(x) hoi tu deuw dén ham S(z) trén A,

thi S la ham lién tuc trén A.

Dinh 1y sau dua ra mot diéu kien du dé lay dao ham timng s6 hang ctia chudi

ham.
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2.2.10 Dinh ly. (Tinh kha vi) Cho day ham {f,} xdc dinh trén (a,b). Néu
1) fu la ham liéen tuc trén (a,b) vdi moin =1,2, ...,

2) Chudi ham > fn(x) hoi tu dén ham S(z) trén (a,b),
n=1

3) Chudi ham > f!(x) hoi tu déu trén (a,b),
n=1

thi S la ham kha vi trén (a,b) va

[o¢] / (o]
@) = (D ful@) =D fulw)
n=1 n=1
vdi moi x € (a,b).
Dinh 1y sau dua ra mot diéu kien da dé lay tich phan ting sé hang ctia chudi
ham.
2.2.11 Dinh ly. (Tinh kha tich) Cho day ham {f,} xdc dinh trén [a,b]. Néu
1) fn la ham lién tuc trén [a,b] vdi moin = 1,2, ...,
2) Chudi ham > fn(x) hoi tu dén ham S(z) trén [a,b],
n=1

thi S la ham khd tich trén [a,b] va

/ab S(z)dx = /ab <gfn(x))dx = g/ab Ful2)d.

Chitng minh ctia cac dinh 1y nay ban doc c¢6 thé tim doc trong céc tai lieu tham
khéo [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.

3 Chubdi luy thwra
3.1 Khai niém va tinh chat co ban ctia chudi luy thira

3.1.1 Dinh nghia. Chudi lug thia 13 chudi ham c¢6 dang i an(x —x0)", trong dod
Xo, Qg, a1, as, ... € R. "

Diém z, duge goi la tam clia chudi luy thita. R6 rang chudi luy thita luon hoi tu
tal tam cia no.

Néu dit y = = — zo thi chudi luy thita duge dua vé dang i a,y" c6 tam tai

n=0
y=0.
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3.1.2 B6 dé. (Abel) Cho chudi luj thia
Z anx". (5.4)
n=0
Khi do
1) Néu chudi (5.4) hoi tu tai xo thi né hoi tu tuyét doi tei moi diem x ma
|z < |zol.
2) Néu chudi (5.4) phan kj tai xy thi né phan ky tai moi diem x ma |v| > |z1].
Chitng minh ctia dinh 1§ nay ban doc c6 thé tham khéo trong cac tai lieu tham
khao [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.
3.1.3 Nhan xét. Goi A Ia mién hoi tu ctia chudi (5.4). Hién nhién chudi hoi tu tai
r=0.Do d6 A # ¢ va néu dit
R =sup{z:z € A}

thi R > 0.

Ta dé dang dua ra cac vi du vé chudi (5.4) ma R =0, R < oo va R = +00 (chudi
hoi tu trén toan R). Tit Bo dé Abel ta chitng minh dugdc rang néu R > 0 thi

1) Chudi (5.4) hoi tu tuyet ddi trong khodng (—R, R) va hoi tu déu trong moi
doan [a,b] C (—R, R).

2) Chudi (5.4) phan ky tai méi x ma |z| > R.
3.1.4 Dinh nghia. S6 R € [0, +00) trong Nhan xét 3.1.3 dugc goi la bdn kinh hoi
tu ctia chudi luy thua (5.4). Khoang (—R, R) dugce goi 1a khoang hdi tu cia chudi
luy thua (5.4)

Dinh 1y sau cho ta céch tinh ban kinh hoi tu ctia chudi luy thira.

3.1.5 Dinh ly. (Cauchy- Hadamard) Cho chudi lug thia . a,z™. Gid st ring

n=0

).

an+1

p=lim {/lay| (hodc p= lim o

Khi dé ban kinh hoi tu cia chudi duge tinh theo cong thic sau
(

néu 0<p<—+oo

D=

+oo néu p=0

=}
3
O
<

p = +o0.
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Chiing minh ctia dinh 1y nay ban doc ¢ thé tim doc trong céc tai lieu tham
khao [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.

3.1.6 Vi du. Tim mién hoi tu chudi ham

© (=)™ /1 —a\n
;% n <1+:1:>'

1l—x oo (—=1)"
Giai. Dat u = T (v6i © # —1). Ta thu duge chudi lay thia ) =) u". Ban
X n=0 n

kinh hoi tu ctia chudi trén 1a

= lim |n+1

n—o0 n

R = lim

n—o0

| =1

Qp41
Khoéng hoi tu ctia chudi la (—1,1).

o (—1)"
V6i u = 1 ta thu duge chudi
n=0 n

o 1
Véi u = —1 ta thu duge chudi ) — phan ky.
n=0 T

hoi tu theo dau hiéu Leibnitz.

o (—=1)"
Do d6 mien hoi tu cua chudi )
n=0 n

dau, mién hoi tu ctia chudi 1a tap nhiing z € R thod méan

u™ la —1 < uw < 1. Trd lai v6i chudi ban

l1—=x

—1<
1+«

< L

Giai he bat phuong trinh trén ta thu duge mién hoi tu ctia chudi ban dau 1a [0, +00).

3.2 Cac tinh chit ctia tong ctia chubi luy thira

Céc két qua nay suy tit cac tinh chat tuong tng clia tong chudi ham va tinh

hoi tu déu cia chubi liy thita trén cac doan [—r,7] C (=R, R).

3.2.1 Dinh ly. (Tinh lién tuc) Gid st chuoi liy thia Y a,a™ c6 ban kinh hoi tu
n=0

R > 0. Khi dé tong S(x) ciia né lién tuc trén khodng hoi tu (—R, R)

3.2.2 Dinh ly. (Tinh lién tuc tai diém mit) Gid s chudi liy thia Y a,z™ cé ban
n=0

kinh hoi tu R > 0. Khi do

1) Néu chudi hoi tu tai x = R thi tong S(x) lién tuc trdi tei x = R, tic la

lim S(z) = S(R).

r— R~
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2) Néu chudi hoi tu tai x = —R thi tong S(z) lien tuc phai tai x = R, tic la

lim S(z)=S(—R).

r——Rt
3.2.3 Dinh ly. (Tich phan ting s6 hang) Gid st chudi liy thia > a,z™ cé bin
n=0

kinh hoi tu R > 0. Khi dé tong S(x) cia né khd tich trén moi doan [a,b] trong
khodang hoi tu (—R, R) va

Dac biét, néu x € (—R, R) thi
r 4 ol
S(t)dt = n .
[ sa=3 05
0 n=

3.2.4 Dinh ly. (Tinh kh& vi vd dao ham ting sb hang) Gid st chudi lay thia

o)

ap,x™ co ban kinh hot tu R > 0. Kht do
n=0
1) Chuéi > na,z" ' ciing cé ban kinh hoi tu la R.
n=0

2) Tong S(z) la ham khd vi trong khodng (—R, R) va
S'(x) = Znan:c"’l.
n=0

Chitng minh ctia nhitng dinh 1y trén ban doc c¢6 thé tim hiéu trong cac tai lieu

tham khéo [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.

3.2.5 Vi du. Tim mién hdi tu va tinh tong trén mién hoi tu ctia chudi

T
Giai. Dat u = B% Ta thu duge chudi Y —. Dé dang tim duge ban kinh hoi tu cia
n=0 N

chudi vita nhan dude R = 1 va mién hoi tu —1 < u < 1. Do vay mieén hoi tu cia

chudi ban dau la -2 <z < 2.

oo u”

Tiép theo ta tinh tong S(u) ciia chudi Y. —. Khoang hoi tu ctia né la (—1,1).
n=0
Lay dao ham tiung s6 hang ciia chudi ta c6

S'(u) = iu”_l _ !
n=1

1—u
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v6i moi u € (—1,1). Suy ra

S(u):/ W mp—u+c

1—u

trong d6 C' 1a mot hing s6 can tim. Dé y ring S(0) = 0, vi vay
0=-Inl1+0C,

hay C' = 0. Do d6 S(u) = —In(1 — u).
Theo Dinh 1y 3.2.2 ta ¢6

S(—1)= lim S(u)= lim —In|l—u|=—In2.

u——17+ u——17+

Nhu vay
S(u)=—In(1—wu), uel-1,1).

T
Thay v = 5 ta nhan ducc

T

S(m):—ln‘1—§

, v6imoi z € [—2,2).

3.3 Khai trién ham thanh chudi liy thira

3.3.1 Dinh nghia. Cho ham f xac dinh trong (a, ). Ta néi ring ham f khai trién
duogc thanh chudi liy thia trong lan can cla diém zy € (a,b) néu ton tai 6 > 0 va
day {a,} sao cho (zg — d, 79 + &) C (a,b) va v6i moi & € (xg — &, 70 + ) ta cd dang
thic

flz) = Z an(z — x0)".

3.3.2 Dinh nghia. Gia st f 1a ham xac dinh va kha vi vo han lan tren (a,b) va

zg € (a,b). Khi d6 chubi

! Zo (n) T
£ (g
= d n(! )(x — o)" (5.5)

duge goi 1a chuoi Taylor cia ham f. Chudi Taylor véi tam tai xg = 0 duge goi la

chudi Maclaurin.
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Ta c6 dinh 1y sau.

3.3.3 Dinh ly. Gid st f la ham zdc dinh trén (a,b) va g € (a,b). Néu ham f dugc
khai trién thanh chudi liy thia

f@) =" an(x —x)" (5.6)

trong lan can cia xo thi trong lan can nay f khd vi v6 han lan va chudi (5.6) la
chudi Taylor cia né, tic la cde hé so cia né duge tinh theo cong thic

f(”)(:vo)

YR n=201,..

Ay =

Chitng minh ctia dinh 1y nay ban doc c6 thé tham khéo trong cac tai lieu tham

khao [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.
Tu Dinh 1y 3.3.3 ta suy ra hé qua sau.

3.3.4 Hé qua. Phép khai trién thanh chudi liy thita trong mot lan can cia diém

cho trudc la duy nhat.

Tiép theo ta nghién ctu cac 16p ham co thé khai trien duge thanh chudi liy
thita trong mot lan can ctia diém nao d6. Tt dinh 1y trén ta thay néu ham khai
trien dugce thanh chudi liy thita thi né kha vi vo han lan va chudi khai trién chinh
1 chudi Taylor ctia ham tai diém d6. Ta biét ring néu ham kha vi vo han lan trong
lan can clia 2o thi né ton tai chudi Taylor. Van dé dit ra 1a phai ching moi ham
kha vi vo han lan trong lan can ciia diém x, déu c6 thé khai trién thanh chudi liy
thita? Cau tra 10i 1a phtt dinh. Chang han, xét ham

e néu w # 0

flx) =

0 néu z = 0.
Ta thay ham f kha vi vo han lan trong lan can tity y ctia 0. Hon nita
7(0) = 0
v6i moi n. Do d6 chudi Taylor ctia f tai 0 la
f(x) =0+0x+ 02>+ ...+ 02" + ...

R6 rang tong clia chudi dong nhat bing 0 trong moi lan can ctia 0. Do dé néu f

khai trién thanh chudi liiy thita trong mot lan can nao dé ctia 0 thi chudi dé phai

dong nhat bang 0 trong lan can dé. Diéu nay mau thuan véi f(z) # 0 v6i z # 0.
Dinh 1y sau cho mot diéu kién dua dé khai trién ham thanh chudi liy thita. Ban

doc tim hiéu chitng minh trong cac tai ligu tham khao [1], [2], [3], [5] ctia chuong 5.



