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CHƢƠNG I  

GIỚI HẠN DÃY SỐ, GIỚI HẠN HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 

BÀI 1 

TẬP HỢP, ÁNH XẠ 

Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

- Trình bày được các khái niệm về tập hợp và ánh xạ,  

- Thực hiện các phép toán trên tập hợp và ánh xạ  

- Trình bày được khái niệm số phức, các phép toán về số phức 

- Trình bày được khái niệm hàm số và tính chất của hàm số. 

 

1.Tập hợp 

1.1 Khái niệm 

Tập hợp là một khái niệm dùng để chỉ một tổng thể nhiều đối tượng có một số tính 

chất nào đó. 

 Các tập hợp thường được ký hiệu: ,...,, CBA  

 Mỗi đối tượng trong một tập hợp nào đó gọi là một phần tử của tập hợp, ký hiệu 

một phần tử  x  thuộc tập hợp A  là Ax , ngược lại ta ký hiệu Ax  

 Tập hợp không chứa phần tử nào gọi là tập rỗng, ký hiệu:  . 

 Xét hai tập hợp A  và B , nếu mọi phần tử của A  đều là phần tử của B  thì ta nói 

A  chứa trong B , ký hiệu BA , hoặc là ta nói A  là một bộ phận của B hay là tập con 

của B . 

 Nếu BA  và AB   ta nói BA  . 

 Lưu ý rằng A  và  là hai tập con hiển nhiên của tập A  bất kỳ. 

 Ví dụ: 

  ,...3,2,1,0N : Tập hợp các số tự nhiên. 

  ,...3,2,1,0,1,2,3..., Z : Tập hợp các số nguyên 

 








 0,,, bZbZa
b

a
Q : Tập hợp các số hữu tỉ 

 R : Tập hợp các số thực 

  1,,, 2  iRbRaibaC : Tập hợp các số phức  

 Và CRQZN  . 

 

1.2. Các phép toán trên tập hợp. 

1.2.1. Phép hợp:  

Hợp của hai tập hợp A  và B  là một tập hợp gồm các phần tử hoặc thuộc A , hoặc 

thuộc B . Ký hiệu:  BxAxxBAC  :  

Ví dụ:    febaBdcbaA ,,,,,,,   thì  fedcbaBA ,,,,,  

1.2.2.Phép giao:  

Giao của hai tập hợp A  và B  là một tập hợp gồm các phần tử vừa thuộc A , vừa 

thuộc B . Ký hiệu:  BxAxxBAC  : . 

Ví dụ:    febaBdcbaA ,,,,,,,   thì  baBA , . 

1.2.3.Phép hiệu:  

Hiệu của hai tập hợp A  và B  là một tập hợp gồm các phần tử chỉ thuộc A mà 

không thuộc B . Ký hiệu:  BxAxxBAC  :\ . 

Ví dụ:    febaBdcbaA ,,,,,,,   thì  dcBA ,\  . 

2. Ánh xạ. 
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 Một ánh xạ từ tập A vào tập B là một tương ứng f  sao cho Ax  có phần tử duy 

nhất By  ứng với x . Ký hiệu: 

       
yx

BAf



:
 

x : gọi là tạo ảnh của y qua f  

y : gọi là ảnh của x  qua f , ký hiệu )(xfy   

 A : gọi là tập nguồn (tập xác định), B gọi là tập đích (tập giá trị) của ánh xạ f  

 Phân loại ánh xạ: 

 a/ f gọi là đơn ánh )()( 21 xfxf  thì 21 xx   

b/ f gọi là toàn ánh Bx thì By  để )(xfy   

c/ f gọi là song ánh f vừa là đơn ánh vừa là toàn ánh. 

3. Sơ lƣợc về tập hợp số phức C  

3.1. Định nghĩa: 

 Cho tập hợp  2, , , 1C z a ib a R b R i       , trên tập hợp này ta định nghĩa hai 

phép toán cộng và nhân như sau: 

  
1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

. ( ).( ) ( ) ( )

z z a ib c id a c i b d

z z a ib c id ac bd i ad bc

        

      
 

 Hai số phức ( ) ( )
a b

a ib c id
b d


    


 

 Dạng z a ib  gọi là dạng đại số của số phức.  

Cho số phức z a ib  thì a gọi là phần thực ký hiệu Re(z), b gọi là phần ảo ký hiệu 

Im(z), i gọi là đơn vị ảo của số phức z a ib  . 

 Ta ký hiệu z  là modun của số phức z a ib  và 2 2z a b  . 

 Cho số phức z a ib  , số phức z  gọi là số phức liên hợp của z  nếu z a ib  . 

 * Một số tính chất: 

  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1

2 2

/

/

/ . .

/

a z z

b z z z z

c z z z z

z z
d

z z



  



 
 

 

  

2

1 2 1 2

11

2 2

/ ; 0 0

/ .

/

/ . .

i/

e z R z z

f z z z

g z z

h z z z z

zz

z z

   









 

3.2. Biểu diễn hình học của số phức: 

 Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm ( , )M a b  và số phức z a ib  , ta gọi  

 2 2OM z a b r     

 ( , ) Argument(z)OM Ox  
 

, ký hiệu ( )Arg z  và 0 Arg(z) 2   

 Lúc này ta có thể xem số phức z a ib   là một điểm ( , )M a b trên mặt phẳng Oxy 

với hoành độ và tung độ tương ứng là phần thực và phần ảo của số phức  

 Từ đây ta có 
cos

sin

a r

b r









 và ( os +isin )z a ib r c      ta gọi đây là dạng lượng 

giác của số phức. 
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3.3. Lũy thừa và căn số của số phức: 

 i/ x R   ta ký hiệu: ix osx+isinxe c , từ đây ta có một số tính chất sau: 

  

( ) ix iy

ix ix ixn

ix

ix ix

/ , : .

1
/ : , :

/ :

i x y

n

a x y R e e e

b x R e n Z x R e e
e

c x R e e







  

       

  

 

 Số phức dạng ixz e  ta gọi là dạng cực. 

ii/ Từ công thức  ix ixn, :
n

n Z x R e e      , ta có: 

   ix ixn osx+isinx osnx+isinnx
n n

e e c c   (Công thức Moivre) 

iii/ Cho số phức z C , xét n z , đặt nZ z  suy ra nZ z . 

Nếu 
/ n /

( os +isin )

Z=r ( os +isin ) Z =(r ) ( osn +isinn )n

z r c

c c

 

   




 thì  

 
/

/

/ (r )
( os +isin ) (r ) ( osn +isinn ) 2

n 2 , 0, 1

n
n

n

r r
r

r c c k
k k n

n

     
   

 
  

    
     



 

 Vậy 
+k2 +k2

( os( ) isin( )), 0, 1
n n

n nz r c k n
   

     

 Hơn nữa: nếu iz e   thì 
1 2

( )

, 0, 1
k

i
n n nz r e k n

 

    

3.4. Một số ví dụ:  

 i/ Biểu diễn các số phức dưới đây thành dạng lượng giác và dạng cực, sau đó khai 

căn với bậc được chỉ ra: 

 3 3 54 41 3
/ 1, , ; / , , ; / 1 , , ; / , , ;

2 2
a z z z b z i z z c z i z z d z i z z        

 ii/ Giải các phương trình sau trên C: 

 

2

2

2

2 2 2

4 2 2 4

/ 1 0;

/ 2 os 1 0, ;

/(3 ) (8 6 ) 25 5 0;

/( 8 ) 40( 8 ) 375 0

/( ) ( 1) ( ) 0

a z z

b z zc R

c i z i z i

d z z z z

e z i z z i

 

  

   

     

    

     

 

 3 2/ (1 2 ) (1 ) 2 0f z i z i z i      , biết rằng phương trình có một nghiệm thuần ảo. 

 4 2/ 4 12(1 ) 45 0g z iz i z     , biết rằng phương trình có một nghiệm thực và một 

nghiệm thuần ảo. 

 iii/ Hãy tìm căn bậc 4 của số phức 2 2 2 28 (1 ) 4 (1 ) ;z a a a a i a R       

 iv/ Hãy biểu diễn cos2 ,sin 2 , os3x,sin3x,cos4x,sin5x,...x x c qua lũy thừa của 

sinx,cosx  

4. Hàm số  

4.1.Khái niệm hàm số  

 Cho RD . Ánh xạ RDf : được gọi là một hàm số xác định trên D , trong đó 

: D gọi là miền xác định của f ;  DxxfT  )(  gọi là miền giá  trị của f  
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4.2.Tính chất:  

Hai hàm số )(xfy  , )(xgy  , )(xFy   

i/ gf   khi và chỉ khi gf , có cùng miền xác định D và )()(: xgxfDx   

Ví dụ: 1)(,
1

1
)(

2





 xxg

x

x
xf . 

ii/ gf  khi và chỉ khi gf , có cùng miền xác định D và )()(: xgxfDx   

iii/ DxgfF  là miền xác định của F thì )()()( xgxfxF  . 

Hiệu, tích, thương của gf , được định nghĩa tương tự. 

iv/ Hàm số )(xfy  gọi là tăng hay đồng biến 

)()(:, 212121 xfxfxxDxx   

v/ Hàm số )(xfy  gọi là giảm hay nghịch biến 

)()(:, 212121 xfxfxxDxx   

Ví dụ: a/Hàm số 3xy   tăng trên toàn miền xác định của nó. 

  b/ Hàm số 2xy  tăng trên ),0(  , và giảm trên )0,(  

 c/ Hàm số )(xfy  gọi là bị chặn trong D  nếu Dxkxfk  ,)(:0 . 

Ví dụ: Hàm số xyxy sin,cos   là  bị chặn trong  1;1  

vii/ Hàm số )(xfy  gọi là hàm  số chẵn trên miền đối xứng );( aa nếu 

)()(:);( xfxfaax   

viii/ Hàm số )(xfy  gọi là hàm số lẻ trên miền đối xứng );( aa nếu 

)()(:);( xfxfaax   

Ví dụ: a/
x

yxxyxyxy 2,sin,cos,2   là các hàm số chẵn 

 b/ xyxxyxy sin,cos,3   là các hàm số lẻ 

ix/ Hàm số )(xfy  gọi là hàm số tuần hoàn nếu tồn tại số 0l  sao cho 

)()( xflxf  , số dương bé nhất trong các số l  trên gọi là chu kỳ của hàm số tuần 

hoàn )(xfy  . 

Ví dụ: Hàm số xyxy cos,sin   tuần hoàn với chu kỳ 2 , Hàm số 

anxyxy cot,tan   tuần hoàn với chu kỳ  . 

4.3. Hàm số hợp. 

Khái niệm: Cho 
)(

:

xfyx

YXf






 và 

)(

:

xgzy

ZYg






, hàm số 

)(

:

xhzx

ZXh






gọi là 

hàm số hợp của gf , , ký hiệu: hgh .  khi ))(( xhgz   

Ví dụ: Cho xxgxxf 2sin)(,1)( 2  . Tìm fggfggff .,.,.,. . Ta có  

 a/ 1)1(1))(())(()(. 222  xxfxffxff  

 b/ )2(sin2sin))((2sin))(()(. xxgxggxgg   

4.4. Hàm số ngƣợc. 

 Cho hàm số  
)(

:

xfyx

YXf






, nếu f là một song ánh thì 1f là hàm số ngược của 

f . 

Ví dụ: a/ 22  xy  thì hàm số ngược của nó là 
2

2


y
x ( hoặc 

2

2


x
y ) 

 b/  xy alog  thì hàm số ngược của nó là yax  ( hoặc xay  ) 

4.5. Một số hàm số sơ cấp cơ bản: 
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4.5.1 Hàm số:  

Rxy   , , miền xác định của nó phụ thuộc vào   

 a/ Nếu N  thì RD   

 b/ Nếu Z  thì  oRD \  

c/ Nếu Q  thì  RD  

d/ Nếu Q  thì  0\ RD  

4.5.2. Hàm số:  

1,0,  aaay x , xác định  0\ Rx , hàm số tăng khi 1a , giảm khi 

10  a . 

4.5.3 Hàm số:  

1,0,log  aaxy a , là hàm số ngược của xay  xác định khi 0x , hàm số tăng 

khi 1a , giảm khi 10  a . 

Một số tính chất cần  lưu ý  

a/ yxyx aaa loglog.log   

b/ yx
y

x
aaa logloglog   

c/ bb aa
loglog




   

d/ N

a aN log  

e/ bcb caa logloglog   

4.5.4 Các hàm số lƣợng giác. 

xyxy cos,sin   miền xác định là R  

,tan xy   xác định khi Zkkx  ,
2

)12(


 

,cot anxy   xác định khi Zkkx  ,  

* Lưu ý các công thức lượng giác cơ bản. 

4.5.5. Các hàm số lƣợng giác ngƣợc  

xy arcsin  là hàm số ngược của xy sin  

xy arccos  là hàm số ngược của xy cos  

xy arctan  là hàm số ngược của xy tan  

anxarcy cot  là hàm số ngược của anxy cot  

Nếu xy sin  thì hàm ngược của nó là yx arcsin  

Ta có hai đẳng thức sau: 

 
2

arccosarcsin


 xx , 
2

cotarctan


 anxarcx  

Chứng minh: 

Đặt )
2

sin(cossinarccos,arcsin BBAxxBxA 


 

Vậy 
22


 BABA . 

4.5.6 Các hàm Hyperpol 

 Các hàm hyperbol là những hàm số được xác định bởi các đẳng thức sau: 

 
2

x xe e
shx


  đọc là hàm sin hyperbol 
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2

x xe e
chx

 
  đọc là hàm cosin hyperbol 

 
x x

x x

shx e e
thx

chx e e






 


 đọc là hàm tang hyperbol 

 
x x

x x

chx e e
cthx

shx e e






 


 đọc là hàm cotang hyperbol 

 Hàm cosin hyperpol là hàm chẵn, các hàm sin hyperbol, tang hyperbol, cotang 

hyperbol là các hàm lẻ;  

 Và 2 20 0, 0 1, 1, . 1sh ch ch x sh x thx cthx      
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BÀI 2 

GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 

Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

- Trình bày được các khái niệm về giới hạn dãy số và tính chất của giới hạn dãy số 

- Tìm được giới hạn của một số dãy số cơ bản 

1. Khái niệm: 

1.1Định nghĩa 1: Hàm số RNu *: . Những giá trị của hàm số ứng với 

,...,...,3,2,1 nn  gọi là dãy số. Đặt ),...(),...,2(),1( 21 nuuuuuu n  Dãy số được viết dưới 

dạng  nu  hoặc ,...,...,,, 321 nuuuu , các số iu  gọi là các số hạng của dãy, nu  gọi là số hạng 

tổng quát của dãy. 

 Ví dụ: a/Dãy  











1n

n
un  là dãy số : ,...

1
,...,

3

2
,

2

1

n

n
 

  b/ Dãy    2nun   là dãy số : 21,4,9,..., ,...n   

1.2 Định nghĩa 2: Số a được gọi là giới hạn của dãy số  nu  khi n , ký hiệu 

aun
n




lim  hay aun   khi n , nếu NnN  :0,0 thì  aun . 

 Dãy số có giới hạn thì gọi là hội tụ, ngược lại gọi là phân kỳ. 

Ví dụ: Chứng minh rằng 1
1

lim 
 n

n

n
. Thật vậy, 0 bé tùy ý, ta có thể chọn một số rất 

bé cụ thể nào đó, chẳng hạn 
410

1
 . 

 Muốn cho 110
10

1

1

1

10

1
1

1

4

44






 n

nn

n
aun  . Thì ta phải 

chọn 410 1N   , lúc này ta sẽ có  1nu  

1.3 Định nghĩa 3: Dãy  nu  dần dến vô cùng khi n  tiến đến vô cùng nếu với 0M lớn 

tùy ý , có số nguyên dương N sao cho với mọi Nn  , ta luôn có Mun  . Ký hiệu: 




n
n

ulim  

 Ví dụ: Chứng minh rằng  


n
n
lim . Thật vậy: nếu chọn 510M , muốn cho  

105 1010  nn thì ta chọn 1010N . Lúc này Mnn  1010  

1.4 Định nghĩa 4: Dãy  nu  gọi là vô cùng lớn 


n
n

ulim , Dãy  nu  gọi là vô cùng bé 

0lim 


n
n

u . Lưu ý rằng nếu  nu là vô cùng lớn thì 








nu

1
 là vô cùng bé và ngược lại. 

2. Các định lý về giới hạn của dãy  

2.1. Các tính chất: 

 a/ Nếu dãy  nu  có giới hạn là a  và )( papa  thì tồn tại N sao cho với mọi 

Nn   thì )( pupu nn  . 

 b/ Nếu dãy  nu  có giới hạn là a  và npupu nn  ),(  thì ).( papa   

 c/ Nếu dãy  nu  có giới hạn là a  thì a  là duy nhất. 

 d/ Nếu dãy  nu  có giới hạn thì nó bị chặn, tức là nkuk n  ,:0 . 

2.2. Các định lý: 

2.2.1 Định lý 1: Cho bvau n
n

n
n




lim,lim , 
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 a/ Nếu nvu nn  ,  thì ba   

 b/ Nếu nvu nn  ,  thì ba   

2.2.2 Định lý 2: Nếu nnn wvu   và awu n
n

n
n




limlim  thì avn
n




lim  

Ví dụ: Tính )
1

...
3

1

2

1

1

1
(lim

2222 nnnnn
I

n 









 

 Đặt 
nnnnn

vn













2222

1
...

3

1

2

1

1

1
 

 Và 
nn

n
v

n

n
n




 22 1
 

 Mặt khác 1lim
1

lim
22





  nn

n

n

n

nn
 

 Theo định lý trên thì 1lim 


n
n

v  

2.2.3.Các phép tính của giới hạn dãy số :  

 Nếu các dãy  nu , nv  hội tụ  

 a/ thì dãy  nn vu  cũng hội tụ và   n
n

n
n

nn
n

vuvu


 limlimlim . 

 b/ thì dãy  nn vu . cũng hội tụ và   n
n

n
n

nn
n

vuvu


 lim.lim.lim . Hơn nữa: 

  n
n

n
n

vkvk


 lim..lim  

 + thì dãy 








n

n

v

u
cũng hội tụ và 0lim,

lim

lim
lim 
















n

n
n

n

n
n

n

n

n
v

v

u

v

u
. 

 Một số công thức giới hạn dãy số thường gặp: 

 a. 









 1

100
lim

a

a
an

n
, b. 0,1lim 


aan

n
, c. 1lim 



n

n
n , d. e

n

n

n



)

1
1(lim  

Bài tập: 

1. Tìm các giới hạn: 

a.
64

322
lim

3

23





 nn

nnn

n
, b. 

2

4

2 3
lim

5 2n

n n

n n

 

 
, c. 

6 4

4

2 3 5
lim

5 2n

n n

n n

 

 
, d. 

3 31lim n
n




. 

2. Tìm các giới hạn: 

a. 
25

72
lim

2

4





 nn

nn

n
, b. 

123

32
lim

2

2





 n

nnn

n
, c. )3(lim 2 nnn

n



, 

d. )333(lim 2 nnn
n




, e. )1(lim 22 


nnn
n

, f. 
)42(

1
lim

22  nnn
. 

3. Cho 1q , đặt n

n qqqqS  ...1 32 . Tìm n
n

S


lim . 

Áp dụng: Tìm các giới hạn: a. 
n

nn

n 3.75

3.42
lim






, b. 

nn

nn

n 5.34

7.52.3
lim






 

4. Tìm các giới hạn: a. n

n n
)

1
1(lim 


, b. n

n n

3)
2

1
1(lim 


, c. n

n n

n
)

1

1
(lim






, d. 1)

1
(lim 

 

n

n n

n
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BÀI 3 

GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 

 

Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

- Trình bày được các khái niệm về giới hạn hàm số và tính chất của giới hạn hàm số 

- Tìm được giới hạn của một số hàm số cơ bản 

 

1. Khái niệm:  

1.1 Định nghĩa 1: Số a được gọi là giới hạn của hàm số )(xfy   khi x  dần về 0x  nếu 

  axfxx )(:0,0 0 . Ký hiệu axf
xx




)(lim
0

. 

 Ví dụ: Chứng minh rằng 4
2

4
lim

2

2






 x

x

x
. Ta chọn một   bé tùy ý cụ thể, chẳng hạn 

610

1
 . Muốn cho 

66

2

10

1
2

10

1
4

2

4





x

x

x
 thì ta chọn 

610

1
  . Lúc này ta 

sẽ có 
6

2

10

1
4

2

4






x

x
 và 4

2

4
lim

2

2






 x

x

x
. 

1.2 Định nghĩa 2: Ta gọi a là giới hạn của )(xfy   khi x  nếu 

  axfAxA )(:0,0 . Ký hiệu: axf
x




)(lim  

 Đặc biệt: 

 a/  


axfAxAaxf
x

)(:0,0)(lim  

 b/  


axfAxAaxf
x

)(:0,0)(lim  

Ví dụ: Chứng minh rằng : 1
1

lim 
 x

x

x
 vì 

x
xfx

1
1)(,0 . Ta chọn A là số 

dương lớn hơn 


1
thì 


 1)(

1
xfAx . Vậy 1

1
lim 

 x

x

x
 

1.3 Định nghĩa 3: Ta nói hàm số )(xfy   có giới hạn bằng vô cùng khi 0xx   nếu: 

MxfxM  )(:,0  . Ký hiệu 


)(lim
0

xf
xx

 

 Đặc biệt; 

 a/ MxfxxMxf
xx




)(:0,0)(lim 0
0

  

 b/ MxfxxMxf
xx




)(:0,0)(lim 0
0

  

Ví dụ: 
 xx 1

1
lim

1
 

1.4 Định nghĩa 4: Ta nói hàm số )(xfy   có giới hạn bằng vô cùng khi x  nếu: 

MxfAxAM  )(:,0 . Ký hiệu 


)(lim xf
x

 

 Đặc biệt: 

 a/ MxfAAMxf
x




)(:0,0)(lim  

 b/ MxfAxAMxf
x




)(:0,0)(lim  

 c/ MxfAxAMxf
x




)(:0,0)(lim  
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 d/ MxfAxAMxf
x




)(:0,0)(lim  

Ví dụ: 


x
x

lnlim   

2. Một số công thức giới hạn: 

 a/ 1
sin

lim
0


 x

x

x
   f/ 1

tan
lim

0


 x

x

x
 

 b/ 1
arcsin

lim
0


 x

x

x
  g/ 1

arctan
lim

0


 x

x

x
 

 c/ 0,ln
1

lim
0





aa

x

ax

x
 h/ 1

1
lim

0




 x

ex

x
 

 d/ 





 x

x

x

1)1(
lim

0
  i/ 1

)1ln(
lim

0




 x

x

x
 

 e/ ex x

x




1

0
)1(lim   k/ e

x

x

x



)

1
1(lim  

3. Giới hạn một phía 

3.1 Định nghĩa: Số a được gọi là  giới hạn phải (trái) của )(xf  tại  0x  khi x  tiến về bên 

phải (trái) 0x . Ký hiệu: axf
xx




)(lim
0

( axf
xx




)(lim
0

) 

Ví dụ:a/ Dễ thấy 
 xox

1
lim  và 

 xox

1
lim  

 b/Xét hàm số 
x

x
xf

sin
)(   tại 0x , ta có: 

 1
sin

lim
sin

lim
00


  x

x

x

x

xx

 và 1
sin

lim
sin

lim
00





  x

x

x

x

xx

 

3.2 Định lý: Điều kiện cần và đủ để )(lim
0

xf
xx

 là )(lim),(lim
00

xfxf
xxxx  

  và 

)(lim)(lim
00

xfxf
xxxx  

  

4. Các định lý và tính chất về giới hạn: 

4.1.Tính chất: 

 a/Nếu Cxf )(  thì Cxf
xx




)(lim
0

 

 b/ Giới hạn a  nếu có của hàm số là duy nhất. 

4.2.Các định lý về phép tính giới hạn:  

 Giả sử Cxf
xx




)(lim
0

, Bxg
xx




)(lim
0

 thì:  

 a/ BCxgxf
xx




))()((lim
0

 

 b/ BCxgxf
xx

.))().((lim
0




 

 c/ 0,)
)(

)(
(lim

0




B
B

C

xg

xf

xx
 

Hệ quả: 

 a/ Ckxfk
xx

.)(.lim
0




 

 b/ )(lim))((lim
11 00

xfxf i

n

i
xx

n

i

i
xx








  
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 c/ )(lim).....(lim).(lim).(lim))().....().().((lim
00000

321321 xfxfxfxfxfxfxfxf n
xxxxxxxx

n
xx 

  

 Đặc biệt: n

xx

n

xx
xfxf ))(lim())((lim

00 
  

4.3. Các tiêu chuẩn tồn tại giới hạn 

 a/ Tiêu chuẩn Cauchy ( Tiêu chuẩn 1): Điều kiện cần và đủ để tồn tại giới hạn 

của )(xf  khi 0xx   là: 0,0   sao cho 21, xx  thỏa 

  0201 0,0 xxxx thì  )()( 21 xfxf  

 b/ Tiêu chuẩn 2: Cho )(xf  xác định 0x . Nếu  

  * )(xf  đơn điệu tăng 

  * )(xf  bị chặn trên  

  Thì )(lim
0

xf
xx

  

 c/ Tiêu chuẩn 3: Nếu 












axgxf

xgxhxf

xxxx
0

0

)(lim)(lim

)()()(
 thì axh

xx



)(lim

0

 

Ví dụ: Tính 
2

2 )!(sin
lim

x

xn

x 
. Ta có 

22

2 1)!(sin
0

xx

xn
 . Suy ra 0

)!(sin
lim

2

2


 x

xn

x
 

5. Vô cùng bé và vô cùng lớn  

5.1. Vô cùng bé. 

5.1.1 Khái niệm: Hàm số )(xf gọi là vô cùng bé (VCB) khi 0xx   nếu 0)(lim
0




xf
xx

 

Ví dụ: a/ xxfx
x

sin)(0sinlim
0




 là VCB 

  b/ xxfx
x

tan)(0tanlim
0




 là VCB 

  c/ 
x

xf
xx

1
)(0

1
lim 


 là VCB 

5.1.2 Định lý: axfaxf
xx




)()(lim
0

là VCB khi 0xx   

 Hay là: )()( xaxf  , )(x  là VCB khi 0xx   

5.1.3 Tính chất: 

 a/VCB.C=VCB 

 b/VCB VCB=VCB 

 c/VCB.BC=VCB 

 d/VCB.HT=VCB 

 Trong đó C- hằng số, BC- đại lượng bị chặn, HT- đại lượng hội tụ 

Ví dụ:  ox
xx

x

xx



sin.

1
lim

sin
lim  với xsin  là đại lượng bị chặn. 

5.1.4 So sánh các vô cùng bé: Cho )(),( xgxf  là hai VCB khi 0xx  . Giả sử tồn tại 




AA
xg

xf

xx
0,)

)(

)(
(lim

0

. Khi đó  

 a/ Nếu 0A  thì ta nói )(xf là VCB bậc cao hơn )(xg hay )(xg là VCB bậc thấp 

hơn )(xf , khi đó ta ký hiệu ))(()( xgOxf    

 b/Nếu  A0  thì ta nói )(xf và )(xg  là hai VCB cùng hay cùng cấp, đặc biệt 

khi 1A  ta nói  )(xf  và )(xg là hai VCB tương đương, khi đó ta ký hiệu )(~)( xgxf   

 c/Nếu A  thì ta nói )(xg là VCB bậc cao hơn )(xf  hay )(xf  là VCB bậc thấp 

hơn )(xg , khi đó ta ký hiệu ))(()( xfOxg  . 
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 Ngược lại nếu giới hạn trên không tồn tại thì ta nói )(xg và )(xf không so sánh 

được. 

5.1.5 Định lý: 

 a/ Nếu )(~)(),(~)( xtxhxgxf  trong đó )(),( xgxf  là hai VCB khi 0xx   thì 

)
)(

)(
(lim)

)(

)(
(lim

00 xt

xh

xg

xf

xxxx 
 . 

 b/Giả sử mjnixgxf ji ,1;,1),(),(   là các VCB khi 0xx  . Khi đó  

)
)(

)(
(lim)

)(...)()(

)(...)()(
(lim

0

0

00
21

21

xg

xf

xgxgxg

xfxfxf

j

i

xx
m

n

xx 





.Trong đó )(

0
xfi là VCB bậc thấp nhất 

trong các )(xfi và )(
0

xg j  là VCB bậc thấp nhất trong các )(xg j  

Ví dụ: Khi 0x  thì các VCB sau là tương đương: 

axaaxxxexxxxxxxxxx xax ln~1,~1)1(,~1,~)1ln(,~arctan,~arcsin,~tan,~sin 

 

Ví dụ: Tính 
1

5sin
lim

20  xx e

x
. Ta có khi 0x  thì xexx x 2~1,5~5sin 2   

 Vậy 
2

5

2

5
lim

1

5sin
lim

020


  x

x

e

x

xxx
 

5.2. Vô cùng lớn. 

5.2.1 Khái niệm: Hàm số )(xf gọi là vô cùng lớn (VCL) khi 0xx   nếu 


)(lim
0

xf
xx

 

Ví dụ: a/ xxfx
x

tan)(tanlim

2





 là VCL 

 b/ anxxfanx
x

cot)(cotlim
0




 là VCL 

 c/ 
x

xf
xx

1
)(

1
lim

0



 là VCL 

5.2.2 Tính chất: 

 a/ VCL.VCL=VCL 

 b/ VCL+BC=VCL 

 c/ VCL+HT=VCL 

 d/ Tổng hai VCL có thể không là VCL, nhưng tổng hai VCL cùng dấu là VCL 

 e/ VCL
VCB

VCB
VCL


1

,
1

 

 Trong đó BC- đại lượng bị chặn, HT- đại lượng hội tụ 

5.2.3 So sánh các vô cùng lớn: Cho )(),( xgxf  là hai VCL khi 0xx  . Giả sử tồn tại 




AA
xg

xf

xx
0,)

)(

)(
(lim

0

. Khi đó  

 a/ Nếu 0A  thì ta nói )(xf là VCL bậc thấp hơn )(xg hay )(xg là VCL bậc cao 

hơn )(xf  

 b/ Nếu  A0  thì ta nói )(xf và )(xg  là hai VCL cùng hay cùng cấp, đặc biệt 

khi 1A  ta nói  )(xf  và )(xg là hai VCL tương đương, khi đó ta ký hiệu )(~)( xgxf   

 c/ Nếu A  thì ta nói )(xf là VCL bậc cao hơn )(xg  hay )(xg là VCL bậc thấp 

hơn )(xf  

 Ngược lại nếu giới hạn trên không tồn tại thì ta nói )(xg và )(xf không so sánh 

được. 
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5.2.4 Định lý:  

 a/ Nếu )(~)(),(~)( xtxhxgxf  trong đó )(),( xgxf  là hai VCL khi 0xx   thì 

)
)(

)(
(lim)

)(

)(
(lim

00 xt

xh

xg

xf

xxxx 
 . 

 b/ Giả sử mjnixgxf ji ,1;,1),(),(   là các VCL khi 0xx  . Khi đó  

)
)(

)(
(lim)

)(...)()(

)(...)()(
(lim

0

0

00
21

21

xg

xf

xgxgxg

xfxfxf

j

i

xx
m

n

xx 





.Trong đó )(

0
xfi là VCL bậc cao nhất trong 

các )(xfi và )(
0

xg j  là VCL bậc cao nhất trong các )(xg j  

Ví dụ: Tính 
2342

72
lim

67

235

0 



 xxx

xxxx

x
. Ta có 0

2
lim

2342

72
lim

7

5

067

235

0









 x

x

xxx

xxxx

xx
 

Lưu ý: Trong quá trình giải các bài tập ta sẽ gặp các dạng vô định: 





1,0,,0,,.0,,

0

0 00  

Bài tập: 

1. Tìm các giới hạn: 

a. 
1

lim




 x

xx

x
, b. 

x

x

x

11
lim

0




, c. xxx

x



lim , d. 

1
lim





 x

xxx

x
 

e. 
12

lim
43





 x

xxx

x
, f. 

)45(

2
lim

24 



 xx

x

x
, g. )1(lim

3 23 xxx
x




, 

h. )))()(((lim 3 xcxbxax
x




, i. )(lim xxxx
x




. 

2. Tìm các giới hạn: 

a. 
103

202

2 )1612(

)2(
lim





 xx

xx

x
, b. 

52

5

0

)51()1(
lim

xx

xx

x 




 , c. 

5)15(

)5)(4)(3)(2)(1(
lim





 x

xxxxx

x
 

d. 
50

2030

)12(

)23()32(
lim





 x

xx

x
, e. 

2

1

32

)1)((

)1)...(1)(1)(1(
lim







n

n

n

x

nx

xxxx
, 

 f. 
1

...
lim

32

1 



 x

nxxxx n

x
, HD: Lưu ý công thức 

2

)1(
...321




nn
n  

g. 
22

lim
ax

axax

ax 




, h. 

x

xn

x

11
lim

0




. 

3. Tìm các giới hạn: 

a. 
x

x

x 3sin

5sin
lim

0
,   b. 

20

cos1
lim

x

x

x




,  c. 

30 45

5sin.3sin.sin
lim

x

xxx

x
,  d. 

x

x

x 3

5tan
lim

0
 

e. 
nx xn

nxxxx

!

sin....3sin.2sin.sin
lim

0
. 

4. Tìm các giới hạn: 

a. x

x
x

1

0
)1(lim 


,  b. x

x x
)

1
1(lim 


,  c. x

x x
)

3
2(lim 


,  d. 

2

)
1

1
(lim

2

2
x

x x

x






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e. x

x
x

1

0
)sin1(lim 


,  f. x

x
xcoslim

0
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BÀI 4 

HÀM SỐ LIÊN TỤC 

Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

Trình bày được các khái niệm về hàm số liên tục và tính chất của hàm số liên tục 

1. Khái niệm:  

1.1 Định nghĩa:Cho hàm số )(xfy  xác định trên miền D , Dx 0 . )(xfy   được gọi 

là liên tục tại 0xx  nếu )()(lim 0
0

xfxf
xx




 

 Nếu )(xfy   không liên tục tại 0xx  ta nói )(xfy  gián đoạn tại 0xx   

Ví dụ: Xét hàm số 

s inx
, 0

x

1, 0

x
y

x




 
 

 

 Ta có 
0

sinx
lim 1 (0)

xx
f


  .Vậy ( )f x  liên tục tại 0x   

1.2 Định nghĩa: Cho hàm số )(xfy  xác định trên miền D , Dx 0 . Khi đó )(xfy   

được gọi là liên tục trái (phải) tại 0xx  nếu: 
0 0

0 0lim ( ) ( ) ( lim ( ) ( ))
x xx x x x

f x f x f x f x
  

   

 )(xfy   được gọi là liên tục trong ( ; )a b  nếu )(xfy  liên tục tại mọi điểm của 

( ; )a b  

 

2. Các tính chất và định lý: 

2.2 Định lý: Hàm số )(xfy   liên tục tại 0xx   khi và chỉ khi )(xfy   liên tục trái và 

liên tục phải tại 0xx   

Ví dụ: Xét hàm số 

s inx
, 0

x

1, 0

x
y

x




 
 

 

Ta có 
0 0

0 0

s inx sinx
/ (0 ) lim lim 1 (0)

x x

sinx sinx
/ (0 ) lim lim 1 (0)

x x

x x

x x

a f f

b f f

 

 



 



 

   

     

.Vậy ( )f x  liên tục phải tại 0x  , 

nhưng không liên tục trái tại 0x  . 

2.3 Định nghĩa: Cho hàm số )(xfy   xác định trên D . Khi đó tập hợp các điểm 

( ,( ( ))M x f x  trong mặt phẳng tọa độ Oxy , khi x  thay đổi trong D  được gọi là đồ thị của 

hàm số )(xfy   trên D  

2.4 Định lý: Đồ thị của hàm số liên tục là một đường liền nét. 

2.5 Định lý: Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  thì )(xfy  bị chặn trên  ;a b , tức là 

0: ( ) ,M f x M x D      

2.6 Định lý: Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  thì )(xfy  đạt giá trị lớn nhất và giá 

trị nhỏ nhất trên  ;a b , tức là 
1

1 2

2

( ) ( ),
, :

( ) ( ),

f x f x x D
x x

f x f x x D

  
 

  
 

2.7 Định lý: Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b thì )(xfy  nhận mọi giá trị trung gian 

giữa ( )f a  và ( )f b  
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2.8 Định lý: Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  và ( ). ( ) 0f a f b   thì có ( ; )c a b  để 

( ) 0f c  , nói cách khác phương trình ( ) 0f x  có ít nhất một nghiệm trong  ;a b  

 Ví dụ: Chứng minh rằng phương trình 9 43 1 0x x    có ít nhất một nghiệm trong 

(0;1) . 

3. Điểm gián đoạn, phân loại điểm gián đoạn: 

 0x là điểm gián đoạn của )(xfy   khi  

 a/ )(xfy   không xác định tại 0x  

 b/ Không tồn tại giới hạn của )(xfy   khi 0x x  

 c/ Tồn tại giới hạn của )(xfy   khi 0x x , nhưng giới hạn này khác 0( )f x  

Như vậy ta có thể phân loại các điểm gián đoạn như sau: 

 d/ 0x là điểm gián đoạn loại 1 khi 0 0( ), ( )f x f x  . Đặc biệt khi 0 0( ) ( )f x f x  thì ta 

nói 0x  là điểm gián đoạn có thể bỏ được. 

 e/ Các trường hợp khác gọi là điểm gián đoạn loại 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tài liệu giảng dạy môn: Toán cao cấp 

19 

CHƢƠNG II 

ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN CỦA HÀM MỘT BIẾN SỐ 

BÀI 1 

ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 

Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

Trình bày được các khái niệm về đạo hàm và tính chất của đạo hàm hàm số, tính được đạo 

hàm của hàm số hợp, hàm số ngược.  

1. Khái niệm 

1.1. Bài toán mở đầu: 

 Xét đường cong )(:)( xfyC  , một điểm ),( 000 yxM cố định trên )(C và một cát 

tuyến 0MM . Nếu ),( yxM chạy trên đường cong )(C  đến điểm ),( 000 yxM mà cát tuyến 

0MM dần tới một vị trí tới hạn 0TM , thì đường thẳng 0TM gọi là tiếp tuyến của đường 

cong )(C  tại điểm ),( 000 yxM . Vậy khi nào thì )(:)( xfyC  có tiếp tuyến tại 

),( 000 yxM và hệ số góc của tiếp tuyến đó được tính như thế nào? 

 Đặt 








)()()()( 0000

0

xfxxfxfxfyyy

xxx
thì hệ số góc của cát tuyến 

0MM  là 
x

xfxxf

x

y











)()(
tan 00 . 

 Cho điểm ),( 000 yxM tiến dần đến M dọc theo đường cong )(C , khi đó 0x , 

nếu tỉ số 
x

y




dần tới một giới hạn xác định thì   cũng  dần đến một góc xác định là  , 

nghĩa là cát tuyến 0MM dần tới vị trí tới hạn 0TM và tạo với Ox  một góc  . 

 Từ đó, nếu tỉ số 
x

y




dần tới một giới hạn xác định khi 0x thì đường cong 

)(:)( xfyC   có tiếp tuyến tại điểm ),( 000 yxM và hệ số góc của tiếp tuyến là: 

 
x

xfxxf

x

y

xxx 











)()(
limlimtanlimtan 00

000
  

1.2. Định nghĩa:  

Cho hàm số )(xfy  xác định trên miền D , Dx 0 . Cho biến x  số gia x thỏa 

Dxx 0 . Xét số gia hàm số: )()( 00 xfxxff  . Ta gọi giới hạn 

I
x

f

x






 0
lim (nếu tồn tại hữu hạn) là đạo hàm của )(xfy  tại 0x và ta cũng nói )(xfy  có 

đạo hàm tại 0x  

 Ký hiệu: I
x

xfxxf

x

y
xf

xx














)()(
limlim)( 00

00
0

/  

Nhận xét: nếu đặt xxx  0  thì I
xx

xfxf
xf

xx








0

0
0

/ )()(
lim)(

0

. 

Ví dụ: Tính đạo hàm của các hàm số sau bằng định nghĩa: 

a/ 2xy  , b/ 3xy  , c/ xy sin , d/ xy   

 

 

1.3. Đạo hàm một phía:  

Cho hàm số )(xfy  xác định trên miền D , Dx 0 . 
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 Ta gọi giới hạn I
x

f

x





 0

lim ( I
x

f

x





 0

lim )( nếu tồn tại hữu hạn) là đạo hàm phải 

(trái) của )(xfy  tại 0x . Ký hiệu: + Đạo hàm phải )( 0

/ xfI   

    + Đạo hàm trái )( 0

/ xfI   

1.4 Định lý: 













)()(

)(),(
)(

0

/

0

/

0

/

0

/

0

/

xfxf

xfxf
xf  

2. Các quy tắc tính đạo hàm: 

 

/

/ / /

/ /

/ / /

/ /

/

2

/ ( ) 0

/ ( )

/ ( ) ( )

/ ( . ) . .

. .
/ ( ) ( 0)

a C

b U V U V

c CU C U

d U V U V U V

U U V U V
e V

V V



  



 


 

 

3. Đạo hàm hàm hợp, hàm ngƣợc: 

3.1. Đạo hàm hàm hợp:  

Giả sử hàm số )(xuu  có đạo hàm )( 0

/ xu tại 0x và )( 00 xuu  . Tại )( 00 xuu  hàm 

)(uyy  có đạo hàm )( 0

/ uy đối với biến u . Khi đó tại 0x  hàm  số ))(( xuyy   có đạo hàm 

)( 0

/
xyx theo biến x  và )().()( 0

/

0

/

0

/
xuuyxy xux   hay ///

. xux uyy  . 

Ví dụ: 

 

3 5 / 3 4 2

4 3

a/ (( 4) ) 5.( 4) .3

1
b/ (sin (ln )) 4sin (ln ).

x x x

x x
x

  


 

3.2. Đạo hàm hàm ngƣợc:  

Giả sử các điều kiện sau được thỏa: 

 a/ Hàm số )(xfy   có đạo hàm 0)( 0

/ xy tại 0x  

 b/ Hàm số )(xfy   là đơn ánh . 

 c/ Hàm ngược )(ygx  liên tục tại )( 00 xfy   

Khi đó hàm số ngược của hàm  số )(xfy  sẽ có đạo hàm )( 0

/ yxy  tại 0y  và 

)(

1
)(

0

/0

/

xy
yx

x

y   

Ta thường ký hiệu hàm ngược là )(yg là )(1 xf   và khi đó 
/

/1 1
)(

f
f   

Ví dụ: Tính đạo hàm của hàm số: xy arctan , ta có xy arctan  là hàm số ngược của 

hàm số yx tan , nên 
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2

/

/

1

1

tan1

1

cos

1

11

xy

y

x
y

y

x





 . 

  

 4. Các công thức đạo hàm cơ bản: 


