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CHƢƠNG 1: PHÉP TÍNH VI PHÂN HÀM NHIỀU BIẾN 

Phép tính vi phân hàm số nhiều biến số là sự mở rộng một cách tự nhiên và cần 

thiết của phép tính vi phân hàm số một biến số. Các bài toán thực tế thƣờng xuất hiện 

sự phụ thuộc một biến số vào hai biến số hoặc nhiều hơn, chẳng hạn nhiệt độ T của 

một chất lỏng biến đổi theo độ sâu z và thời gian t theo công thức T = e
−t

z, nhiệt lƣợng 

toả ra trên dây dẫn phụ thuộc vào điện trở của dây, cƣờng độ của dòng và thời gian dẫn 

điện theo công thức Q = 0,24RI
2
t,… Vì vậy, khảo sát hàm số nhiều biến số vừa mang 

tính tổng quát vừa mang tính thực tiễn. Để học tốt nội dung này, ngoài việc nắm vững 

các phép tính đạo hàm của hàm một biến số, sinh viên phải có các kiến thức về hình 

học không gian. Trong nội dung này, yêu cầu sinh viên nắm vững các nội dung chính 

nhƣ các khái niệm chung của không gian R
n
 (n chiều), phép tính đạo hàm riêng và vi 

phân toàn phần, và ứng dụng đạo hàm, vi phân tính các bài toán cực trị. 

 

BÀI 1: KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ HÀM NHIỀU BIẾN 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, ngƣời học có thể: 

- Mô tả đƣợc miền xác định và đồ thị của hàm hai biến. 

- Tính đƣợc giới hạn và sự liên tục của hàm hai biến số. 

1.1. Khái niệm cơ bản về hàm nhiều biến 

1.1.1. R
n
 và các tập con 

Với n là một số nguyên dƣơng, ký hiệu R
n
 đƣợc dùng để chỉ tập hợp tất cả các 

bộ n số thực (x1, x2, …,xn) và ta thƣờng gọi R
n
 là không gian (thực) n chiều. Khi bộ số 

thực (x1, x2, …, xn) đƣợc đặt tên là P thì ta viết là: P(x1, x2, …,xn) và gọi nó là một 

điểm trong không gian R
n
. 

Cho 2 điểm P(x1, x2, …,xn) và Q(y1, y2, …,yn) trong R
n
, khoảng cách giữa hai 

điểm P và Q, ký hiệu là d(P, Q) đƣợc định nghĩa bởi: 

                           d(P, Q) =
22

22

2

11 )(..)()( nn yxyxyx   

Khoảng cách này thỏa bất đẳng thức tam giác sau đây: 

                            d(P, Q) ≤ d(P, R) + d(R, Q), với 3 điểm P, Q, R tùy ý. 

Điểm P(x1, x2, …, xn) còn đƣợc viết gọn dƣới dạng x = (x1, x2, …, xn) với 

x=(x1, x2, …, xn) và y = (y1, y2, …, yn), khoảng cách giữa x và y còn đƣợc viết bởi: 

                           | x – y |= 
22

22

2

11 )(..)()( nn yxyxyx   

Cho điểm PR
n
 và r là số thực dƣơng, tập hợp B(P, r) = {QR

n
| d(P, Q) < r} 

đƣợc gọi là hình cầu mở tâm P bán kính r hay là lân cận bán kính r của P. 

Tập hợp E trong R
n
 đƣợc gọi là bị chặn nếu có r > 0 sao cho EB(O,r) với O là 

điểm O(0, 0, …, 0). 

* Cho MoR
n
 và ε > 0. Tập  ε(Mo) = {MR

n
: d(M,Mo) < ε} gọi là ε - lân cận 



 

 

 

 

 

 

 

Tài liệu giảng dạy môn Toán cao cấp A2 6 

hoặc lân cận bán kính ε của Mo hoặc hình cầu mở tâm Mo bán kính ε (H.1a).  

* Cho E R
n
. Điểm ME gọi là điểm trong của E nếu có  ε(M)E ( ε > 0). 

Điểm NR
n
 gọi là điểm biên của E nếu bất kỳ  ε(M) đều chứa những điểm thuộc E 

và điểm không thuộc E( ε > 0). Tập E gọi là mở nếu mọi điểm của nó đều là điểm 

trong, gọi là đóng nếu nó chứa mọi điểm biên của nó. Tập các điểm biên của E kí hiệu 

∂E. Bao đóng của E hay tập E đóng ký hiệu E  và có E = E   ∂E (H.1a). 

* Tập E gọi là bị chặn hay giới nội nếu nhƣ tồn tại số N sao cho  E  N(0). 

* Tập E gọi là liên thông nếu mỗi cặp điểm M1, M2 trong E đều đƣợc nối với 

nhau bởi một đƣờng cong liên tục nào đó nằm trọn trong E. Tập liên thông E gọi là 

đơn liên nếu nó bị giới hạn bởi một mặt kín (một đƣờng cong kín trong R
2
; một mặt 

cong kín trong R
3
) (H.1a). Tập liên thông E gọi là đa liên nếu nó bị giới hạn bởi từ hai 

mặt kín trở lên rời nhau từng đôi một (H.1b). 

   (Hình 1a)         (Hình 1b) 

Ví dụ 1: Xét các tập sau trong R
2
. 

A = {(x; y) : x
2
 + y

2
 < 4} 

B ={(1;2), (−1;0), (0;0)} và R
2
 

Giải: 

∂A = {(x; y) : x
2
 + y

2
 = 4} - đƣờng tròn tâm O bán kính 2, A = {(x; y) : x

2
 + y

2
 ≤ 4}: 

hình tròn kể cả biên. 

A, R
2
 là các tập liên thông, B không liên thông (gồm 3 điểm rời rạc). 

A, B là các tập giới nội, R
2
 không giới nội (cả mặt phẳng Oxy). 

Cụ thể cho R
2
: Hình tròn mở tâm M0(x0,y0), bán kính r > 0 

B(M0,r) = {M(x;y) R
2
: d(M,M0) < r} = {(x;y) R

2
: 

2

0

2

0
)()( yxyx  < r} 

Hình tròn mở này cũng gọi là một r-lân cận của M0 và mọi tập con của R
2
 chứa 

một r-lân cận nào đó của M0 gọi là một lân cận của M0. 

Xét một điểm M0R
2 

và một tập AR
2
. Có thể xảy ra ba trƣờng hợp loại trừ 

nhau sau đây:  

- Có một lân cận của M0 nằm trọn trong A, nghĩa là chỉ chứa những điểm của 

A. Khi đó M0 đƣợc gọi là điểm trong của tập A. 

- Có một lân cận của M0 nằm trọn ngoài A, nghĩa là hoàn toàn không chứa điểm 
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nào của A. Khi đó M0 là một điểm trong của phần bù của A. 

- Bất kỳ lân cận nào của M0 cũng có cả những điểm của A và những điểm 

không thuộc A. Khi đó M0 là một điểm biên của A. 

Chú ý. 1) Điểm trong của A là một điểm thuộc A. 

  2) Điểm biên của A có thể thuộc hoặc không thuộc A. 

+ Một tập hợp đƣợc gọi là mở nếu mọi điểm thuộc nó đều là điểm trong của nó. 

+ Một tập hợp đƣợc gọi là đóng nếu mọi điểm không thuộc nó đều là điểm 

trong của phần bù của nó.  

+ Một tập hợp là đóng nếu phần bù của nó là mở. 

+ Một tập hợp là mở nếu nó không chứa điểm biên nào của nó. 

+ Một tập hợp là đóng nếu nó chứa tất cả các điểm biên của nó. 

+ Điểm M0 đƣợc gọi là điểm tụ của A, nếu mọi lân cận của M0 đều chứa vô số 

điểm của A. 

Chú ý  1) Điểm tụ có thể thuộc A, có thể không thuộc A. 

2) Có những tập hợp không là tập đóng, cũng không là tập mở. 

Ví dụ 2: Xét tập hợp các điểm trong mặt phẳng. Cho tập hợp A  

  A = {(x;y) R
2
: x

2
 + y

2
 < 1} 

Tất cả các điểm trong của A: {(x;y) R
2
: x

2
 + y

2
 < 1}     

Tất cả các điểm biên của A: {(x;y) R
2
: x

2
 + y

2
 = 1}     

Tất cả các điểm tụ của A: {(x;y) R
2
: x

2
 + y

2
 ≤ 1}     

Tập A là tập mở. 

Ví dụ 3: Xét tập hợp các điểm trong mặt phẳng. Cho A là tập hợp các điểm nằm trong 

hình tròn đơn vị mà tọa độ các điểm là các số hữu tỉ.  

 A = {(x;y) Q
2
: x

2
 + y

2
 < 1} 

A không có điểm trong. 

Tập điểm biên và điểm tụ bằng nhau: {(x;y) R
2
: x

2
 + y

2
 ≤ 1}     

A không đóng, không mở. 

1.1.2. Định nghĩa hàm nhiều biến 

Ví dụ 4: 1) Nhiệt độ T tại một điểm trên bề mặt trái đất tại một thời điểm t cho trƣớc 

phụ thuộc vào kinh độ x và vĩ độ y của điểm này. Chúng ta có thể coi T là một hàm 

theo hai biến x và y, ký hiệu: T = T(x,y) 

2) Thể tích V của một bình hình trụ phụ thuộc vào bán kính đáy r và chiều cao 

h. Thực tế ta biết V = πr
2
h. Khi đó V là một hàm hai biến theo r và h: V = πr

2
h. 
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 Một ánh xạ f từ tập D của các cặp số thực (x; y) vào tập R của các số thực đƣợc 

gọi là hàm của hai biến số độc lập x, y.  

  Ký hiệu:  f = f(x; y)  hay Z = f(x; y)  

 Nghĩa là mỗi một cặp số thực (x; y)D đƣợc tƣơng ứng với một số thực xác 

định f = f(x; y). Tập D đƣợc gọi là miền xác định của hàm hai biến số f = f(x; y).  

 Tƣơng tự nhƣ vậy, nếu với mỗi một bộ của n biến số độc lập (x1;x2;…;xn) đƣợc 

tƣơng ứng với một số thực u thì u đƣợc gọi là hàm của n biến số độc lập x1; x2;…;xn. 

  Ký hiệu: u = f(x1; x2; …; xn) 

 (x;y) thì  M(x; y)  Oxy và ngƣợc lại.  

  Nếu với mỗi M(x;y)D đƣợc tƣơng ứng với một số thực xác định f thì f đƣợc 

coi là hàm của điểm M(x;y): f = f(M) = f(x;y)  

* Chú ý 1: Cách gọi và kí hiệu nhƣ trên rất gọn và tiện lợi cho ta hình dung một cách 

trực quan về mối liên hệ giữa biến số và hàm số.  

 - Miền xác định D của hàm f = f(x;y) có thể là một tập hợp điểm của phần mặt 

phẳng Oxy đƣợc giới hạn bởi một đƣờng cong kín nào đó.  

 - Đƣờng cong kín đó đƣợc gọi là biến của miền.  

 - Nếu các điểm trên biên của miền D cũng thuộc miền xác định của hàm thì 

miền xác định của hàm là một miền đóng (kín).  

 - Nếu các điểm trên biên của miền D không thuộc miền xác định của hàm thì 

miền xác định của hàm là một miền mở.  

* Chú ý 2: Miền xác định của hàm có thể là toàn bộ mặt phẳng Oxy.  

 Miền giá trị của f: E = {aR: (x;y)D: a = f(x;y)} 

1.1.3. Các ví dụ: 

a). Z = x
2
 + y

2
 . Miền xác định D1 của hàm là cả mặt phẳng Oxy.  

b). 
221 yxZ   

D2 là (x; y): 1 – x
2
 – y

2
  0  x

2
 + y

2
  1  D2 là một đƣờng tròn có bán 

kính bằng 1  D2 đóng (kín). (Hình1.2a) 

a) Z = ln(x + y).  

D3 là (x; y): x + y > 0  x > y  y > – x.  

       D3 là nửa mặt phẳng nằm về phía trên của đƣờng phân giác của góc phần tƣ thứ II, 

D3 mở. (Hình1.2b) 
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b). 
2229 zyx

y
u


 . 

Miền xác định là tập (x;y;z)R
3
 thỏa x

2
 + y

2
 + z

2
 < 9. Đó là hình cầu tâm O, 

bán kính bằng 3. (Hình 1.2c). Hình cầu mở này mô tả bởi hệ bất phƣơng trình:  

  















2222

22

99

99

33

yxzyx

xyx

x

 

                                                              

Hình 1.2a     Hình 1.2b                               Hình 1.2c 

1.2. Biểu diễn hình học của hàm hai biến số 

 Gọi Z = f(x;y) là hàm số đƣợc xác định ở trong miền D. Ta vẽ hệ trục tọa độ 

Đềcac Oxyz trong không gian. Từ điểm M ta kẻ đƣờng thẳng vuông góc (Oxy) và trên 

đƣờng thẳng đó lấy điểm P sao cho )y;x(fZMP    

 P(x;y;z)  Oxyz.  

 

 

 

 

Hình 1.3 

- Khi điểm M biến thiên khắp miền D thì ở không gian Oxyz điểm P tƣơng ứng 

đã vẽ nên một mặt cong nào đó mà hình chiếu của nó trên mặt phẳng (Oxy) là miền 

xác định của hàm.  

- Vậy biểu diễn hình học của hàm Z = f(x; y) là một mặt cong S nào đó trong 

không gian Oxyz mà hình chiếu của nó trên mặt phẳng (Oxy) là miền xác định D. 

Chú ý: Phƣơng trình tổng quát của mặt bậc hai trong hệ tọa độ Descartes Oxyz là: 

y 

x 

O 

D3 

y = -

x 

z 

x 

y 

O 

M D 
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  Ax
2
 + By

2
 + Cz

2
 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + Gx + Hy + Kz + L = 0 

 Từ chƣơng trình Toán cao cấp A2, để vẽ mặt bậc hai: 

1) Đƣa dạng toàn phƣơng về dạng chính tắc bằng biến đổi trực giao. 

2) Tìm phép biến đổi, xác định trục tọa độ mới. 

3) Vẽ hình. 

 Ví dụ 5:  

1.) Z = x
2
 + y

2
 có biểu diễn hình học là mặt parabolôit tròn xoay. 

Hình 1.4  

2.) Hàm 22 yxZ   có đồ thị là nữa trên mặt nón.  

Hình 1.5 

3.) Hàm Z = xy có đồ thị là mặt yên ngựa.  

Hình 1.6  

4.) 
22

yx1Z   có biểu diễn hình học là nửa trên mặt cầu tâm O, bán 

kính 1. 

5.) 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 có biễu diễn hình học là Ellipsoid: 

                                     Hình 1.7 
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6.) Hàm 
22 yxeZ  có đồ thị: Hình 1.8 

Chú ý: đối với hàm có từ ba biến số trở lên thì không có biểu diễn hình học bằng 

những hình ảnh hình học thông thƣờng.  

1.3. Giới hạn của hàm nhiều biến số: Z = f(x; y) 

 Giả sử Z = f(x; y) = f(M) là hàm số đƣợc xác định ở trong miền D, M0(x0;y0), 

M(x; y) là hai điểm của miền D. 

 

 

                                                         Hình 1.9 

 

Gọi 
2

0

2

00
)yy()xx(MM    

1.3.1. Định nghĩa giới hạn 

Cho hàm n biến z = f(x1, x2, …, xn) xác định trên một lân cận bán kính r của 

một điểm PR
n
 và có thể không xác định tại P. Ta nói z = f(x1, x2, …, xn) tiến về LR 

(hay có giới hạn là L). Khi M(x1, x2, …, xn) dần đến P nếu với mọi ε > 0 cho trƣớc, tồn 

tại δ > 0 sao cho: 

 0 < d (P, M) < δ => |f(M) – L| < ε. 

Khi đó ta viết: lim ( )
M P

f M L


  

Trong trƣờng hợp hàm hai biến z = f (x;y) thì giới hạn có thể đƣợc định nghĩa là: 

Số L đƣợc gọi là giới hạn của hàm: Z = f(x;y) = f(M). Khi M  M0 (xx0;yy0) 

(một cách độc lập với nhau) khi y  0.  

Ta luôn có ( ; ) 0f x y L   nghĩa là số L đƣợc gọi là giới hạn của hàm Z =f(x;y)= f(M) 

khi M  M0, nếu 0  bé tùy ý, 0  sao cho  MM
0

  

 ( ; )f x y L   ; 
0 0

0

lim ( ) lim ( ; )
M M x x

y y

L f M f x y
 



   

M 

M0 

O 

y0 

y 

y 

x x0 
x 
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1.3.2. Các ví dụ: 

a) 3)yx(lim
22

2y

1x






    b) 1

yx

xy1
lim

22

1y

0x









 

c) 



 22

0y

0x yx

1
lim  (VCL)    d) 0

yx

1
lim

22

y

x







 (VCB)      

e) 3)2(lim 2

1
1






yx

y
x    f) 



 22

0
0

1
lim

yx
y
x

 

1.3.3. Chú ý 

1) Tất cả các khái niệm giới hạn vô hạn hoặc các định lí về giới hạn: tổng, tích, 

thƣơng đều giống nhƣ hàm số một biến số. 

2) Từ định nghĩa ta nhận thấy: Giới hạn của hàm số f (x,y) khi M → Mo không 

phụ thuộc đƣờng đi của M tiến đến Mo, vì thế nếu chỉ ra hai đƣờng đi của M tiến đến 

Mo mà f(M) tiến đến hai giá trị khác nhau thì hàm số không có giới hạn tại Mo. 

1.4. Sự liên tục của hàm số Z = f(x; y) 

Giả sử Z = f(x;y) = f(M) là hàm số xác định trong miền D và M0(x0;y0) là điểm 

thuộc D. 

1.4.1. Định nghĩa 1 

Hàm f(x;y) = f(M) đƣợc gọi là liên tục tại M0D nếu nó xác định tại M0 và tồn 

tại giới hạn );()()(lim);(lim
000

0

0

0

yxfMfMfyxf
MM

yy
xx







. 

Từ đó suy ra nếu hàm Z = f(x; y) liên tục tại mọi điểm (x;y)D thì ta nói rằng 

hàm Z = f(x; y) liên tục trong miền D.  

Nếu ta đặt  x = x – x0;  y = y – y0 là các số gia của các biến độc lập x, y thì  

 Z = f(x; y) – f(x0; y0) 

Gọi là số gia trên phần tƣơng ứng cho hàm. Khi đó ta có: x = x0 + x; y = y0 + y và 

 Z = f(x; y) – f(x0; y0) = f(x0 + x; y0 + y) – f(x0; y0). Khi đó : 

 
0

0

0 0 0 0 0 0
0 0
0 0

lim ( ; ) ( ; ) lim ( ; ) ( ; ) 0 lim 0
x x x x

y yy y

f x y f x y f x x y y f x y z
    

   

        

 

1.4.2. Định nghĩa 2 

Hàm Z = f(x;y) liên tục tại M0(x0; y0)D nếu nó xác định tại M0 và có  

  0zlim

0y

0x






. 
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Hàm Z = f(x; y) gián đoạn tại M0(x0; y0)D nếu nó không liên tục tại M0.  

 Z = f(x; y) gián đoạn tại M0 khi nó rơi vào một trong ba trƣờng hợp sau:  

* Hoặc là Z = f(x; y) không xác định tại M0(x0; y0).  

* Hoặc là nó xác định tại M0 nhƣng không có giới hạn: )y;x(flim

0

0

yy

xx




.  

* Hoặc là hàm Z = f(x;y) xác định tại M0 và có giới hạn )y;x(flim

0

0

yy

xx




 

nhƣng )y;x(flim

0

0

yy

xx




 f(x0; y0).  

Ví dụ 6: Hàm f(x;y) = 22

2

yx

yx




liên tục tại mọi điểm (xo;yo) khác (0;0). 

Lưy ý: + Các hàm sau đây đƣợc gọi là hàm sơ cấp cơ bản: Hàm hằng, hàm mũ, hàm 

lũy thừa, hàm lƣợng giác, hàm lƣợng giác ngƣợc, hàm logarit. 

+ Hàm thu đƣợc từ các hàm sơ cấp cơ bản bằng hữu hạn các phép toán: cộng, 

trừ, nhân, chia, khai căn đƣợc gọi là hàm sơ cấp. 

+ Hàm sơ cấp liên tục tại những điểm mà nó xác định. 

 

 Bài tập cũng cố: 

1) Tìm miền xác định của các hàm số: 

a) z = x
2
 + y

2
.     b) 

221 yxz     

c) xy
x

z 
2

arcsin    d) 
22

22

ln
yx

yx
z




    

e) )4ln(1 2222 yxyxz   f) 
2

2

2

2

2

2

1
c

z

b

y

a

x
z    

g) pxyz 22    (p > 0)   h) 
221)lg( yxxyz   

  

2) a) Cho hàm số:  ( , )
y

f x y xy
x

  . Tìm f(y,x); f(–x, –y); (1, )
y

f
x

 

b) Cho hàm số 
222

),,(
zyx

zyx
zyxf




 . Tìm )

1
,

1
,(

2xx
xf . 
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c) Cho )(.
x

y
fxz  . Hãy tìm các hàm f và z nếu biết 

21 yz  khi x = 1. 

3) Cho 

2 2

( , )
2

x y
f x y

xy


 . Tính 

1 1
( , )f
x y

, f(– x, –y). 

4) Tìm các giới hạn sau: 

a) )462(lim 22

3
1





yyxx
y
x

 b) )(lim
22

0
0 yx

a

y
x 


 c) )(lim 22

3
1

yx
y
x





 

d) )
11

(lim
22

22

0
0 




 yx

yx

y
x

  e) )(lim
22

22

0
0 yx

yx

y
x 






 

5) Tính liên tục của hàm hai biến tại O(0,0): 














)0,0(),(,0

)0,0(),(,
2

22

yx

yx
yx

xy

z  
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BÀI 2: ĐẠO HÀM RIÊNG VÀ VI PHÂN 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, ngƣời học có thể: 

Nắm vững các qui tắc tính đạo hàm riêng trên cơ sở tính đạo hàm của hàm một biến. 

Áp dụng công thức tính đƣợc đạo hàm riêng của hàm số ẩn, hàm số hợp. 

Áp dụng công thức vi phân toàn phần và biết cách áp dụng vào phép tính gần đúng. 

2.1. Đạo hàm riêng 

2.1.1. Định nghĩa 

 Giả sử Z = f(x;y) là hàm số xác định và liên tục trong miền D, nếu giữ y không 

đổi, cho x một số gia x  0 và khá bé thì hàm Z = f(x;y) có một số gia tƣơng ứng gọi 

là số gia riêng theo biến x của hàm tại M(x; y). 

xZ = f(x+ x; y) – f(x; y). 

 Tƣơng tự, giữ x không đổi, cho y một số gia y  0 khá bé thì Z = f(x; y) có 

một số gia tƣơng ứng là một số gia riêng theo biến y của hàm tại M(x; y),  

yZ = f(x; y + y) – f(x; y).    

Nếu khi x (hoặc y)  0 mà xZ

x




 (hoặc 

yZ

y




) tiến tới một giới hạn xác định 

thì giới hạn đó đƣợc gọi là đạo hàm riêng theo biến x (hoặc y) của hàm tại điểm M,  

kí hiệu: Z’(x) = fx’(x; y)    (Zy’ = fy’(x; y))  

0 0

( ; ) ( ; )
lim lim

y

x x

ZZ f x x y f x y

x x x   

  
 

  
 

 Tƣơng tự 
0 0

( ; ) ( ; )
lim lim

y

y y

ZZ f x y y f x y

y y y   

  
 

  
  

 Nhƣ vậy: Muốn tính đạo hàm riêng theo một biến số nào đó ta chỉ việc xem 

hàm số chỉ phụ thuộc vào biến đó còn các biến khác xem nhƣ không đổi và áp dụng 

qui tắc đối với hàm một biến để tính đạo hàm riêng.  

 Biểu diễn hình học:  

                                  Hình 1.10 
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Trong đó: f(x,y) biểu diễn bởi mặt S. 

Giả sử f(a,b) = c, nên điểm P(a,b,c)S. Cố định y = b. Đƣờng cong C1 là giao 

của S và mặt phẳng y = b.  

Phƣơng trình của đƣờng cong C1 là g(x) = f(x, b). Hệ số góc của tiếp tuyến T1  

với đƣờng cong C1 là: g’(a) = f’x(a;b). 

Đạo hàm riêng theo x của f = f(x,y) là hệ số góc của tiếp tuyến T1 với đƣờng 

cong C1 tại P(a,b,c). 

Tƣơng tự, đạo hàm riêng theo y của f = f(x,y) là hệ số góc của tiếp tuyến T2 với 

đƣờng cong C2 tại P(a,b,c). 

Ví dụ 1:  

1.) Cho hàm Z = ln(x
2
 + y

2
)  

 
22

yx

x2

x

Z







; 

22
yx

y2

y

Z







 

2.) Cho hàm Z = x
2
.siny 

   ysinx2

x

Z





; ycosx

y

Z 2



  

3.) Cho hàm 
222

zyxu   

   
222

zyx

x

x

Z







; 

222
zyx

y

y

Z







; 

222
zyx

z

z

Z







  

 4) Cho hàm f(x;y) = 4 – x
2
 – 2y

2
. Tìm f’x(1;1) và biểu diễn hình học của đạo 

hàm riêng này? 

 Có f’x(x;y) = – 2x => f’x(1;1) = – 2. 

Mặt phẳng y = 1 cắt ngang đƣợc đƣờng cong C1. 

Tiếp tuyến với C1 tại (1,1,1) là đƣờng thẳng màu hồng. 

Hệ số góc của tiếp tuyến với C1 tại (1,1,1) là đạo hàm riêng cần tìm. 

 

Hình 1.11 

Biểu diễn hình học: 
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 Hình 1.12 Hình 1.13 

Tìm f’y(1;1) và biểu diễn hình học của đạo hàm riêng này? 

Có f’y(x;y) = – 4y => f’y(1;1) = – 4. 

Mặt bậc hai f = f(x,y) màu xanh. 

Mặt phẳng x = 1 cắt ngang đƣợc đƣờng cong C2. 

Tiếp tuyến với C2 tại (1,1,1) là đƣờng thẳng màu hồng. 

Hệ số góc của tiếp tuyến với C2 tại (1,1,1) là đạo hàm riêng cần tìm. 

 Hình 1.14 

Biễu diễn hình học của f’y(1;1): 

Hình 1.15   Hình 1.16 

Tính chất của đạo hàm riêng 

Vì đạo hàm riêng là đạo hàm của hàm một biến nên tính chất của đạo hàm riêng 

cũng là tính chất của đạo hàm của hàm một biến. 

(af)’x = af’x    (f + g)’x = f’x + g’x 

(f.g)’x = f’x.g + f.g’x  2

''

')(
g

fggf

g

f
xx

x


  
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Hàm một biến: hàm liên tục tại x0 khi và chỉ khi hàm có đạo hàm cấp 1 tại x0.   

Hàm nhiều biến: Tồn tại hàm có các đạo hàm riêng cấp 1 tại (x0,y0) nhƣng 

không liên tục tại điểm này.  

2.1.2. Đạo hàm riêng cấp cao 

Giả sử Z = f(x;y) có các đạo hàm riêng theo biến x, y; 
x

Z




; 

y

Z




 các đạo hàm 

riêng này đƣợc gọi là các đạo hàm riêng cấp một. Nếu các đạo hàm riêng này còn phụ 

thuộc biến x, y thì các đạo hàm riêng của các đạo hàm trên đƣợc gọi là đạo hàm riêng 

cấp hai của hàm Z theo biến x, y. Kí hiệu: 
xy

Z
;

yx

Z
;

y

Z
;

x

Z
22

2

2

2

2
















.  

Ta có:     

2
''

2
( ) ( , );xx

Z Z
f x y

x x x

  
 

  
  

2
''

2
( ) ( , )yy

Z Z
f x y

y y y

  
 

  
; 

2
''( ) ( , )xy

Z Z
f x y

x y x y

  
 

   
; 

2
''( ) ( , )yx

Z Z
f x y

y x y x

  
 

   
  

Định lý: Nếu hàm Z = f(x;y) và các đạo hàm riêng của nó: 
x

Z




; 

y

Z




; 

xy

Z
;

yx

Z
22








, liên tục trong miền D thì ở trong miền D, 

xy

Z

yx

Z
22









, nghĩa là các 

đạo hàm riêng cấp hai 
xy

Z
;

yx

Z
22








 không phụ thuộc vào thứ tự của các biến lấy đạo 

hàm đó liên tục trong miền D. Đồng thời định lý nói trên còn có thể mở rộng đối với 

các hàm nhiều hơn hai biến số và các đạo hàm riêng cấp cao.  

Ví dụ 2: 1) u = f(x;y;z)  

zxy

u

yzx

u

zyx

u
333














 nếu các đạo hàm riêng này liên tục.  

2). Z = x
2
y + y

2
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  xy2

x

Z





;   y2x

y

Z 2 



  

  y2

x

Z

2

2





;   x2

yx

Z
2





;   2

y

Z

2

2





; x2

xy

Z
2





 

   




yx

Z
2

x2

xy

Z
2





  

3). u = Z
2

2

yx
e


 

  
2

yx2'

x
eZu

 ;  
2

yx2''

xy
eyZ2u

 ;   
2

yx'''

xyz
yZe4u

   

  
2

yx2'

y
eyZ2u

 ;  
2

yx''

yx
yZe4u

 ;  
2

yx''

yz
yZe4u

  

  
2

yx'

z
Ze2u

 ;    
2

yx''

zx
Ze2u

 ;   
2

yx'''

zxy
yZe4u

  

 Vậy: 
2

yx'''

zxy

'''

yzx

'''

xyz
yZe4uuu

     

2.2. Vi phân toàn phần 

2.2.1. Định nghĩa 

Xét hàm Z = f(x; y), nếu ta cho x một số gia x, cho y một số gia y thì hàm Z 

= f(x; y) có một số gia tƣơng ứng Z = f(x; y) = f(x +x; y +y) gọi là số gia toàn 

phần của hàm Z = f(x; y) tại M(x; y). Nếu tại điểm M(x; y), có: 

 Z = A.x + B.y + (x; y)         (1) 

Trong đó A, B là những đại lƣợng không phụ thuộc vào x, y. Còn (x;y) 

là một vô cùng bé cấp cao hơn yx
22   khi 0 . Khi đó ta nói rằng hàm số 

Z = f(x; y) khả vi tại M(x; y). 

   Và biểu thức A.x + B.y đƣợc gọi là vi phân toàn phần của Z = f(x; y) tại 

điểm M(x; y).  

 Ký hiệu: dZ hay df(x; y) 

    dZ = A.x + B.y  

 Nếu hàm Z = f(x; y) khả vi tại mọi điểm (x; y)D thì ta nói rằng hàm Z = f(x; y) 

khả vi trong miền D. 

 Chú ý: Nếu A  0 hoặc B  0 thì dZ  0.  

 Tại cùng một điểm M(x; y) thì Z và dZ chỉ sai khác nhau bởi (x, y) là một 

vô cùng bé cấp cao hơn  khi   0. Nghĩa là tại M(x; y), Z = dZ hay nói cách khác 

dZ là phần chính bậc nhất của Z. 
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2.2.2. Điều kiện khả vi 

 Định lý 1: Nếu hàm Z = f(x; y) khả vi tại M(x; y) thì tại M(x; y) hàm Z = f(x; y) 

có các đạo hàm riêng theo biến x, biến y.  

  ;A

x

Z





 B

y

Z





  y

y

Z
x

x

Z
dZ 









  

 Vì x và y là các biến số độc lập nên x = dx; y = dy đều là những hằng số nên  

  y

y

Z
x

x

Z
dZ 









  = dy

y

Z
dx

x

Z









 

 Định lý 2: Nếu tại M(x; y) hàm Z = f(x; y) có các đạo hàm riêng liên tục theo 

biến x, y thì hàm số Z = f(x; y) khả vi tại M(x;y).  

* Nhận xét:  

 1). Định lý 1 và định lý 2 nói trên là điều kiện cần và đủ để hàm Z = f(x;y) khả vi. 

Cụ thể, định lý 1 là điều kiện cần; định lý 2 là điều kiện đủ.  

 Định lý 2: Cần chú ý đến điều kiện liên tục của hàm số. Nếu bỏ qua điều kiện đó 

thì định lý 2 sẽ không còn đúng nữa.  

 2). Biểu thức: f(x;y)Z = f(x;y)dx gọi là vi phân riêng đối với x của Z = f(x; y).  

 3). Suy ra quy tắc vi phân toàn phần của u = f(x1, x2, …, xn) là  

   
n

n

2

2

1

1

dx

x

u
...dx

x

u
dx

x

u
du
















  

Ví dụ 3:  

1). Tìm Z và dZ của Z = xy tại M(2;3) với x = 0,1; y = 0,2.  

 Z = (2 + 0,1) (3 + 0,2) – (2 x 3) = 0,72 

 dZ = y.Z + x.y = 3 x 0,2 – 2 x 0,2 = 0,7 

 Tại cùng điểm M(2, 3) thì Z = dZ = 0,72 – 0,70 = 0,02. 

2). Tính du tại M(x;y;z) nếu 
222

zyx

1
u


  

 
u u u

du dx dy dz
x y z

  
  
  

 

 
2

3

)zyx(

x

x

u

222 







;  

2

3

)zyx(

y

y

u

222 







;  

2

3

)zyx(

z

z

u

222 







 


