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CHUONG 1: PHEP TiNH VI PHAN HAM NHIEU BIEN

Phép tinh vi phan ham s6 nhiéu bién sb 1a sy mé rong mot cach tu nhién va can
thiét cia phép tinh vi phan ham s6 mot bién sd. Cac bai toan thyc té thudng xuat hién
su phu thudéc mot bién s6 vao hai bién sb hodc nhiéu hon, chéng han nhiét do T cua
mot chét long bién dbi theo d6 sdu z va thoi gian t theo cong thie T = € 'z, nhiét luong
toa ra trén day dan phu thuoc vao dién tro cua day, cuong d6 cua dong va thoi gian dan
dién theo cong thirc Q = 0, 24RI4,... Vi véy, khdo sat ham s6 nhiéu bién sd vira mang
tinh tong quat vira mang tinh thyc tlen bé hoc t6t noi dung nay, ngoai viéc nam viing
cac phép tinh dao ham cua ham mét bién s, sinh vién phai c6 cac kién thirc vé hinh
hoc khong gian. Trong ndi dung nay, yéu cﬁu sinh vién nam virng cac ndi dung chinh
nhu cac khai niém chung ctua khong gian R" (n chiéu), phép tinh dao ham riéng va vi
phan toan phan, va tng dung dao ham, vi phén tinh cac bai toan cuc tri.

BAI 1: KHAI NIEM CO BAN VE HAM NHIEU BIEN

% Muc tiéu hoc tap: Sau khi hoc xong bai nay, ngudi hoc co thé:
- Mo ta duoc mién xac dinh va do thi cua ham hai bién.

- Tinh dugc gidi han va sy lién tuc ctia ham hai bién so.

1.1. Khai niém co ban vé ham nhiéu bién
1.1.1. R" va cac tip con

Véi n 12 mot s6 nguyén duong, ky hiéu R" dugc dung dé chi tip hop tit ca cac
bo n s0 thue (x4, X, ...,Xn) va ta thuong goi R" 1a khong gian (thuc) n chiéu. Khi bd so

thuc (X1, Xo, ..., X,) duoc dit tén 1a P thi ta viét 13: P(xy, Xo, ...,X,) va goi nd 1a mot
diém trong khong gian R",

~ Cho2 diém P(x1, Xa, ...,Xn) V& Q(Y1, Y2, ...,yn) trong R", khoang cach giita hai
diém P va Q, ky hi¢u 1a d(P, Q) duoc dinh nghia béi:

d(P, Q) = (% = Y) + (% = ¥,)* +.t (X, = ¥,)°
Khoang cach nay thoa bat dang thirc tam giac sau day:
d(P, Q) <d(P,R) + d(R, Q), vdi 3 diém P, Q, R tly .

Piém P(x1, Xo, ..., Xp) cOn dugc viét gon dudi dang x = (xq, Xp, ..., Xp) VOI
X=(X1, Xo, ..., Xp) Vay = (Y1, Y2, ..., yn), khoang cach giira x va y con dugc viét boi:

X~y |2 0= Y2+ 06 = Y,)? +ot (X — i)

Cho diém PeR" va r 1a s6 thyc duong, tp hop B(P, r) = {QeR"| d(P, Q) < r}
duoc goi 1a hinh cadu mo tdm P ban kinh r hay 1a lan can ban kinh r cta P.

~ Tép hop E trong R" duoc goi 14 bi chin néu c6 r > 0 sao cho E=B(O,r) véi O 1a
diém O(0, 0, ..., 0).

* Cho MyeR"va e > 0. Tap Q (M) = {MeR": d(M,M,) < £} goi la ¢ - 1an cin
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hoc 14n can ban kinh € ctia M, hodc hinh cdu mé tdm M, béan kinh € (H.1a).

* Cho E cR". Piém MeE goi 1a diém trong cua E néu c6 Q,(M)cE (3¢ > 0).
Piém NeR" goi 13 diém bién cua E néu bat ky Q 8(M) déu chta nhimg diém thudc E
va diém khong thudce E(ve >0). Tép E goi la m6 néu moi diém cta n6 déu 1a diém
trong, goi 13 dong néu nd chira moi diém bién cta no. Tap cac diém bién cua E ki hiéu

OE. Bao déng cua E hay tap E dong ky hiéu E vacé E=E U OE (H.1a).
* Tap E goi 1a bi chin hay gi6i ndi néu nhu ton tai s6 N sao cho E = Q (0).

* Tap E goi 1a lién thong néu mdi cap diém M;, M, trong E déu dugc ndi voi
nhau boi mot dudng cong lién tuc nao d6 nim tron trong E. Tép lién thong E goi 1a
don lién néu no bi gidi han boi mot mat kin (mot dudng cong kin trong R% mot mat
cong kin trong R3) (H.1a). Tap lién thong E goi 1a da lién néu no bi gi61 han boi tir hai
mat kin trd 1€n ro1 nhau tung d61 mot (H.1b).

-
Akt ) \\\

\ . "\@\ o
N\ A
X&Q&*\x& (Hinh 1a) \ &\' (Hinh 1b)

Vidu 1: Xét cdc tdp sau trong R?.
A={(y): X +y <4}
B ={(1;2), (~1;0), (0;0)} vaR?
Giai:
oA = {(x; y) : x* + y* = 4} - dudng tron tam O ban kinh 2, A = {(x; y) : X* + y* < 4}:
hinh tron ké ca bién.
A, R%1a cac tap lién thong, B khong lién thong (gom 3 diém roi rac).
A, B 1a cac tap gid1i noi, R’ khong gi6i ndi (ca mit phang Oxy).
Cu thé cho R?: Hinh tron mé tam Mo(Xo,Yo), ban kinh r > 0

B(Mo.r) = {M(x:y) €R’ d(M,Mo) < 1} = {(x;y) €R% \/(X—¥,)* +(X—Y¥,)* <1}

3\ \ 5 \ ~ PR A A A 5 \ C A , 2 ,
Hinh tron m¢ nay cling goi 1a mot r-lan can cia My va moi tap con cia R® chira
mot r-1an can nao do6 cia My goi 1a mot 1an can cia M.

Xét mot didm Mpe R? va mot tdp A< R%. C6 thé xay ra ba truong hop loai trir
nhau sau day:

- C6 mdt 1an can ciia My nam tron trong A, nghia 1a chi chita nhitng diém ciia
A. Khi d6 Mg dugc goi l1a diém trong cua tap A.

- C6 mot 1an can cua My nam tron ngoai A, nghia 14 hoan toan khong chira diém
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nao cia A. Khi d6 Mg 1a mot diém trong ctia phan bu cua A.

- Bat ky lan can nao cia My cling ¢6 ca nhitng diém cua A va nhiing diém
khong thudc A. Khi d6 Mg 1a mot diém bién cua A.

Chay. 1) Biém trong cua A 1a mot diém thudc A.
2) Diém bién cla A c¢6 thé thudc hodc khong thudc A.
+ Mot tap hop dugc goi la mé néu moi diém thudc né déu la diém trong cua no.

+ Mot tap hop duogc goi la dong néu moi diém khong thudc no déu 1a diém
trong cua phan bu cua no.

+ Mot tap hop 1a déng néu phan bu cia nd 1a mo.
+ Mot tap hop 1a md néu n6 khong chira diém bién nao ctia né.
+ Mot tap hop 1a dong néu n6 chira tit ca cac diém bién ciia no.

+ Diém M, duogc goi 1a di€m tu cua A, néu moi lan can cia My déu chtra vo so
diém cua A.

Chuy 1) Biém tu c6 thé thudc A, c6 thé khong thudc A.
2) C6 nhiing tap hop khong 1a tdp dong, cling khong 1a tdp md.
Vi du 2: Xét tap hop cac diém trong mat phang. Cho tap hop A
A={(xy) eR% x> +y* <1}
Tt ca cac diém trong cua A: {(x;y) e R%: X* +y? < 1}
Tt ca cac diém bién cua A: {(x;y) eR% x> +y* = 1}
TAt ca cac diém tu ciia A: {(x;y) eR% X2 +y* <1}
Tap A 1a tap mo.

Vi du 3: Xét tap hop cac diém trong mit phang. Cho A 14 tap hop cac diém nam trong
hinh tron don vi ma toa do cac diém la cac so hiru ti.

A={(xy) eQ%x*+y* <1}
A khéng c6 diém trong.
Tap diém bién va diém tu bang nhau: {(x;y) eR% x> +y* < 1}
A khong dong, khong mé.
1.1.2. Pinh nghia ham nhiéu bién

Vi du 4: 1) Nhiét @0 T tai mot diém trén bé mit trai dat tai mot thoi diém t cho trude
phu thudc vao kinh d6 x va vi d§ y ctia diém nay. Chung ta c6 thé coi T 12 mdt ham
theo hai bién x va y, ky hiéu: T = T(x,y)

2) Thé tich V ctia mét binh hinh tru phu thudc vao ban kinh day r va chiéu cao
h. Thyc té ta biét V = nr’h. Khi ¢ V 12 mot ham hai bién theo r va h: V = nr’h.
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Mot anh xa f tir tdp D ctia cac cap s6 thuc (x; y) vao tap R cua cac s6 thuc duge
goi 14 ham cua hai bién sb doc 1ap x, y.

Ky hiéu: f=1f(x;y) hay Z =f(x; y)

Nghia 13 mdi mét cip sb thue (x; y)eD duoc twong ng v6i mot s6 thuc xac
dinh f = f(x; y). Tap D duoc goi 1a mién xac dinh ctia ham hai bién s f = f(x; y).

Tuong tu nhu vay, néu véi mdi mot bo ctia n bién sb doc lap (x1;X;...;X,) dugc
tuong g vai mot sO thuc u thi u dugc goi 1a ham cua n bién s6 ddc 1ap xq; X;...; Xp.

Ky hiéu: u = f(xq; X; ...; Xp)
V(x;y) thi 3 M(X; y) € Oxy va nguoc lai.

— Néu véi qui M(x;y)eD dugc tuwong tng véi mot sb thuc xac dinh f thi f duoc
coi la ham cua diem M(x;y): f=f(M) = f(x;y)

*Chayl: Cach goi va ki hi¢u nhu trén rat gon va tién lgi cho ta hinh dung mot cach
tryc quan vé méi lién hé gitra bién sé va ham sé.

- Mién xéc dinh D cua ham f = f(x;y) c6 thé 1a mot tap hop diém ciia phan mat
phang Oxy dugc gidi han boi mdt duong cong kin nao do.

- Puong cong kin d6 dugc goi 1a bién ciia mién.

- Néu cac diém trén bién ciia mién D ciing thuéc mién xac dinh cua ham thi
mién xac dinh ctia ham Ia mot mién dong (kin).

- Néu cac diém trén bién ctia mién D khong thudc mién xé4c dinh ctia ham thi
mién xac dinh cia ham 1a mdt mién mé.
* Chl y 2: Mién xé4c dinh ctia ham c6 thé 13 toan bd mit phang Oxy.
Mién gié tri cua f: E = {acR: 3(x;y) e D: a = f(x;y)}
1.1.3. Cac vi du:

a). Z = x* + y* . Mién xé4c dinh D; cua ham 1a ca mit phing Oxy.

b). Z=4/1-x*—y?

D, AV(XY):1-xX-y >0 X2 +y <1= D, la mot dudng tron c6 ban
kinh bang 1 = D, déng (kin). (Hinh1.2a)

a) Z=In(x+Yy).
D:;lavV(X;y):x+y>0ox>yoy>—X

Dj; 13 nira mat phang nam vé phia trén ctia dudng phan giac ciia goc phan tu thi I,
D; mo. (Hinh1.2b)
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\/g_xz_yz_zz'

Mién xéc dinh 13 tap (x;y;z)eR® théa x* + y* + 22 < 9. P6 14 hinh cu tdm O,
ban kinh bang 3. (Hinh 1.2c). Hinh cau mé nay mé ta bai hé bat phuong trinh:

b). U=

-3<x<3
—V9-X* <y<9-X
—9-X—y?*<z2<\/9-XxX -y’

y

A

1
- Y
@ \ 7 an‘
NNy 0. xS
o / > I'.r:__ '-__ |:'_-J:__:_\"3
§§$5\ 47 NJKTE.Q
SN { At/
-1 O — x><\«f‘_"
H.1.2a

Y

Hinh 1.2a Hinh 1.2b Hinh 1.2¢c

1.2. Biéu dién hinh hoc ciia ham hai bién so

Goi Z = f(x;y) la ham s6 duoc xac dinh & trong n}ién D. Ta v€ hé truc toa do
Décac Oxyz trong khong gian. Tur diém M ta ké duong thang vuong géc (Oxy) va trén
duong thang d6 lay diém P sao cho MP =Z = f(x;y) AZ

= P(x;y;z) € Oxyz.

V><

——
>

Hinh 1.3

- Khi diém M bién thién khap mién D thi & khong gian Oxyz diém P tuong tng
d3 vé nén mot mit cong nao d6 ma hinh chiéu cia né trén mit phang (Oxy) 1a mién
xac dinh cta ham.

- Vay biéu dién hinh hoc ciia ham Z = f(x; y) 1a mdt mat cong S nao do trong

khong gian Oxyz ma hinh chiéu ctia né trén mit phang (Oxy) 1a mién xac dinh D.

Ch( y: Phuong trinh tong quat cia mit bac hai trong hé toa d6 Descartes Oxyz a:
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Ax? + By’ + Cz* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + Gx + Hy + Kz+ L =0
Tt chuong trinh Toéan cao cép A2, dé v& mit bac hai:
1) Pua dang toan phuong vé dang chinh tic bang bién d6i truc giao.
2) Tim phép bién ddi, xac dinh truc toa do mai.
3) V& hinh.
Vidu 5:

1.) Z = x* + y? ¢6 bidu dién hinh hoc 14 mit paraboldit tron xoay.

Hinh 1.4

2.) Ham Z = /x®+y? c6 db thi 1a nita trén mit non.
Hinh 1.5

3.) Ham Z = xy ¢6 d6 thi 1a mat yén ngya.

Hinh 1.6
4) Z=+1-x*—y* ¢6 biéu dién hinh hoc 13 nira trén mit cAu thm O, ban
kinh 1.

X2 y2 Z2
5) =+ b2 +— =1 ¢6 bi€u dién hinh hoc 1a Ellipsoid:

QD
o

H1.3 Hinh 1.7
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6.) Ham Z =e X ¢6 db thi: Hinh 1.8

Chu y: d6i voi ham c6 tir ba bién sb trd 1én thi khong c6 biéu dién hinh hoc bing
nhtrng hinh anh hinh hoc thong thuong.

1.3. Giéi han ctia ham nhiéu bién sé: Z = f(x; y)

Gia sir Z = f(x; y) = f(M) 1a ham s6 dugc xéac dmh & trong mién D, Mo(Xo;Yo),

M(x; y) 14 hai diém cta mién D. R
y M
Hinh1.9  [~~~~"~"~"~"""77
I
Yol A
) I
. 2 2 | X
Goi pzMoMz\/(x—xo) +(y—Yp) Xe—X >
1.3.1. Dinh nghia gidi han
Cho ham n bién z = (x4, X2, ..., Xp) xac dinh trén magt 1an can ban kinh r ctua
mot diém PeR" va c6 thé khong xac dinh tai P. Ta néi z = f(x4, X, ..., Xp) tien vé LeR

(hay c6 gidi han 1a L). Khi M(Xy, Xy, ..., X,) dan dén P néu v6i moi & > 0 cho trude, ton
tai 0 > 0 sao cho:

0<d(P,M)<ds=>|f(M)-L|<e.

Khi d6 ta viét: lim f(M)=L
Trong truong hop ham hai biénz="f (x;y) thi gidi han co thé duoc dinh nghia la:
S6 L dugc goi 1a gidi han ciia ham: Z = f(x;y) = f(M). Khi M — My (X—Xo,y—>Yo)
(mot cach doc 1ap voi nhau) khi y — 0.
Ta ludn c6 |f(x;y)—L| —>0 nghia la sO L duogc goi 1a gidi han ciia ham Z =f(x;y)= f(M)
khi M — My, néu Ve>0 bétlyy, 3p>0 saocho p=MM <8

= |f(xy)-L<e; L= lim f(M)=lim f(xy)

Y—=>Yo
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1.3.2. Cac vi du:

a) lim(x? —y?)=-3 b) lim 12_ =1
x—1 x—>0x +y
y—2 y—1

c) lim 5— = (VCL) d) lim 5 ! 5 =0 (vVCB)
x—>0x +y X0 X~ +y
y—0 y—o
lim(x? +2y) =3 lim—t = oo

e) x—1 f) x—0 X2 + y2
y—1 y—0

1.3.3.Chuy

1) Tat ca céac khai niém gidi han vé han hodc cac dinh 1i vé gidi han: tong, tich,
thuong déu giong nhu ham s6 mdt bién so.

2) Tir dinh nghia ta nhan thiy: Giéi han cua ham sé f (x,y) khi M — M, khéng
phu thudc duQng (ji cua M tién dén M,, vi thé néu ,chi ra hai duong di cua M tién dén
M, ma f(M) tién dén hai gia tri khac nhau thi ham s6 khong c6 gidi han tai M,

1.4. Sy lién tuc ciia ham sb Z = f(x; y)

Gia str Z = f(x;y) = f(M) 1a ham sb xac dinh trong mién D va My(Xo;Yo) 1a diém
thudc D.

1.4.1. Dinh nghia 1

Ham f(x;y) = f(M) duogc goi la lién tuc tai MgeD néu no xac dinh tai My va ton
tai gi6i han im T (y) = lim (M) = f(M,) = f(%;Y,).

Y—Yo

Tir d6 suy ra néu ham Z = f(x; y) lién tyc tai moi diém (x;y)eD thi ta néi rang
ham Z = f(x; y) lién tuc trong mién D.

Néutadit AX=X—Xo, AY =Y —Yplacac sb gia ciia cac bién doc 1ap x, y thi
A Z =1(x; y) - f(Xo; ¥o)

Goi 1a so gia trén phan twong tng cho ham. Khi d6 ta co: x =xg +AX; Yy = Yo +Ay Va
AZ =1(x; y) — f(Xo; Yo) = f(Xo + A X; Yo + Ay) — (Xo; Yo). Khi d6 :

lim f(x;y)=f(X,;Y,) <:>Alim0[f(x0 +AX; Yo +AY) — F (X5 ¥,)]=0=1lim Az=0
X—>Xg -l

Ax—0
Y—=Yo Ay—0 Ay—0
1.4.2. Dinh nghia 2
Ham Z = f(x;y) lién tuc tai Mo(Xo; Yo) €D néu né xéac dinh tai My va c6
lim Az =0.
Ax—0
Ay—0
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Ham Z = f(x; y) gian doan tai My(Xo; Yo) €D néu né khéng lién tuc tai M.
= Z = f(x; y) gian doan tai Mg khi n6 roi vao mdt trong ba truong hop sau:
* Hodc la Z = f(x; y) khong xac dinh tai Mq(Xo; Yo)-
* Hodc la n6 xac dinh tai Mg nhung khong c6 gidi han: Xli_g(l f(x;y).

Y=Y

* Hodac la ham Z = f(x;y) xac dinh tai My va ¢6 giéi han lim f(x;y)

X=X,
Y=Y,
nhung lim f(x;y)# f(Xo; Vo).
X=X,
Y=Y,

2X—Yy )
Vi du 6: Ham f(x;y) = mlién tuc tai moi diém (X,;Y,) khac (0;0).

Luy y: + Cac ham sau day dugc goi 1a ham so cap co ban: Him hang, ham mii, ham
Iy thtra, ham luong gidc, ham lugng giac ngugc, ham logarit.

+ Ham thu duogc tir cdc ham so cap co ban bang hitu han cac phép toan: cong,
trtr, nhan, chia, khai can dugc goi la ham so cap.

+ Ham so cap lién tuc tai nhitng di€ém ma né xac dinh.

< Bai tap ciing co:

1) Tim mién x4c dinh ctia cdc ham so:

a)z=x"+y" b) z=+1—x*—y’
oy x2+y2
Zz=arcsin— + d)z=In
c) 5y ) 2=l
e) Zz=X*+y* =1+In(4—x*-y?) f)z:Jl—Eg—%;—E;
a c

9) Zz=4y*—2px (p>0) h) z=lg(xy) +y1-Xx* -y’

2) a) Cho hamsé:  f (X, Y)=XY+¥.T‘|mf(y,x);f(—x, -y); f(l,%)

X+Yy+1z

b) Cho hamsé f(x,y,z)=——5—
X"+y +12

11
. Tim f(X,—,—z).
X X
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) Cho z=x.f (X). Hay tim cac ham f va z néu biét z = /1+ y* khi x = 1.
X

2 2

Y
y

3) Cho f(x,y)=>—— Tinh f(%,%),f(—x, ).

4) Tim cac gi61 han sau:

a) Im(x* —2x+y*—6y+4) b)) lim(——) c) lim(x*+y*)
x—1 y X—1

y—3 y:g X y—3
2 2 2 2
d) lim(———Y__) o) im(.—Y)
20 Xy +1-1 X 4y’

2 (xy)#(00)
5) Tinh lién tuc ctia ham hai bién tai 0(0,0): Zz=1{ X*+y
0,(x,y)=(0,0)
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BAI 2: PAO HAM RIENG VA VI PHAN

% Muc tiéu hoc tap: Sau khi hoc xong bai nay, nguoi hoc c6 thé:
Nam viing cac qui tac tinh dao ham riéng trén co s¢ tinh dao ham ctia ham mot bién.
Ap dung cong thure tinh dugce dao ham riéng cua ham s6 an, ham sé hop.

Ap dung cong thirc vi phan toan phan va biét cach ap dung vao phép tinh gan dung.

2.1. Pao ham riéng
2.1.1. DPinh nghia

Gia str Z = f(x;y) 12 ham s6 x4c dinh va lién tuc trong mién D, néu giit y khong
do1, cho x mot sO gia AX # 0 va kha bé thi ham Z = f(x;y) c6 mdt s gia tuong ung goi
la sO gia riéng theo bi€n x cua ham tai M(x; y).

AZ = T(x+ AX; y) — T(X; y).

Tuong ty, gitt x khong d6i, cho y mot sd gia Ay = 0 khé bé thi Z = f(x; y) c6
mot s gia twong tng 12 mot sd gia riéng theo bién y cia ham tai M(x; y),

AZ =1(x; y + Ay) —f(x; y).

thi gidi han d6 dugc goi 1a dao ham rieng theo bién x (hodc y) ctia ham tai diém M,

ki hiu: Z’(x) =£’(x;y) (Zy =1£/(x;y))

A Z . _ .
%: I|m y — I|m f(X+AX1 y) f(X1 y)
OX Ax—0  AX AX—0 AX
oz . AZ L f(Gy+AY)-f(xy)
Tuong ty = M = = Ay

e Nhu vdy: Muon tinh dao ham riéng theo mdgt bién s6 nao dé ta chi viéc xem
ham s6 chi phu thudc vao bién do6 con céc bién khac xem nhu khong do61 va 4p dung
qui tac doi véi ham mot bién dé tinh dao ham riéng.

e Biéu dién hinh hoc:

Hinh 1.10
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Trong d6: f(x,y) biéu dién boi mit S.

Gia sur f(a,b) = ¢, nén diém P(a,b,c)eS. C6 dinh y = b. Pudng cong C; 1 giao
cua S va mdt phang y =b.

Phuong trinh cua dudng cong C; 1a g(x) = f(x, b). Hé sb goc cua tiép tuyén T,
véi duong cong Cq 1a: g’(a) = f°4(a;b).

Pao ham riéng theo x ctia f = f(x,y) 12 hé s6 goc cua tiép tuyén T, v6i dudng
cong C, tai P(a,b,c).

Tuong tu, dao ham riéng theo y cua f = f(x,y) 1a hé s6 goc cua tiép tuyén T, voi
duong cong C, tai P(a,b,c).

Vidu 1:
1.) Cho ham Z = In(x* + y?)
oz 2x 0L 2y
= T 2.2 A 2.2
OXx Xx“4+y° 0y Xx“+y

2.) Cho ham Z = x*.siny

= a—Z—2xsin ; ——chosy
5 a

X
3.) Choham u=+/x*+ y2 +7°
oL X oL y 0oL z
=

ox \/X2+y2+z2 " oy B \/)(2+y2 122 Oz B \/xz+y2+z2
4) Cho ham f(x;y) = 4 — x* — 2y%. Tim £’(1;1) va biéu dién hinh hoc cua dao
ham riéng nay?
Co (x3y) = —2x => "(1;1) = — 2.
Mit phang y = 1 cat ngang dugc dudng cong C;.
Tiép tuyén véi Cy tai (1,1,1) 12 dwong thang mau hong.

Hé s6 goc cua tiép tuyén voi Cy tai (1,1,1) 13 dao ham riéng can tim.

Hinh 1.11

Biéu dién hinh hoc:
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Hinh 1.12 y 2 Hinh 1.13
Tim £y(1;1) va biéu dién hinh hoc cta dao ham riéng nay?

Co fy(xy) = -4y =>\(1;1) = - 4.

Mait bac hai f = f(x,y) mau xanh.

Mit phang x = 1 cét ngang dugc dudng cong C,.

Tiép tuyén vai C, tai (1,1,1) 1a dudng thing mau hong.

Hé sb goc cua tiép tuyén véi C, tai (1,1,1) 12 dao ham riéng can tim.

Hinh 1.14

3

Hinh 1.15 Hinh 1.16

Tinh chit ciia dgo ham riéng
Vi dao ham riéng la dao ham ctia ham mot bién nén tinh chét cua dao ham riéng
cling 1a tinh chat cua dao ham cia ham mét bién.
(af)’x = af’y (f+g)x=Fx+ g
R

(f.g)yx=1xg+1fgx gz
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Ham mot bién: ham lién tuc tai xo khi va chi khi ham c¢6 dao ham cép 1 tai xq.

Ham nhiéu bién: Ton tai ham c6 cac dao ham riéng cip 1 tai (Xo,Yo) nhung
khong lién tuc tai diém nay.

2.1.2. Pao ham riéng cap cao

0Z 0O

Gia st Z = f(x;y) ¢6 cac dao ham riéng theo bién x, y; — P 8_ cac dao ham
X oy
riéng nay dugc goi la cac dao ham riéng cap mot. Néu cac dao ham riéng nay con phu
thudc bién x, y thi cac dao ham riéng cua cac dao ham trén dugc goi 1a dao ham riéng
azz AN Ao/
x2 dy> 8x8y "Oyox

cAp hai cia ham Z theo bién x, y. Ki hiéu:

0’Z 0 .07
L&)
Ta co: o ( ) o (X Y);
0°Z 0 ,0Z

=\ )
Y 5‘y(5‘y) w (X Y).

0°Z 0 ,0Z
=y,

822 0,0,
ayax 5(8_) f, (X y)

. 0Z 07
Pinh ly: Néu ham Z = f(x;y) va cidc dao ham riéng cua n6: —; —;
ox Oy
0’z 0%z ‘ ‘ 0’z 0z

; , lién tyc trong mién D thi ¢ trong mién D, = , nghia la cac
0x0y OyOx ox0y 0yox

P cL iy
dao ham riéng cap hai ; khong phu thudc vao thur ty ctia cac bién lay dao

O0x0y 0yox

ham @6 lién tuc trong mién D. Dong thoi dinh 1y ndi trén con cd thé md rong do1 véi
cac ham nhi€u hon hai bién s6 va cac dao ham riéng cap cao.

Vidu 2: 1) u = f(x;y;2)
d’u B d’u B d’u
0x0y0z 0x0z0y 0Oy0Ox0z

néu cac dao ham riéng nay lién tuc.

2).Z=xy +y
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— =2Xy; —=x"42
OX Y
2 2 2 2
a—§:2y; aZ:2x; 8—322; aZ:ZX
ox Ox0y 0yox
0’2 0Z
= = =2X
0x0y 0Oyox
3). u=2z2e"Y
u, =Z%*Y; Uy = 2y7%e*Y’; Uy, = 4yZe*Y
u'y =2yZ%e Y ; u;x =4yZe Y ; u;,z =4yze'tY
u, =27e"; u, =27, u;'xy =dyzZe*™Y
VAY: Uy, = Uy = Uy =4yZe™™

2.2. Vi phén toan phan
2.2.1. Dinh nghia

Xét ham Z = f(x; y), néu ta cho x mdt s6 gia Ax, cho y mot s6 gia Ay thi ham Z
= f(x; y) 6 mot sd gia twong tng AZ = f(x; y) = f(x +AX; y +Ay) goi 1a s6 gia toan
phan cia ham Z = f(x; y) tai M(x; y). Néu tai diem M(x; y), co:

AZ = A.AX + B.Ay + a(AX; Ay) Q)
Trong d6 A, B 1a nhiing dai luong khong phu thudc vao Ax, Ay. Con a(AXx;Ay)
N AL AN . A _ 2 2 : Py pe X \ A
la mdt vo cung bé cap cao hon p=+/A"x+ A’y khi p— 0. Khi d6 ta ndi rang ham so
Z = f(x; y) kha vi tait M(x; y).

w Va biéu thire A.AX + B.Ay duoc goi 1a vi phan toan phan cia Z = f(x; y) tai
diem M(x; y).

Ky hiéu: dZ hay df(x; y)
dZ = A.Ax + B.Ay

= Néu ham Z = f(x; y) kha vi tai moi diém (x; y)eD thi ta noi rang ham Z = f(x; y)
kha vi trong mién D.

e Chiy: Néu A # 0 hodc B # 0 thi dZ = 0.

— Tai cing mot diém M(x; y) thi AZ va dZ chi sai khac nhau béi a(AX, Ay) 1a mot
v cting bé cip cao hon p khi p — 0. Nghia 14 tai M(x; y), AZ = dZ hay n6i cach khac
dZ 1a phan chinh bac nhét ciia AZ.
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2.2.2. Piéu ki¢n kha vi
e Dinh Iy 1: Néu ham Z = f(x; y) kha vi tai M(x; y) thi tai M(x; y) ham Z = f(x; y)
¢6 cac dao ham riéng theo bién x, bién y.
8—Z:A; 5—Z:B = dZ:a—ZAx+a—ZAy
Ox oy ox oy
Vi x vay la cac bién s6 doc 1ap nén Ax = dx; Ay = dy déu 1 nhitng hang sé nén
dZ = a—ZAX + a—ZAy = a—de + a—Zdy
X ay Ox ay

e Dinh Iy 2: Néu tai M(x; y) ham Z = f(x; y) c6 cac dao ham riéng lién tuc theo
bién x, y thi ham s6 Z = f(x; y) kha vi tai M(x;y).

* Nhan xét:

1). Pinh Iy 1 va dinh 1y 2 noi trén 1a diéu kién can va di dé ham Z = f(x;y) kha vi.
Cu thé, dinh 1y 1 1a di€u ki¢n can; dinh 1y 2 1a diéu kién du.

DPinh ly 2: Can chu y dén diéu kién lién tuc ciia ham sb. Néu bo qua diéu kién do6
thi dinh 1y 2 s€ khong con dung nira.

2). Biéu thirc: f(x;y)AZ = f(x;y)dx goi 1a vi phan riéng d6i voi x cta Z = f(x; y).
3). Suy ra quy tic vi phan toan phan ctia u = f(xy, Xo, ..., X,) la
ou

du =—dx; +ﬂdx2 + ...+ﬁdxn
0X, 0X, [8)

n
Vi du 3:

1). Tim AZ va dZ cua Z = xy tai M(2;3) vai Ax =0,1; Ay =0,2.
AZ=(2+0,1)(3+0,2)—(2x3)=0,72
dZ=y.AZ+x.Ay=3x0,2-2x0,2=0,7
Tai cing diém M(2, 3) thi AZ =dZ = 0,72 - 0,70 = 0,02.

1

\1X2+y2+22

2). Tinh du tai M(x;y;z) néu u=

du:a—udx+a—udy+a—udz
OX oz
ou _ —-X . ou _ -y . Ou_ ~Z
OX (x2+y2+zz)%’ oy (x2+y2+zz)%’ oz (x2+y2+z2)%
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