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.. CHUONG1 N
DPAO HAM VA VI PHAN CUA HAM NHIEU BIEN

< Muc tiéu hoc tap: Sau khi hoc xong bai nay, nguoi hoc c6 thé:
- Hiéu khai niém ham nhiéu bién.
- Tinh dao ham va vi phan cta ham nhiéu blén
- Ung dung dao ham va vi phén dé tinh gin dung gi4 trj cua biéu thirc, tim cyc tri, gia
tri 16n nhét, gia tri nho nhét ctia ham sd.

1.1. CAC KHAI NIEM CO BAN
1.1.1. Tap hop trong R’
Goi R" = {(Xl,xz,...,xn) X €R, i=1,2,..n } 1a khong gian n chiéu (ne N”).

Phan tir X=(X,,X,,... X,) clia R" duoc goi 1a diém hay vecto, con X (i=1,2,...,n) duoc

goi la toa do thiri cua X.
Hai phﬁn tr X=(X1,X2,...,Xn) va y=(y1,y2,...,yn) duogc goi la béng nhau néu
x =y, (i=12,..n).

Khoang cach gitra hai diém x= (Xl,xz,...,xn) va y=(y1,y2,...,yn) la sb

d(X,y):\/(Xl-yl)z +(X2'y2)2 'yn «!2::

Trong tai liéu ndy, ta s& lam viéc trén khong gian nén gdm tap R duoc trang bi khoang

cach d(x,y) nhu trén.

Trong R" cho diém My va sb thuc e >0. Lan cén cua diém M, béan kinh ¢ 1a tap hop
N, (M,)={MeR":d(MM,)<e}.

* Pinh nghia: Goi S 1atdp concia R vaMoe R’ :

¢+ Piém M, duoc goi la diém trong cia S néu ton tai 1an cén N, cua Mg sao cho
M, € N, CS. Tép S dugc goi la mé néu moi diém cua né diéu 1a diém trong.

¢+ Piém M, duoc goi 13 diém bién cia S néu v6i moi lan cén N, cua Mg déu vira chua
nhimg diém thudc S, vira chta nhimg diém khong thudc S, tic Ia N, NS=g,
N, ﬂ(R“ \S) = @ . Nhu vay cta S c6 thé thudc S, ciing co thé khong thudc S. Téap hop tit ca
cac diém bién cia S goi la bién cua S, ki hiéu 9 S.

¢ S duge goi 1a tap dong néu moi diém bién cia S déu la diém thudc S, ki hiéu S.
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+ Phan trong cta S 1a tap cac diém trong cua S.

* Tap S={MeR"/d(M,,M)<r} (r>0) dugc goi la hinh ciu mé tAm Mo, ban kinh .

¢+ Tap S duoc goi la bi chan néu ton tai mot hinh cu nao d6 chira né.

+ Tap S goi 1a lién thong néu véi moi cip diém My, M, trong S déu dugc ndi véi nhau boi
mot duong cong lién tuc nao do6 nam tron trong S. Tap lién thong S goi 1a don lién néu néd bi
giéi han bai mot mit kin (moét dudng cong kin trong R ; tap lién thong S goi 1a da lién néu

né bi gidi han badi tir hai mat kin trd 1én ro1 nhau tirng d61 mot.

Hinh 1 Hinh 2

Trong R?, tap S trén Hinh 1 lién thong, con tap S trong Hinh 2 1a khong lién thong.
1.1.2. Ham nhiéu bién
1.1.2.1. Pinh nghia

Cho R"va DcR".

Anhxa f:D—R

M=(X,,..., X, ) > u=F (M) =f (x,,..., X,)

goi ham sb cuia n bién sé xac dinh trén D.

Tap D dugc goi 1a tdp xac dinh cia ham f. D6 1a tap céc diém (Xl, X, ...Xn) sao cho
f (Xl,xz,...xn) xac dinh.

Téap {f (M)/Me D} goi 1a tap gia tri cta ham sd.

Khi n=2 hoac n=3 ta thuong ki hiéu z=f (x,y), u=f (X,y,Z) .

1.1.2.2. Vidu

Trong R?, cho ham sb f(x, y)=y1 — x>~ y? thi D={(x, y) € R?: x’+ y?<1}. (hinh 3)

Trong R3, cho ham sb f(x,y,z) = X thi

\/9 _x2_ y2 _ 72
D={(x,y,z):x*+y*+z%<9}. (hinh 4)
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Hinh 3

1.1.3. Biéu dién hinh hoc ciia ham hai bién

Gia sir ham hai bién z=f (x,y) xac dinh trén mién D. Ta thay cap (x,y) biéu dién mot diém
M(x,y) trong mat phing Oxy, nén c6 thé xem ham hai bién f(x,y) 12 ham cua diém M(x,y). Ta biéu
dién hinh hoc ham hai bién nhu sau:

V& hé truc toa do Pécac vudng goc Oyxz. Voi moi diém M(x,y) trong mién D cua mat
phang Oxy cho tuwong tng voi mot diém P trong khong gian c6 toa do 1a (X y,f ( )) Quy
tich ctia diém P khi M chay trong mién D duoc goi 1a d6 thi ciia ham hai bién z=f (X,y).

ZA

@(X,y))

V<

Hinh 5

Db thi ciia ham hai bién thudng 1a mot mit cong trong
khéng gian, ma hinh chiéu cta no trén mit phang Oxy la
mién xé4c dinh cta ham.

Vidu:

Ham z=1-x-y (0<x<1,0<y<1—X) co6 do thi la

Hinh 6
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mot mat tam giac vaoi cac dinh (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). (Hinh 6)
1.1.4. Mt bac hai

Mit bac hai 1 nhitng mit ma phwong trinh ciia chiing 13 bac hai d6i véi x.y, z.
1.1.4.1. Mat elipxait

Mait elipx6it 1a mat c6 phuong trinh:
2 2 2
X z
S5,
a~ b ¢
Trong d6 a, b, ¢ 1a nhitng s6 dwong. Vi x, y, z 6 mit trong phuong trinh ¢6 mii chin nén
mat elipx6it nhan cac mat phéng toa do 1am cac mat dbi xung, nhan O lam tam ddi xung.

¢+ Cit mat elipx6it boi cac mat phéng toa do xOy, yOz, zOx, cac giao tuyén theo thir tu la

cac duong elip: z
57 -%5 =1, z=0;
%;+%§—L x=0;

“e Cat mat elipxdit boi mat phang z=k, k 1a
hr:ing sé, giao tuyén c6 phuong trinh
2 2
X? 'y Kk
—+==l-—,z=k (*
a’? b? c? ®)

Néu k<-c hodc k>c thi phuong trinh (*) v6

nghiém, miat phang z=k khong cit mat elipxdit.
Néu k==4c thi giao tuyén thu vé diém X
(0,0, £c).

Néu —c<k<c thi phwong trinh (*) c6 thé viét:

2 2

X
k? — k?
P v
c c

Do 1a phuong trinh ctia duong elip c6 tam tai (0,0,k), c6 ban kinh truc la

I

Khi k tang tir 0 dén ¢, cac ban kinh truc nhé dan dén 0. Khi k ting tir -c dén ¢ giao tuyén

=1, z=k

di chuyén va sinh ra mat elipx6it. Cac hang so a, b, ¢ goi l1a cac ban kinh truc cua elipxdit.

Néu hai trong ba ban truc bé‘mg nhau, chéng han a=c, ta c6 mat elipxdit tron xoay, sinh boi

Tai liéu giang day Mon Vi tich phan A2 4



Xy . . ;
duong elip — + % =1, z=0 quay quanh truc Oz. Néu a=b=c, mat elipxdit tr¢ thanh mit cau
a

tam O ban kinh a.
1.1.4.2. Mit hypebdldit mot tang
Mit hypebdloit mot ting phwong trinh c6 dang:
2 2 2
X_ + y_ - Z_ =1
a’> b® ¢
Trong do6 a, b, ¢ l1a nhiing $6 duong. Mat d6 nhan cac phéng toa do lam cac mat dbi xung,
nhan O lam tdm dbi xtmg. Mat hypebdlbit mot tang cit mit

Z
9 9

phang toa d6 xOy theo duong elip: X—2+§=1, z=0; no
a

cdt cac miat phang toa xOz, yOz theo cac duong hypebol.

X° z -
PO y
2 2
%-2—221, x=0  Xefeemmmnmtmees
C

¢ Giao tuyén cta mit hypeboldit mot tang voi mit
phang z=k, k 13 hing s6, 1a duong elip c6 phuong trinh Hinh 9
2 2 2

Khi |K| tang tir 0 dén + oo, cac ban tryc ciia elip dé theo thir tyr ting tir a dén +oo vatirb
dén +o0o. Khi k bién thién tir -co dén +oo giao tuyén d6 dich chuyén va sinh ra mat
hypeboldit mot tang.

Néu a=b, ta c6 mit hypebdldit mot ting tron xoay, do hypebol

X2
a2
1.1.4.3. Mit hypebdldit hai tang

2
z .
Z =1, y=0 quay quanh truc Oz sinh ra.

4.

Mit hypeboldit hai ting 1a mit c6 phuong trinh:
2 2 2
X,y Zz _
Zie el

Trong d6 a, b, ¢ 1a nhitng s6 dwong. Mit hypeboldit nhan cac

Q
()
x

mat phang toa d¢ lam cadc mat doi xtrng, nhan O 1am tdm do6i xung.

+ Cit mat hypeboldit hai tang boi mat phang z=k, k 13 hang sd, * Hinh 10

giao tuyén co phuong trinh:
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2 2
2 2 2
c

2
X_+y_:k_-]_, z=k

QD
O

Néu |k| <c thi mit phing z=k khong cit mat hypeboldit hai tang.
Néu k= ¢ thi mit phang z=k tiép xtic mit hypeboldit hai tang tai (0,0,c) hoic (0,0,-c).

Néu |k| >c thi giao tuyén cua mit phang z=k v&i mit hypeboldit hai ting 1a duong elip co

2 2
ban truc la a\/[k—z-l], bJ k—z—l].
C

C
Khi |k| tang tir ¢ dén + oo, cac ban kinh tryc 16n dan tir 0 dén + oo, giao tuyén di chuyén

va sinh ra mat hypebol6it hai ting.
Néu a=b, ta c6 mit hai ting tron xoay, do hypebon

2 2

L =-1, z=0 quay quanh truc Oz sinh ra.

a’ b’
1.1.4.4. Mat paraboloit eliptic

2 2
X
b6 1a mat c6 phuong trinh —+ Yy =2z trong do p, q la cac

p
s6 duong.
Mit parabdldit eliptic nhan cic mat phang yOz, zOx lam
mat doi xing.

¢+ Mit paraboloit eliptic cat cac mit phang x=0, y=0 theo

Hinh 11

cic duong parabon nhan Oz lam truc: y® =20z, x=0 ;
x*=2pz, y=0.

+ Giao tuyén clia mit paraboldit eliptic voi mat phang z=k 1a duong elip c6 cac ban truc:

1/Zpk,a/qu:

giao tuyén di chuyén va sinh ra mit paraboldit eliptic.

1.1.4.5. Mat parabdldit hypebdlic

2 2
X+ Y =27, 7=k ndu k>0, 12 g toa d6 néu k=0. Khi k ting tir 0 dén + 00,
2pk 29k

2 2

X .
b6 1a mat c6 phuong trinh — Y =2z trong do p, q la cac so duong.

p
Mit paraboloit hypebélic nhan cac mit phang yOz, zOx lam mit dbi xtng.
+ Cit miat parabdloit hypebolic boi mit phing zOx giao tuyén la duong parabol

x?=2pz, y=0, parabon nay nhan Oz lam tryc.
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¢ Cat mat paraboloit hypebdlic boi mit phang x=k song
song v6i mit phing yOz ta dwoc duong:

2

y?=-2q [Z- :—p], x=k . D6 1a dudng parabén c6 tham sb q,

o truc song song vdi Oz, quay be 16m vé phia z<0, c¢6 dinh

nam trén duong x*=2pz, y=0. Khi k bién thién tir —o dén

, q Hinh 12
+o0, giao tuyén di chuyén va sinh ra mat parabdloit
hypebadlic.
. , x* y°
¢+ Cat mat paraboloit hypebdlic boi mat phang z=k, ta duoc duong —-—=2z, z=Kk.
P q

Néu k>0, d6 1a duong hypebon co truc thuc ndm trong mat phang zOx va song song voi
Ox, ¢6 ban truc thuc a/2pk , ban truc ao a/2qk . Néu k<0, d6 1a duong hypebdn co truc thuc

nam trong mit phang yOz va song song v6i Oy, ban truc thuc -2gK , ban truc 4o V-2pk .
2 2

Néu k=0, phuong trinh cta giao tuyén tré thanh — Y =0; z=0, nén giao tuyén trong truong

P q
hop nay la cip duong thang giao nhau y =7 \/gx trong mat phang Oxy.
Y

1.1.4.6. Mt tru bac hai
Néu 1 trong 3 bién

s6 khong co6 mit trong

phuong trinh cia mat

nao d6 thi mat d6 la mat

tru.

. Chéng h@.l’l, mit ¢6 Hinh 13 Hinh 14

2 2
phuong trinh a—2+F:1, trong do a, b 1 cac hing sd dwong 1a mit tru elip c6 duong sinh

song song truc Oz.
¢+ Mit c6 phuong trinh y=x? biéu dién mat tru parabon c6 dudng sinh song song truc

Oz.

2 2

¢+ Mat tru hyperbolic c6 phuong trinh: X—2 — g—2 =—1.
a

1.1.4.7. Méat n6n bac hai
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Phuong trinh chinh tic cia mat non c6 dang:

{ .
H t | ‘_..r" e
& F LY : -~ ﬁ.“
_,.--*/ T flmmmm =TT =,
> !
x "--—.\_ _______ —_—
Hinh 16
Hinh 15

1.1.5. Giéi han ctia hAm nhiéu bién
1.1.5.1. Pinh nghia
Néi rang diy diém {Mn (Xos Vs )} dan dén diém Mo(Xo, Yo) trong R?; ki hieu M, — M,

) lim x, =X,
khin— oo neu limd(M,,M;)=0 hay {" >
n—oc limy, =Yy,

1.1.5.2. Pinh nghia
Cho ham z = f(M)=f(x,y) xac dinh trong lan can U nio d6 ciia diém Mg(Xo,Yo), ¢ thé trix

tai diém M. Ta ndi rang ham f(M) c6 gidi han 1a L khi M(x,y) dan dén Mo(Xo,Yo) néu moi diy

diém Mn(Xn, Yn) (Khdc M) thudc 1an can U dan dén My ta déu co: limf (Xn WY, >:L.

n—oo

Thuong ki hiéu:
J'll}of('v'):" hay (X’y)llm‘yo)f(x,y):L hay lenxlf(X’W:L'

Y—Yo

(St dung ngon nglt €, 6 ta cling c6 dinh nghia sau: Ham f(M) c6 gidi han l1a L khi
M— Mo khi va chi khi Ve>0, 35 = 5(¢,Mo) > 0 sao cho d(Mo,M)<dé = |f(M) — L|<€).

*Chay:

1. T4t ca céc khai niém gidi han v6 han hodc cac dinh li vé
gi6i han: tong, tich, thuong déu giéng nhu ham s6 mot bién sb.

2. TUr dinh nghia ta nhan thiy: Gidi han L ciia ham sé f(x,y)
khi M—Mj khong phu thudc dudng di cia M tién dén My. Vi

thé, néu khi day M, tién dén My trén hai duong Cy, C, khac

nhau ma day f(M,) tién dén hai gidi han khac nhau thi ham s Hinh 17
khong c6 gidi han tai M.
1.1.5.3. Vidu

1. Tim gidi han cta cac ham so sau:
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Giai

Ta c6 Mo(1,1) khong thudc mién xac dinh D cua ham sé d cho.

Xét diy diém bat ki Mi(XeY)CD hoi tu dén diém Mo(1,1),

limx, =1, Ilm y, =1. Gidi han ctia day gia tri ham s6 tuong tng 1a:

k—o0

limf (M, )= lim ky"_llm(x +y,)=1+1.

k—oo k—o0 X _yk k—oo
Vay ham sb c6 gi6i han tai Mo(1,1) bang 2.

. . X+y
b lim f(xy)= Ilim ————.
)<x,y>ﬂ<oc,oc> (xy) (xy)=(0000) X% -Xy+y?

Giai
Ta co:
T e I
X xy+y?| \xz-xy+y2\ [x*+y?|-[xy]
N
2Pyl oyl Tl ly y =00
Theo nguyén 1y kep ta duogc:
: L xty
(X,y)'l@m)f ()= <x,y)|lr<?o,m> X2 -xy+y?
2
¢) lim— y2
R
Giai
Taco D=R*\{(0,0)}.
Theo bat dang thirc Cosi, ta co:
|_| ||x|+|y| X
x +y ‘ x*+y* T 2
2
Do d6 khi x — 0 thi Ilmf(xy)—llm XY _o
x—0 X +y

y—>0 y—0
2. Chting minh rang ham s sau khong c6 gidi han tai diém Mo(0,0):
X2 +3 2
f(xy)= y
S5xy

nghia

la:
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Giai
r ~ < R 1 1 A ’ . 5 \ A \ ~ < A \ A A < A
Xét day diem M, K C D mién xéc dinh ctia ham s6 va day diém nay hoi tu dén diém

Mo(0,0). Khi d6 diy ham sb twong tng c6 gi6i han 1a:

1 N 1
. o k2 K24
fimfoxy) = fim == =5
k2
L Lvs e Ame. 4R 12
Mait khac, xét day diém N, K cD.
Diy gia tri ham s6 twong tng c6 gidi han la:
st 12
lim f li —P-{-P 13
lim f (x,.y, ) = Jim S5 =2
k2

Viy theo dinh nghia ham sb da cho khong c6 gidi han tai diém Mo(0,0).
1.1.6. Tinh lién tuc ctia him s6 nhiéu bién s6
1.1.6.1. Pinh nghia

Gia stt .D c R* - R, diém My thuc D.

Ham s6 f duogc goi la lién tuc tai Mo néu:

i) MoeD (tirc 13 ton tai gia tri f(M,))

ii) TOn tai gidi han Iirnl f(M).
0

i) lim f(M)=F(M,).

i) i, S ()

Gia sir ham s6 f(M) xéac dinh trén mién D. N6i réng ham s6 lién tuc trén mién D néu no
lién tyc tai moi diém M ED.

Ham s f(M) lién tuc trén mién dong D néu né lién tuc trén mién D va lién tuc tai moi
diém N€0D.

*Chu y: V&i Mo(Xo, Yo), 20i: AX = X — Xo, AY = Y — Yo, 13 cac sb gia ctia cac bién doc 1ap x,
y va Af = f(Xo + AX, Yo + Ay) — f(Xo, Yo ) 1a s6 gia toan phan ciia ham sé f(x,y) twong Gmg véi
cac sd gia AX, Ay. Khi d6 ham s f(x,y) lién tuc tai (xo,Yo) néu né xac dinh tai (xo,Yo) Va

lim Af =0.
(Ax,Ay)—(0,0)

1.1.6.2. Pinh nghia

Ham sb u=f(M) duogc goi la gidn doan tai My néu nd khong lién tuc tai diém nay.
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Nhu vay ham u=f(M) gian doan tai Mg néu:
1) Hodc khong xac dinh tai M.

ii) Hodc ham x4c dinh tai Mg nhung khong ton tai lim f(M).
M—->M,

iii) Hodc ham xéc dinh tai Mo nhung _lim (M) = f (M,).
M—M,

1.1.6.3. Vidu
Xét tinh lién tuc cia cac ham sb sau:
XY i x2+y? = 0
a) f(xy)=1x2+y?
0 khi x=y=0

Giai
Ham s6 f (X,y) lién tuc tai moi diém X2+y2 =0.
Xét tinh lién tuc cta f(x,y) tai (0,0):
2

] X%y B
(val)lino,o) X2 +y? =0=1(0,0)

Taco: lim )f (xy)=

(xy)—(0.0

Vay f(x,y) lién tuc trén R?.
oy

b) f(Xy)=1x2+y?
0 khi x=y=0

khi x?+y? =0

trong 46 « 14 hang sé duong.
Giai
Ham s6 f (x,y) lién tuc tai moi diém X2+y2 =0.

Xét tinh lién tyc ciia ham s6 f (x,y) tai diém (0,0).
, 1 1 a-1
Taco |xy| < > (XZ +y2) = ‘f (x,y)‘ < 2_(1()(2 +y2>

Néu o >1 thi ( (xy)=0=f(0,0).

oo
Vay f(x,y) lién tuc tai diém (0,0).
Néu o <1 thi

x2¢ 1

Taco: f(xx)= = .Neén f(X,X) khong dan t&i 0 khix— 0.
( ) o i) ( ) ong dan téi ix
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Vay f(x,y) khong lién tyc tai (0,0).
1.2. PAO HAM VA VI PHAN
1.2.1. Pao ham riéng
1.2.1.1. Pinh nghia
Cho Z= f(x,y) x4c dinh trong mién D va Mo(Xo,Yo) €D. C6 dinh y=yo, néu ham f(x,yg) ¢6
dao ham theo bién x tai x=x¢ thi dao ham d6 duoc goi la dao ham riéng cua ham f(x,y) theo

bién x tai Mo(Xo,yo).

A , . of oZ L
Ky hleuz ZXI fx (Xolyo) (Xoayo)! a_x(xofyo)a tuc la

" ox

of L f(x, +AX,y,)=f(X,,¥,)
e o) = fim, =m0

Tuong tu: C6 dinh x=x¢, néu ham f(xo,y) ¢6 dao ham theo bién y tai y=yo thi dao ham dé
dugc goi 1a dao ham riéng cta ham f(x,y) theo bién y tai Mo(Xo, Yo).

o a o : of oZ L
Kyhleu:Zy, fy (X5, Y,) 5(x0,y0), E(xo,yo). tic 1a

ﬁ(x y ): lim f(xo1y0+Ay)_f(Xo’y0)
ay 0’70 Ay—0 Ay

Mot cach tong quat, ta ¢6 thé mo rong khai niém dao ham riéng ra d6i voi ham n bién véi

n>3. Chfmg han, dao ham riéng theo bién z cia ham u = f (X, Y, Z) tai Mo(Xo, Yo,20) la:

of L f(X,,Yy 2, +AY) T (X,,Y,,2,)
5z CorYorZ) =l x

* Nhan xét: Nhu vay khi tinh dao ham riéng theo bién x tai (xo,Yo) bang cach coi y=yq la
hang s6 va tinh dao ham ctia ham mot bién f(x,yo) tai x=x,. Tuong ty, tinh dao ham riéng theo
bién y tai (xo,Yo) ta tinh dao ham ctia ham mot bién f(x,yo) tai y=yo (Xem X=X, 1a hing sd).

Nhu vay, theo nhan xét trén thi cac quy tic va cong
thire tinh dao ham riéng ciing gidng nhu quy tic va céc
cong thuc tinh dao ham ham maot bién.
1.2.1.2. Y nghia

Goi S 1a do thi cua ham s6 Z=f(xy), C; la giao

tuyén cua S va mit phang y=yo, C; chinh 1a d6 thi cta

ham s6 mot bién s6 f(X,y,) trén mit phing y=yo. Do

d6 dao ham riéng f; (X,.y,) 12 hé s6 goc cua duong tiép

Hinh 18
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tuyén Ty cta Cy tai diém P(X,,Yy.Z,) trong d6 Zy=f (X,.y, ). Con dao ham riéng f; (X,.Y,)
1a hé sb goc cua duong tiép tuyén T, ciia C, cia mat S voi mit phing x=xo tai diém
P(Xo:¥0:Zo) -

Pao ham riéng ctia ham $6 z=f(x,y) theo bién x tal diém Mo (Xo,Yo) ciing biéu thi van tde
bién thién ctia ham s6 Z=f (X,y) theo huéng x tai di€m Mg(Xo,Yo), con dao ham riéng ctia ham
s6 Z=f(x,y) theo bién y tai diém Mo(Xo,Yo) bicu thi van toc bién thién ctia ham sé Z=f (x,y)
theo hudng y tai diém Mo(Xo,Y0),

1.2.1.3. Vidu

\ \ . 1 A X
a) Tim dao ham riéng cua ham s0 Z =Intan— .

y
b) Tim dao ham riéng cta ham sb u=e*Ycosz .
¢) Tim dao ham riéng cta ham sé u=acrtan (x-y)’.
1.2.1.4. Pao ham riéng cip cao
¢+ Dinh nghia

Gia su ham Z=f (xy) c6 cac dao ham riéng Z|, Z, . Céc dao ham riéng nay dugc goi 1a

dao ham riéng cip 1 ctia ham s6 Z=f (X,y) . Chung ciing 1a cac ham sd theo bién x, y. Vi vy
co thé xét dao ham riéng cua ching: (Z}) , (Z )y : (Z )X, (Zy) , £oi 1a dao ham riéng
cap 2 ctia ham Z=f (x,y) . Ta dung céc ki hiéu sau:

0’z : 0’z
= Zr —_ 7" _ ,
6)(2 ( X) y Xy 6yax

(Z; ),x = Z::X =

N g _O0Z , 0'Z
(Zy)xzzyxzaxay’( y)yzzw:W

Tong quat, cac dao ham riéng cua cac dao ham riéng cép (n-1) cta ham Z=f (X,y) duoc

goi la cac dao ham riéng cap n ciia ham Z.

¢+ Pinh li 1. (Dinh li Schwartz)

2 2
Néu ham Z=f (x,y) c6 cac dao ham riéng ; Z trong mién D va néu cac dao ham
OX0y 0OYyOX
riéng ay lién tuc tai (Xo,yo) e D thi
0’z 0’z
—( Xy, =—\ X, .
ooy Xo¥o) =5 5 (Xoo)
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Pinh li Schwartz con dugc md rong cho ham nhiéu hon hai bién va cho cic dao ham
riéng cép cao hon. Chang han, ham s6 u=f(x,y,z) c6 céc dao ham riéng cap 3 lién tyc tai
diém (X,,Yo,2,) €D thi
3

Byoxaz

o’u ou

m(xo,yo,zo)ZM (Xo’ywzo)

(Xo Yoo Zo) =
*+Vi du:
Tinh dao ham riéng cap 2 cua cac ham so sau:

a) Z=f (xy)=x’e"+x’y*-y°.

sinl
b) Z=f (x,y)=e *+arctanxy .
c) u=f(xy,zz)=z%"" .

1.2.2. Vi phan
1.2.2.1. Pinh nghia

Cho ham s6 Z=f (x,y) xac dinh trong mién D va (Xo,yo) eD. Cho x s6 gia Ax,y sb gia
Ay sao cho (X,+Ax,y,+Ay)eD.
Ham Z=f (x,y) dugc goi 1a kha vi tai (XO ,yo) néu s6 gia toan phan
AF=F (X, +AX, Yo +AY ) = (X4.Y,)
c6 thé viét dudi dang:
Af=A.AX + B.Ay+o.AX + B.Ay
trong do, A, B 1a cac hﬁng s6; a, B—0 khi Ax, Ay —>0.
Khi d6 dai lugng A.Ax+B.Ay dugc goi l1a vi phan toan phén cua ham Z=f (x,y) tai
(Xo.Y,) vakihiéula df (x,.y,) hay dz. Ta cé:
dz=df (x,.y, ) = AAX+B.Ay
Ham Z=f (x,y) goi 1a kha vi trong mién D néu Z=f (x,y) kha vi tai moi diém (x,y)eD.

*Nhan xét:
Ttr dinh nghia trén, ta co:

. £ o ... . Af —df B
Ham so Z=f (X,y) kha vi tai (Xo,yo) = Allm)m =0.

Ay—0
1.2.2.2. Pieu kién kha vi ciia ham so

*Piéu kién can
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¢ Pinh li 2: Néu ham s6 Z=f(xy) kha vi tai (X,,y,) thi ham Z=f(x,y) lién tuc tai

(Xo0¥o)-

¢ Dinh 1i 3: Néu ham s6 Z=f (x,y) kha vi tai (X,,y,) thi tai do ton tai cac dao ham riéng

£l (Xe:Yo), T (X01Y,) VA co

df (Xo.Yo) = F1(Xo.Yo ) AX+T) (X,.Y, ) Ay

*Nhan xét:

i) Néu ham s6 Z=f (x,y)=x thi % -1va % —0.Taco
OX oy
dx=dz= %Ax + . Ay = AX
OX oy
Tuong ty, néu ham sé Z=f(xy) =y thi oz =1va 9z _ 0.Taco
oy OX
oz oz

dy=dZ=—Ax+—Ay=Ay.
Yy PV o y =AYy

Do d6 vi phan ctia ham Z=f (X,y) thuong duoc viét dudi dang:

dZ:%dx+%dy
OX oy

ii) Biéu thirc vi phan c6 thé m¢ rong cho ham nhiéu bién n>3 bién. Chang han
- Véi ham ba bién u=f (x,y,z), ta co:

ou

du=—
OX

dx+a—udy+a—udz.
oy /4

Véi ham n bién u=f (x,X,,...,X, ), ta co:

du=8—udx1+a—udx2+...+a—udxn
OX OX

2 n

Theo dinh 1i 3 thi ham Z=f (x,y) kha vi tai (X0 ,yo) thi tai (Xo,yo) ton tai cac dao ham
rieng T, (X,.Yo ). f) (XY, ) - Tuy nhién sy ton tai cac dao ham riéng nay khong du dé khang
dinh ring ham Z=f (x,y) kha vi tai (X,.Y, ).

Chéng han xét ham (x,y)=3/xy tai (0,0). Ta co:
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=0

£(00) - tim 10+ 850)(00)
X Ax—0 AX

Tuong tu, f; (0,0) _ A"mof (0, 0—|—A§3_f (0’ O)
y—>

=0

Nhung ham f(x,y)=3/xy khong kha vi tai (0,0), that vay:

i ~[f:(0,0)Ax+ f;(0,0)Ay | _ may
JAXE + Ay? JAXC + Ay
Af =] £,(0,0)Ax+ ; (0,0)Ay |  Ax?”?

«/Ax2+Ay2 - 2|Ax| o

Liy Ax=Ay thi

*Piéu kién da
¢ Pinh 1i 4: Néu ham sb zZ=f (x,y) ¢6 tai cac dao ham riéng & 1an can diém (X0 ,yo) va
néu céc dao ham riéng d6 lién tuc tai (X,,Y,) thi Z=Ff(x,y) kha vi tai (X,,Y,)-
* Chay: Ta co cac cong thirc tinh vi phan ctia ham hai bién gidng nhu & ham mot bién.
d(au)=adu
d(uxv)=duxdv

d(uv)=vdu+udv

q (Ej _ vdu-udv

v v?

Nho cac cong thire trén ta c6 thé riit ngén viée tinh vi phan ciia ham hai bién.
1.2.2.3. Vidu

1) Tim vi phéan toan phan ctia ham sb:
a) Z= \/m :
b) u=e“" sin’z.
2) Tinh vi phén toan phan cta ham s6: Z = f (x,y)= In(x2 + XY+ yz) tai M, (12) biét
Ax=0,1; Ay =0,2.
1.2.2.4. Ung dung vi phan toan phan dé tinh gin ding
Gid str ham s6 Z=f (x,y) kha vi tai (X,,y, ). Ta co:

(XA, +AY )-F (Xo.¥o ) =F1 (X0.Yo ) AX+F) (X0, ) AY + @ AX® + AY?
Trong 46 a —0 khi AX —0,Ay -0
Khi |AX|, |Ay| khé bé thi
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f (X +AXY, +AY)-F (X4, ) = 5 (Xo.Yo ) AX+T) (X4.Y, ) Ay

Ta c6 cong thire xap xi

f (Xt AXY, +AY) = (X0,Yo )+ (Xo,Y, ) AX +f, (Xo.¥o ) AY

Vi du:
Tinh gi4 tri gin ding cia A=(1, 04)2’03 .
Giai
Xétham f(x,y)=x", tacé
£ (xy)=yx’ ™ £ (xy)=x"Inx.
Khi d6 ta duoc cong thirc tinh gan diing
A=(x,+ AX)(yO ) & X, +y x0T Ax+x ) In x Ay

Néu chon
X, =1, Ax=0,04
Y, =2, Ay=0,03
thi A=1+ 2.1.(0, 04)+1. Inl.(O, 03) =1,08.

1.2.2.5. Vi phan cép cao
¢ Dinh nghia

Gia sir ham s§ Z=f (x,y) kha vi. Khi vi phéan toan phan dZZ%dX +%dy cling 1a ham

ctia hai bién x, y. Néu dZ c6 vi phan toan phan thi vi phan d6 duoc goi 1a vi phan cap hai cua
Z, ki higu d°Z. Ta c6
d?Z=d(dZ).

Tong quat, vi phan cta vi phan cap n-1 cta ham Z duoc goi 12 vi phan cip n hay n 1an kha

Vi.
d"z=d(d"'z).
Ham s6 ¢6 vi phan cdp n duoc goi 1a kha vi dén cip n hay n 1an kha vi.
+ Cong thirc tinh vi phan cip cao

Gia str ham so Z=f (X,y) c06 cac dao ham riéng dén cap n lién tyc. Ta co:

dz=% gx + %% dy véi dx, dy khong doi.
X oy

Suyra
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0°Z 0°Z
dxdy +—
oxoy oy

oz oz j dy?

2
d2z=d(dz)=d| Zdx+Zdy |= T Zax? +2
x oy )T o

Ki hi¢u 2
= i3 dx + 9 dy | z
oX oy
Tuong tu dbi voi vi phan cip cao hon hai, ta di dén cong thirc tong quat
d'z= idx+£dy z
OX oy

*Chuy:

i) Cong thirc trén vi phan cap cao ki hiéu nhu trén duoc hiéu mot cach hinh thic 1a luy
thira bic n ciia mot nhj thire. Sau khi khai trién ham z dwge dit vao trong dau 9.

i1) Néu x, y lai 1a ham cua hai bién doc 1ap s, t nao d6 thi cong thirc trén khong con ding
khin>2.

¢ Vidu:

Tinh vi phan cip 2 cia ham s6 Z=f (x,y)=e*.siny

Taco: Z =¢e*.siny, Z, =e*.cosy= Z;, =€*.siny,Z} =77 =e*.cosy,Z =-e*siny.
1.2.3. Pao ham cia ham hop
1.2.3.1. Pinh nghia

Cho ham Z=f(u,v) trong &6 u=u(xy), v=V(x,y) 1a ham cta hai bién doc l4p x, y.
Khido Z=f [u (%, y),v(x, y)] 1a ham hop cia hai bién x, y qua hai bién trung gian x, y.
1.2.3.2. Pinh li 5

Cho ham Z=f(u,v) trong d6 u=u(Xy), v=v(X,y). Néu cac ham f(uyv), u(xy),
V(X,y) c6 cac dao ham riéng lién tuc ddi véi cac bién cua ching thi tdn tai cac dao ham riéng

0L 0oL

— ., —vaco
oX oy
0z_oz u oz v
OX Ou X oV ox
oz _oz v oz v
oy oudy ov oy
*Cha y:

i) Néu Z=f (uv) véi u=u(x), v=v(x) la céc ham cia x thi Z=f[u(x),v(x)] la ham

v ) dz ) \
mot bién theo x. Khi d6 d_ duoc goi 1a dao ham toan phan cua Z theo x.
X
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