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Chƣơng 1 

ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN CỦA HÀM MỘT BIẾN 

------- 

 

 

 

 

 

 

1.1. Hàm số 

1.1.1. Khái niệm hàm số  

Cho D . Ánh xạ : Df   được gọi là một hàm số xác định trên D 

Tập D gọi là miền xác định của f. 

 ( )T f x x D   gọi là miền giá  trị của f. 

  , ( )G x f x x D   gọi là đồ thị của hàm số. 

Ví dụ: Hàm số 

 
  2

:

1

f

x y f x x



  

 


 

Tập xác định D  , tập giá trị  1;T   . 

1.1.2. Tính chất 

Cho các hàm số y=f(x) , y=g(x)  và y=F(x). 

a/ gf   khi và chỉ khi f,g có cùng miền xác định D và x D: f(x)=g(x)  . 

b/ f>g khi và chỉ khi f,g có cùng miền xác định D và x D: f(x) g(x)   . 

c/ F=f+g x D  là miền xác định của F thì F(x)=f(x)+g(x) . 

d/ Hiệu, tích, thương của f,g  được định nghĩa tương tự. 

e/ Hàm số y=f(x)gọi là tăng hay đồng biến 1 2 1 2 1 2x ,x D:x <x f(x )<f(x )    

f/ Hàm số y=f(x)  gọi là giảm hay nghịch biến 1 2 1 2 1 2x ,x D:x <x f(x )>f(x )    

g/ Hàm số y=f(x)  gọi là bị chặn (hay giới nội) trong D nếu k>0: f(x) <k, x D   . 

h/ Hàm số y=f(x)  gọi là hàm số chẳn trên miền đối xứng ( ; )a a  nếu ( ; ) :x a a    

f(-x)=f(x) . 

i/ Hàm số y=f(x)  gọi là hàm số lẻ trên miền đối xứng ( ; )a a  nếu ( ; ) :x a a    

f(-x)=-f(x) . 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

- Tìm giới hạn, xét tính liên tục của hàm số. 

- Tính đạo hàm, vi phân của hàm. 
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j/ Hàm số y=f(x)  có tập xác định D , hàm số f gọi là hàm số tuần hoàn nếu tồn tại số 

0l   sao cho nếu x D  thì x l D   và f(x+l)=f(x) , số dương bé nhất trong các số l trên 

gọi là chu kỳ của hàm số tuần hoàn y=f(x) . 

Ví dụ: Hàm số y=sinx, y=cosx  tuần hoàn với chu kỳ 2 . Hàm số y=tanx,  y=cotx  tuần 

hoàn với chu kỳ . 

1.1.3. Hàm số hợp. 

1.1.3.1. Khái niệm 

Cho hàm số: :f X Y và :g Y Z . Hàm số :h X Z  gọi là hàm số hợp của gf ,  ký 

hiệu: h f g   xác định bởi      f g x f g x  

1.1.3.1. Ví dụ 1  

Cho 2( ) 1, ( ) sin 2f x x g x x    thì 

  2 2( ) ( ( )) ( ( )) 1 sin 2x 1f g x f g x g x     . 

   2 2( ) ( ( )) sin 2( ( )) sin 2( 1) sin 2x 1g f x g f x f x x      . 

1.1.4. Hàm số ngƣợc 

Cho hàm số  :f X Y , nếu f  là một song ánh thì 1 :f Y X   là hàm số ngược của f . 

Ví dụ: Hàm số 22  xy , hàm số ngược của nó là 
2

2


y
x ( hoặc 

2

2


x
y ). 

1.1.5. Một số hàm số sơ cấp cơ bản 

 Hàm số Rxy   , , miền xác định của nó phụ thuộc vào  . 

- Nếu N  thì RD  . 

- Nếu Z   thì  \ 0D R . 

- Nếu Q   thì D R . 

- Nếu Q   thì  \ 0D R . 

 Hàm số 1,0,  aaay x , xác định  0\ Rx , hàm số tăng khi 1a , giảm khi 

10  a . 

 Hàm số 1,0,log  aaxy a , là hàm số ngược của xay   xác định khi 0x , hàm số 

tăng khi 1a , giảm khi 10  a . 

 Hàm số lượng giác: 

- sin , cosy x y x   miền xác định là R . 
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- tan ,y x xác định khi (2 1) ,
2

x k k Z


   . 

- cot ,y x  xác định khi ,x k k Z  . 

 Hàm số lượng giác: 

- xy arcsin  là hàm số ngược của xy sin . 

- xy arccos  là hàm số ngược của xy cos . 

- xy arctan  là hàm số ngược của xy tan . 

- coty arc x  là hàm số ngược của coty x . 

 Hàm số hyperbol 

- 
2

x xe e
shx


  (sin hyperbol) 

- 
2

x xe e
chx


 (cosin hyperbol) 

- 
shx

thx
chx

  (tan hyperbol) 

- 
chx

cothx
shx

  (cotan hyperbol) 

Ta có các công thức: 

2 2 1ch x sh x      s 2x 2s x. xh h ch  

2 22xch ch x sh x      s x. x.h x y sh chy ch shy    

  x. x.ch x y ch chy sh shy      s x. x.h x y sh chy ch shy    

  x. x.ch x y ch chy sh shy   ;… 

1.2. Dãy số và giới hạn của dãy số 

1.2.1. Khái niệm 

 Định nghĩa 1. Hàm số RNu *:  ( *N  là tập các số nguyên dương). Những giá trị của 

hàm số ứng với ,...,...,3,2,1 nn   gọi là một dãy số.  

Đặt ),...(),...,2(),1( 21 nuuuuuu n  , dãy số được viết dưới dạng  nu  hoặc 

,...,...,,, 321 nuuuu ,  

Các số iu  gọi là các số hạng của dãy, nu  gọi là số hạng tổng quát của dãy. 

 Ví dụ: Dãy  











1n

n
un  là dãy số : ,...

1
,...,

3

2
,

2

1

n

n
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 Định nghĩa 2. Số a được gọi là giới hạn của dãy số  nu  khi n , ký hiệu 

aun
n




lim  hay aun   khi n , nếu 0, 0:N n N        thì  aun . 

Dãy số có giới hạn thì gọi là dãy số hội tụ, ngược lại gọi là dãy phân kỳ. 

Ví dụ: Chứng minh rằng 1
1

lim 
 n

n

n
. Thật vậy,  

0  bé tùy ý, ta có thể chọn một số rất bé cụ thể nào đó, chẳng hạn 
410

1
 . 

Muốn cho 110
10

1

1

1

10

1
1

1

4

44






 n

nn

n
aun  . Thì ta phải chọn 

410 1N   , lúc này ta sẽ có  1nu . 

 Định nghĩa 3. Dãy  nu  dần dến vô cùng khi n  tiến đến vô cùng nếu với 0M  lớn 

tùy ý, có số nguyên dương N  sao cho với mọi Nn  , ta luôn có Mun  . Ký hiệu: 




n
n

ulim . 

 Ví dụ: Chứng minh rằng  


n
n
lim . Thật vậy: nếu chọn 510M , muốn cho 

105 1010  nn  thì ta chọn 1010N . Lúc này Mnn  1010 . 

 Định nghĩa 4. Dãy  nu  gọi là vô cùng lớn nếu 


n
n

ulim ; dãy  nu  gọi là vô cùng bé 

nếu 0lim 


n
n

u . Lưu ý rằng nếu  nu  là vô cùng lớn thì 








nu

1
 là vô cùng bé và ngược lại. 

1.2.2. Các định lý về giới hạn của dãy  

1.2.2.1. Các tính chất 

- Nếu dãy  nu  có giới hạn là a  và  a p a p   thì tồn tại N sao cho với mọi 

Nn   ( )n nu p u p  . 

- Nếu dãy  nu  có giới hạn là a  và ( ),n nu p u p n    thì ( ).a p a p   

- Nếu dãy  nu  có giới hạn là a  thì a  là duy nhất. 

- Nếu dãy  nu  có giới hạn thì nó bị chặn, tức là nkuk n  ,:0 . 

1.2.2.2. Các định lý 

 Định lý 1. Cho lim , limn n
n n

u a v b
 

   

- Nếu nvu nn  ,  thì ba   

- Nếu nvu nn  ,  thì ba   
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 Định lý 2. Nếu nnn wvu   và awu n
n

n
n




limlim  thì avn
n




lim . 

Ví dụ: Tính )
1

...
3

1

2

1

1

1
(lim

2222 nnnnn
I

n 









 

Đặt 
nnnnn

vn













2222

1
...

3

1

2

1

1

1
 

Và 
nn

n
v

n

n
n




 22 1
 

Mặt khác 1lim
1

lim
22





  nn

n

n

n

nn
 

Theo định lý trên thì 1lim 


n
n

v . 

1.2.2.3. Các phép tính của giới hạn dãy số 

Nếu các dãy  nu , nv  hội tụ thì 

- Dãy  nn vu   cũng hội tụ và   n
n

n
n

nn
n

vuvu


 limlimlim . 

- Dãy  nn vu .  cũng hội tụ và   n
n

n
n

nn
n

vuvu


 lim.lim.lim . Hơn nữa   n
n

n
n

vkvk


 lim..lim  

- Dãy 








n

n

v

u
cũng hội tụ và 0lim,

lim

lim
lim 
















n

n
n

n

n
n

n

n

n
v

v

u

v

u
. 

* Một số công thức giới hạn dãy số thường gặp: 

a. 









 1

100
lim

a

a
an

n
,  

b. 0,1lim 


aan

n
, 

 c. 1lim 


n

n
n ,  

d. e
n

n

n



)

1
1(lim . 

1.3. Giới hạn của hàm số  

1.3.1. Khái niệm 

 Định nghĩa 1. Cho hàm số f xác định trên tập D. Số L được gọi là giới hạn của hàm số 

y=f(x)  khi x  dần về 0x  nếu: 00, 0 : ( )x x f x L            . Ký hiệu 

0

lim
x x

L


 . 
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 Ví dụ: Chứng minh rằng 4
2

4
lim

2

2






 x

x

x
.  

Ta chọn một   bé tùy ý cụ thể, chẳng hạn 
610

1
 .  

Muốn cho 
66

2

10

1
2

10

1
4

2

4





x

x

x
 thì ta chọn 

610

1
  . Lúc này ta sẽ có 

6

2

10

1
4

2

4






x

x
 và 4

2

4
lim

2

2






 x

x

x
. 

 Định nghĩa 2. Ta gọi L là giới hạn của y=f(x)  khi x  nếu 0,   0 :A x A    

( )f x L    . Ký hiệu: lim ( )
x

f x L


 . 

Đặc biệt: 

+ lim ( ) 0, 0 : ( )
x

f x a A x A f x a 


         . 

+ lim ( ) 0, 0 : ( )
x

f x a A x A f x a 


          . 

Ví dụ: Chứng minh rằng: 1
1

lim 
 x

x

x
. 

Vì 0,x   
1

( ) 1f x
x

   . Ta chọn A  là số dương lớn hơn 


1
 thì 

1
x A


    

( ) 1f x    .  Vậy 1
1

lim 
 x

x

x
. 

 Định nghĩa 3. Ta nói hàm số y=f(x)  có giới hạn bằng vô cùng khi 0xx   nếu: 

0,M   : ( )x f x M      . Ký hiệu 


)(lim
0

xf
xx

. 

Đặc biệt; 

+ MxfxxMxf
xx




)(:0,0)(lim 0
0

 . 

+ MxfxxMxf
xx




)(:0,0)(lim 0
0

 . 

Ví dụ: 
 xx 1

1
lim

1
. 

 Định nghĩa 4. Ta nói hàm số y=f(x)  có giới hạn bằng vô cùng khi x  nếu: 

MxfAxAM  )(:,0 . Ký hiệu 


)(lim xf
x

. 

Đặc biệt: 
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+ lim ( ) 0, 0 : x ( )
x

f x M A A f x M


        . 

+ MxfAxAMxf
x




)(:0,0)(lim . 

+ MxfAxAMxf
x




)(:0,0)(lim . 

+ MxfAxAMxf
x




)(:0,0)(lim . 

Ví dụ: 


x
x

lnlim . 

1.3.2. Một số công thức giới hạn: 

a. 1
sin

lim
0


 x

x

x
   b. 1

tan
lim

0


 x

x

x
 

c. 1
arcsin

lim
0


 x

x

x
   d. 1

arctan
lim

0


 x

x

x
 

e. 0,ln
1

lim
0





aa

x

ax

x
  f. 1

1
lim

0




 x

ex

x
 

g. 





 x

x

x

1)1(
lim

0
  h. 1

)1ln(
lim

0




 x

x

x
 

i. ex x

x




1

0
)1(lim    j. e

x

x

x



)

1
1(lim  

1.3.3. Giới hạn một phía 

 Định nghĩa: Số a được gọi là  giới hạn phải (trái) của hàm số )(xf  tại 0x  khi x  tiến về 

bên phải (trái) 0x . Ký hiệu: axf
xx




)(lim
0

( axf
xx




)(lim
0

) 

 Ví dụ:  

a. Dễ thấy 
0

1
lim

x x

   và 
0

1
lim

x x

  . 

b. Xét hàm số 
x

x
xf

sin
)(   tại 0x , ta có: 

1
sin

lim
sin

lim
00


  x

x

x

x

xx
 và 1

sin
lim

sin
lim

00





  x

x

x

x

xx
 

 Định lý: Điều kiện cần và đủ để )(lim
0

xf
xx

  là: 

+ 
0 0

lim ( ), lim ( )
x x x x

f x f x
  

    

+ )(lim)(lim
00

xfxf
xxxx  

 . 
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1.3.4. Các định lý và tính chất về giới hạn của hàm số 

1.3.4.1. Tính chất 

a/ Nếu Cxf )(  thì Cxf
xx




)(lim
0

. 

b/ Giới hạn a  nếu có của hàm số là duy nhất. 

1.3.4.2. Các định lý về phép tính giới hạn 

Giả sử Cxf
xx




)(lim
0

, Bxg
xx




)(lim
0

 thì:  

a/ BCxgxf
xx




))()((lim
0

 

b/ BCxgxf
xx

.))().((lim
0




 

c/ 0,)
)(

)(
(lim

0




B
B

C

xg

xf

xx
 

* Hệ quả: 

a/ Ckxfk
xx

.)(.lim
0




 

b/ )(lim))((lim
11 00

xfxf i

n

i
xx

n

i

i
xx








  

c/ )(lim).....(lim).(lim).(lim))().....().().((lim
00000

321321 xfxfxfxfxfxfxfxf n
xxxxxxxx

n
xx 

  

Đặc biệt: n

xx

n

xx
xfxf ))(lim())((lim

00 
 . 

1.3.4.3. Các tiêu chuẩn tồn tại giới hạn 

 Tiêu chuẩn Cauchy ( Tiêu chuẩn 1). Điều kiện cần và đủ để tồn tại giới hạn của )(xf  

khi 0xx   là: 0, 0      sao cho 1 2,x x  thỏa 1 00 ,x x     2 00 x x     thì 

 )()( 21 xfxf . 

 Tiêu chuẩn 2. Cho )(xf  xác định 0x . Nếu )(xf  đơn điệu tăng và )(xf  bị chặn 

trên thì )(lim
0

xf
xx

 . 

Tiêu chuẩn 3. Nếu 












axgxf

xgxhxf

xxxx
0

0

)(lim)(lim

)()()(
 thì axh

xx



)(lim

0

 

Ví dụ: Tính 
2

2 )!(sin
lim

x

xn

x 
.  

Ta có 
22

2 1)!(sin
0

xx

xn
  và 

2

1
lim 0
x x

 , suy ra 0
)!(sin

lim
2

2


 x

xn

x
. 
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1.3.5. Vô cùng bé và vô cùng lớn  

1.3.5.1. Vô cùng bé 

 Khái niệm. Hàm số )(xf  gọi là vô cùng bé (VCB) khi 0xx   nếu 0)(lim
0




xf
xx

. 

 Ví dụ:  

a. xxfx
x

sin)(0sinlim
0




 là VCB. 

b. xxfx
x

tan)(0tanlim
0




 là VCB. 

c. 
x

xf
xx

1
)(0

1
lim 


 là VCB. 

 Định lý. axfaxf
xx




)()(lim
0

 là VCB khi 0xx  , hay là )()( xaxf  , )(x  

là VCB khi 0xx  . 

* Tính chất: 

a. VCB.C=VCB 

b. VCB VCB=VCB 

c. VCB.BC=VCB 

d. VCB.HT=VCB 

Trong đó C- hằng số, BC- đại lượng bị chặn, HT- đại lượng hội tụ. 

Ví dụ:  
sin 1

lim lim .sin 0
x x

x
x

x x 
   với xsin  là đại lượng bị chặn. 

 So sánh các vô cùng bé. Cho ( ), ( )f x g x  là hai VCB khi 0xx  . Giả sử tồn tại 

0

( )
lim , 0

( )x x

f x
A A

g x
    . Khi đó  

a. Nếu 0A  thì ta nói )(xf  là VCB bậc cao hơn )(xg  hay )(xg  là VCB bậc thấp hơn 

)(xf , khi đó ta ký hiệu ))(()( xgOxf  . 

b. Nếu  A0  thì ta nói )(xf và )(xg  là hai VCB cùng hay cùng cấp, đặc biệt khi 

1A  ta nói )(xf  và )(xg  là hai VCB tương đương, khi đó ta ký hiệu )(~)( xgxf . 

c. Nếu A  thì ta nói )(xg  là VCB bậc cao hơn )(xf  hay )(xf  là VCB bậc thấp 

hơn )(xg , khi đó ta ký hiệu ))(()( xfOxg  . 

Ngược lại nếu giới hạn trên không tồn tại thì ta nói )(xg và )(xf  không so sánh được. 

 Định lý. 

a. Nếu ( ) ~ ( ), ( ) ~ ( )f x g x h x t x  trong đó ( ), ( )f x g x  là hai VCB khi 0xx   thì 
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0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x g x

h x t x 
 . 

b. Giả sử ( ), ( ), 1, ; 1,i jf x g x i n j m   là các VCB khi 0xx  . Khi đó  

0

0 0
0

1 2

1 2

( )( ) ( ) ... ( )
lim lim

( ) ( ) ... ( ) ( )

in

x x x x
m j

f xf x f x f x

g x g x g x g x 

  


  
. Trong đó )(

0
xfi là VCB bậc thấp nhất trong 

các )(xfi và )(
0

xg j  là VCB bậc thấp nhất trong các )(xg j . 

 Ví dụ:  

a. Khi 0x  thì các VCB sau là tương đương: sin ~ ,x x  tan ~ ,x x  arcsin ~ ,x x  

arctan ~ ,x x  ln( 1) ~ , 1~ ,(1 ) 1~ , 1~ lnx a xx x e x x ax a x a     . 

b. Tính 
1

5sin
lim

20  xx e

x
.  

Ta có khi 0x  thì sin5 ~ 5 ,x x  2 1~ 2xe x . 

Vậy 
2

5

2

5
lim

1

5sin
lim

020


  x

x

e

x

xxx
. 

c. 
 
30 0

n 1 2 2 2
lim lim

3 31xx x

l x x

xe 


 


 

1.3.5.2. Vô cùng lớn 

 Khái niệm. Hàm số )(xf  gọi là vô cùng lớn (VCL) khi 0xx   nếu 


)(lim
0

xf
xx

 

 Ví dụ:  

a. xxfx
x

tan)(tanlim

2





 là VCL. 

b. 
0

limcot ( ) cot
x

x f x x


   là VCL. 

c. 
x

xf
xx

1
)(

1
lim

0



 là VCL. 

*Tính chất 

a. VCL.VCL=VCL. 

b. VCL+BC=VCL. 

c. VCL+HT=VCL. 

d. Tổng hai VCL có thể không là VCL, nhưng tổng hai VCL cùng dấu là VCL. 

e. VCL
VCB

VCB
VCL


1

,
1

. 

Trong đó BC- đại lượng bị chặn, HT- đại lượng hội tụ. 
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 So sánh các vô cùng lớn. Cho ( ), ( )f x g x  là hai VCL khi 0xx  . Giả sử tồn tại 

0

( )
lim , 0

( )x x

f x
A A

g x
    . Khi đó  

a. Nếu 0A  thì ta nói )(xf  là VCL bậc thấp hơn )(xg  hay )(xg  là VCL bậc cao hơn 

)(xf . 

b. Nếu  A0  thì ta nói )(xf  và )(xg  là hai VCL cùng hay cùng cấp, đặc biệt khi 

1A  ta nói  )(xf  và )(xg  là hai VCL tương đương, khi đó ta ký hiệu )(~)( xgxf . 

c. Nếu A  thì ta nói )(xf  là VCL bậc cao hơn )(xg  hay )(xg  là VCL bậc thấp hơn 

)(xf . 

Ngược lại nếu giới hạn trên không tồn tại thì ta nói )(xg và )(xf không so sánh được. 

* Định lý. 

a. Nếu ( ) ~ ( ), ( ) ~ ( )f x g x h x t x  trong đó ( ), ( )f x g x  là hai VCL khi 0xx   thì 

0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x g x

h x t x 
 . 

b. Giả sử ( ), ( ), 1, ; 1,i jf x g x i n j m   là các VCL khi 0xx  . Khi đó  

0

0 0
0

1 2

1 2

( )( ) ( ) ... ( )
lim lim

( ) ( ) ... ( ) ( )

in

x x x x
m j

f xf x f x f x

g x g x g x g x 

  


  
. Trong đó )(

0
xfi  là VCL bậc cao nhất 

trong các )(xfi  và )(
0

xg j  là VCL bậc cao nhất trong các )(xg j . 

Lưu ý: Trong quá trình giải các bài tập ta sẽ gặp các dạng vô định: 
0

, ,
0




 0. ,  ,  

0 00 , ,0 ,1  . Khi đó ta phải khử các dạng vô định. 

1.4. Hàm số liên tục 

1.4.1. Khái niệm 

 Định nghĩa. Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . Hàm số )(xfy   

được gọi là liên tục tại 0xx   nếu )()(lim 0
0

xfxf
xx




. 

Nếu )(xfy   không liên tục tại 0xx   ta nói hàm số )(xfy   gián đoạn tại 0xx  . 

 Ví dụ: Xét hàm số  
s inx

, 0
x

1, 0

x
f x

x




 
 

 

Ta có 
0

sinx
lim 1 (0)

xx
f


  . Vậy ( )f x  liên tục tại 0x  . 
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 Định nghĩa. Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . Khi đó hàm số 

)(xfy   được gọi là liên tục trái (phải) tại 0xx   nếu: 
0 0

_

0 0lim ( ) ( ) ( lim ( ) ( ))
x xx x x x

f x f x f x f x
 



 
  . 

Hàm số )(xfy   được gọi là liên tục trong ( ; )a b  nếu )(xfy   liên tục tại mọi điểm 

của ( ; )a b . 

1.4.2. Các tính chất và định lý 

 Định lý. Hàm số )(xfy   liên tục tại 0xx   khi và chỉ khi )(xfy   liên tục trái và 

liên tục phải tại 0xx  . 

Ví dụ: Xét hàm số 

s inx
, 0

x

1, 0

x
y

x




 
 

 

Ta có 

 
0 0

sinx sinx
(0 ) lim lim 1 (0)

x xx x
f f

 



 
     

0 0

sinx sinx
(0 ) lim lim 1 (0)

x xx x
f f

 



 
       

Vậy ( )f x  liên tục phải tại 0x  , nhưng không liên tục trái tại 0x  . 

 Định nghĩa. Cho hàm số )(xfy   xác định trên D . Khi đó tập hợp các điểm 

( ,( ( ))M x f x  trong mặt phẳng tọa độ Oxy , khi x  thay đổi trong D  được gọi là đồ thị của 

hàm số )(xfy   trên D . 

 Định lý. Đồ thị của hàm số liên tục là một đường liền nét. 

 Định lý. Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  thì )(xfy   bị chặn trên  ;a b , tức là 

0: ( ) ,M f x M x D     . 

 Định lý. Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  thì )(xfy   đạt giá trị lớn nhất và giá 

trị nhỏ nhất trên  ;a b , tức là 
1

1 2

2

( ) ( ),
, :

( ) ( ),

f x f x x D
x x

f x f x x D

  
 

  
 

 Định lý. Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  thì )(xfy   nhận mọi giá trị trung 

gian giữa ( )f a  và ( )f b . 

 Định lý. Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  và ( ). ( ) 0f a f b   thì có ( ; )c a b  để 

( ) 0f c  , nói cách khác phương trình ( ) 0f x   có ít nhất một nghiệm trong  ;a b . 
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Ví dụ: Chứng minh rằng phương trình 9 43 1 0x x    có ít nhất một nghiệm trong (0;1) . 

1.4.3. Phân loại điểm gián đoạn: 

Cho hàm số )(xfy  . Điểm 0x là điểm gián đoạn của )(xfy   khi: 

a. )(xfy   không xác định tại 0x  

b. Không tồn tại giới hạn của )(xfy   khi 0x x  

c. Tồn tại giới hạn của )(xfy   khi 0x x , nhưng giới hạn này khác 0( )f x . 

Như vậy ta có thể phân loại các điểm gián đoạn như sau: 

+ Điểm 0x  là điểm gián đoạn loại 1 khi 0 0( ), ( )f x f x  . Đặc biệt khi 0 0( ) ( )f x f x  thì ta 

nói 0x  là điểm gián đoạn có thể bỏ được. 

+ Các trường hợp khác gọi là điểm gián đoạn loại 2. 

1.5. Đạo hàm 

1.5.1. Khái niệm 

1.5.1.1. Bài toán mở đầu 

Xét đường cong )(:)( xfyC  , một điểm ),( 000 yxM  cố định trên )(C  và một cát tuyến 

0MM . Nếu ),( yxM  chạy trên đường cong )(C  đến điểm ),( 000 yxM  mà cát tuyến 0MM dần 

tới một vị trí tới hạn 0TM , thì đường thẳng 0TM  gọi là tiếp tuyến của đường cong )(C  tại 

điểm ),( 000 yxM . Vậy khi nào thì )(:)( xfyC   có tiếp tuyến tại ),( 000 yxM  và hệ số góc 

của tiếp tuyến đó được tính như thế nào? 

 

 

 

 

 

 

 

 

Đặt  









)()()()( 0000

0

xfxxfxfxfyyy

xxx
 

thì hệ số góc của cát tuyến 0MM  là 
x

xfxxf

x

y











)()(
tan 00 . 

T 
 x 

O 

y 

   M(x,y) 

   
 M0(x0,y0) 
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Cho điểm ),( 000 yxM  tiến dần đến M dọc theo đường cong )(C , khi đó 0x , nếu tỉ 

số 
x

y




 dần tới một giới hạn xác định thì   cũng  dần đến một góc xác định là  , nghĩa là 

cát tuyến 0MM  dần tới vị trí tới hạn 0TM và tạo với Ox  một góc  . 

Từ đó, nếu tỉ số 
x

y




 dần tới một giới hạn xác định khi 0x  thì đường cong 

)(:)( xfyC   có tiếp tuyến tại điểm ),( 000 yxM và hệ số góc của tiếp tuyến là: 

x

xfxxf

x

y

xxx 











)()(
limlimtanlimtan 00

000
  

1.5.1.2. Định nghĩa 

Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . Cho biến x  số gia x  thỏa 

Dxx 0 . Xét số gia hàm số: )()( 00 xfxxff  . Ta gọi giới hạn I
x

f

x






 0
lim  (nếu 

tồn tại hữu hạn) là đạo hàm của )(xfy   tại 0x và ta cũng nói )(xfy  có đạo hàm tại 0x . 

Ký hiệu: I
x

xfxxf

x

y
xf

xx














)()(
limlim)( 00

00
0

/  

Nhận xét: nếu đặt xxx  0  thì I
xx

xfxf
xf

xx








0

0
0

/ )()(
lim)(

0

. 

Ví dụ: Tính đạo hàm của hàm số 2xy   bằng định nghĩa 2xy  : 

Giải 

 
 

 

/ 0 0
0

0 0

2 2
00 0

0 0
0 0 0

( ) ( )
( ) lim lim

. 2x( )
lim lim lim 2x 2x

x x

x x x

f x x f xy
f x

x x

x xx x x
x

x x

   

     

 
 

 

  
    

 

 

1.5.1.3. Đạo hàm một phía 

Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . 

Ta gọi giới hạn I
x

f

x





 0

lim ( I
x

f

x





 0

lim ) ( nếu tồn tại hữu hạn) là đạo hàm phải (trái) 

của )(xfy  tại 0x .  

Ký hiệu: + Đạo hàm phải )( 0

/ xfI   

  + Đạo hàm trái )( 0

/ xfI   
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*Định lý. 
/ /

/ 0 0

0 / /

0 0

( ), ( )
( )

( ) ( )

f x f x
f x

f x f x

 

 

 
  


 

1.5.2. Các quy tắc tính đạo hàm 

 

/ / / /

/ / / / /

/ /
/

2

( ) 0 ( )

( ) ( ) ( . ) . .

. .
( ) ( 0)

c u v u v

cu c u u v u v u v

u u v u v
v

v v

   

  


 

 

1.5.3. Đạo hàm hàm hợp, hàm ngƣợc: 

1.5.3.1. Đạo hàm hàm hợp 

Giả sử hàm số )(xuu   có đạo hàm )( 0

/ xu  tại 0x và )( 00 xuu  . Tại )( 00 xuu   hàm 

)(uyy   có đạo hàm )( 0

/ uy  đối với biến u . Khi đó tại 0x  hàm số ))(( xuyy   có đạo hàm 

)( 0

/
xyx  theo biến x  và )().()( 0

/

0

/

0

/
xuuyxy xux   hay ///

. xux uyy  . 

1.5.3.2. Đạo hàm hàm ngƣợc 

Giả sử các điều kiện sau được thỏa: 

a/ Hàm số )(xfy   có đạo hàm 0)( 0

/ xy  tại 0x  

b/ Hàm số )(xfy   là đơn ánh . 

c/ Hàm ngược )(ygx   liên tục tại )( 00 xfy   

Khi đó hàm số ngược của hàm số )(xfy   sẽ có đạo hàm )( 0

/ yxy  tại 0y  và 

)(

1
)(

0

/0

/

xy
yx

x

y  . 

Ta thường ký hiệu hàm ngược là )(yg  là )(1 xf   và khi đó 
/

/1 1
)(

f
f  . 

1.5.3. Các công thức đạo hàm cơ bản 

/ / 1

/ /

/ /

/ / 2

2

( ) 0 ( )

( ) ( ) ln

1
(log ) (sin ) cos

ln

1
(cos ) sin (tan ) 1 tan

cos

n n

x x x x

x

a

c x nx

e e a a a

x x
x a

x x x x
x

 

 

 

    

 

/ 2 /

2 2

1 1
(cot ) (1 cot ) (arcsin )

sin 1
x x x

x x
     


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/ /

22

/

2

1 1
(arccos ) ( cot )

11

1
(arctan )

1

x arc anx
xx

x
x

   





 

Ví dụ:  

a. 3 5 / 3 4 2(( 4) ) 5.( 4) .3x x x    

b. 4 3 1
(sin (ln )) 4sin (ln ).x x

x
   

1.5.3. Định lý (Tính có đạo hàm của hàm của hàm số sơ cấp) 

Hàm số sơ cấp có đạo hàm trên miền  xác định của nó. 

1.5.4. Định lý 

Nếu hàm số )(xfy   có đạo hàm tại 0xx   thì )(xf  liên tục tại 0xx  . 

1.6. Vi phân 

1.6.1. Khái niệm 

Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . Cho biến x  số gia x  thỏa 

Dxx 0 . Xét số gia hàm số: 

)()( 00 xfxxff  . 

Nếu f  biểu diễn được dưới dạng: 

/ ( ). ( )f f x x x     

trong đó ( )x  là vô cùng  bé bậc cao hơn x  khi 0x   thì )(xfy   được gọi là khả vi tại 

0x x  và biểu thức / ( ).f x x  gọi là vi phân của )(xfy   tại 0x x . Ký hiệu: / ( )df f x dx  

với dx x   hay / ( )
df

f x
dx

 . 

1.6.2. Định lý 

Hàm số sơ cấp khả vi trên miền xác định của nó. Nghĩa là nó có đạo hàm trên miền xác 

định của nó. 

1.6.3. Các quy tắc tính vi phân. 

 

2

( ) 0

( ) ( )

( )

d u v du dv dC

d Cv Cdv d uv vdu udv

u vdu udv
d

v v

   

  




 

Ví dụ:  Tính vi phân của các hàm số: 

a. y=sinx 
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Ta có: dy=d(sinx)=(sinx)’dx=cosxdx. 

b. y x  

    1
d x x

2
y d x x d d

x


   . 

1.6.4. Ứng dụng vi phân để tính gần đúng: 

Nếu )(xfy   khả vi tại 0x x  thì / ( ). ( )f f x x x    . Vì vậy khi x  khá bé ta có 

công thức xấp xỉ  như sau: /

0 0 0( ) ( ). ( )f x x f x x f x    . 

Ví dụ: Tính gần đúng biểu thức 4 15,8A   

Xét hàm số 4y x . 

Ta có 

3

4
4 3

1 1 1
.

4 4
y x

x



    

Chọn 0 0x 16 15,8 16 0,2x x x        . 

Áp dụng công thức /

0 0 0( ) ( ). ( )f x x f x x f x     

   44

34

1 1 1 1 319
16 0,2 0,2 16 . . 0,2 2

4 4 8 16016
A          . 

1.7. Đạo hàm và vi phân cấp cao 

1.7.1. Đạo hàm cấp cao 

 Định nghĩa. Gọi đạo hàm của ( )y f x  là / ( )f x  thì / ( )f x  là một hàm số theo biến 

x . Nếu / ( )f x  cũng có đạo hàm thì đạo hàm đó gọi là đạo hàm cấp hai của ( )y f x . Ký  

hiệu // / /( ) ( ( ))f x f x . 

Tương tự ta cũng định nghĩa được đạo hàm cấp ba của ( )y f x  và /// // /( ) ( ( ))f x f x .  

Đạo hàm của đạo hàm cấp  1n  của ( )y f x  được gọi là đạo hàm cấp n  của  f x . 

Ký hiệu: ( ) ( 1) /( ) ( ( ))n nf x f x . 

 Ví  dụ: Tính đạo hàm cấp n  của các hàm số: 

a. sinxy     b.
1

y
x

 . 

Giải 

a. sinx y =cosx sin
2

y x
 

    
 
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os sin 2.
2 2

y c x x
    

       
   

 

os 2. sin 3
2 2

y c x x
    

       
   

 

… 

 
sin

2

n
y x n

 
  

 
. 

b. 

 

 

  

   

       

2

3 3

4

1

1

1
1

1 2 1.2.

1 2 3 .

...

1 !
1 1.2.3... .

n

nn n

n

y y x
x

y x x

y x

n
y n x

x



 



 



   

    

    


  

 

 Công thức Lepnit: 

Nếu u, v là các hàm khả vi n lần thì:       

0

. .

n
n k n kk

n

k

u v C u v




 . 

Ví dụ: Cho hàm số 2. xy x e . Tính 
   20

0y . 

Giải 

Đặt 2 2x 2 0u x u u u         . 

 20x x... xv e v e v e     . 

           
20

20 18
20 20

0

0 0 . 0 .2.1 380
k n kk

k

y C u v C




   . 

1.7.2. Vi phân cấp cao 

 Định nghĩa. Ta cũng lý luận tương tự như trên và nếu / ( )df f x dx  là vi phân cấp một 

của ( )y f x  thì 2 // 2( )d f f x d x là vi phân cấp hai của ( )y f x . Hơn nữa, ký hiệu 

( ) ( )n n nd f f x d x  là vi phân cấp n của ( )f x . 

Ví dụ: a. sinx=sin(x+n )
2

n nd d x


   b. 
1

1 !
( 1)n n n

n

n
d d x

x x 
  . 

1.8. Các định lý cơ bản về hàm khả vi 


