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HƯỚNG DẪN, GIẢI ĐÁP BÀI TẬP 
 

Chương I 
 

1. Cấu trúc vành của đa thức theo một biến. 

1.1 Vành con các đa thức theo một biến của một vành. 

1.1 – (1) Đặt B = {m + n 2 m, n  Z}  R. Một mặt B  Z| 2 |. 

Mặt khác, B là vành con của R chứa Z và 2  nên [ 2 ]      B 

1. 1 – (2) Đặt B =    .,23 RZnmnm   Hiển nhiên 

 .23ZB   

Vì Bu  3 2  nên  332 24 Zu    nhưng Bu 2 . Thật vậy, từ 

  ,2 numu        m, nZ 

ta có 

  2 = u3 = (m + nu)u = mn + (m + n2)u 

tương đương với hệ phương trình 

  mn = 2 

      m + n2 = 0 

vô nghiệm trên Z. 

1. 1 – (3) Với 3 22 u  , người ta có đa thức     

  1 + 36u + 12u2 + 6u3 – 6u4 + u6 = 0 

1. 2. Nhúng một vành vào vành đa thức theo một biến siêu việt 

 1. 2 – (1) Với )(,, NAhgf  , ta có 

        
 


1 1

))()()(())()(())](([
kj kj

khkgjfkhgjfihgf  

                                          

 
 


1 1

)())(()()()()(
kj kj

ifhifgkhjfkgjf  

                           = ( ))(ifhfg   

Do đó F(g + h) = fg + fh. Đẳng thức (g + h)f = gf + hf được 

chứng minh tương tự. 
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1.3 Tính chất phổ dụng của vành đa thức A[x]. 
1.3 – (1) Đồng cấu hao hàm j : Z → R mở rộng được thành một 

đồng cấu vành j : Z[x] R sao cho ‘x = ‘. Vì 

Im’ j  =  Z[ 2 ] = {m + n 2 m|m, n  Z}, 

 (xem §1.1 Bài tập (1)) và 

Ker j  = {(x2 – 2)g | g  Z[x] = (x2 – 2)} 

iđêan của vành Z[x] gồm các bội của đa thức x2 – 2 Z[x]. Định 

lý cơ bản cho đẳng cấu 

Z[x] | (x2 – 2)   Z[ 2 ] 

1.3 – (2) Đồng cấu bao hàm j : K→ K[x] có Im j = K. Vì K là 

vành giao hoán, ag = ga với mọi  a  K và mọi g  K[x] nên theo 

tính chất phổ dụng, tồn tại đồng cấu vành duy nhất Eg : K[x] → K[x] sao 

cho 

                                  Eg(a) = a với mọi a  K và Eg(x) = g 

Với mọi đa thức f =  

n

i 0
aix

i  K[x], 

    Eg(f) = 


n

i 0

Eg(ai)Eg(x) = 


n

i 0

aig
i 

nghĩa là Eg(f)  K[x] thu được bằng cách thay trong f biến x bởi 

g. 

ii) Cho a  K, theo trên có tự đồng cấu Ea + x của vành K[x] và 

cũng có tự đồng cấu Ea + x của K[x] sao cho 

(Ea + x ° Ea+ x (f) = (Ea + x ° Ea + x)(f) = f. 

Vậy Ea + x là mộ tự đẳng cấu của vành K[x]. 

 1.4 Bậc của đa thức. 

 1.4 – (1) f + 0   Z6 

 1.4 – (2) fg = 0   Z12 

 1.4 – (3) Từ a0 + a1x  Z8[x] ( 1a  ≠ 0) sao cho 

                                      (a0 + a1x)2 = 1 

Suy ra a0 = 1, 3 , 5 , 7  và a1 = 4 . Các đa thức bậc 1 của Z8[x] cần 

tìm là 

              1 +  4 x, 3  + 4 x,  5  + 4 x     và 7  + 4 x 

 1.4 – (4) 1A + ax khả nghịch trong vành A[x]. 
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2. Phép chia đa thức. 

 2 – (1) Hệ tử dẫn đầu của g phải là một trong các phân tử 

                                    1, 3 , 7 , 9   Z10 

Thương và dư là các đa thức sau đây của Z10[x] 

                             q = 7 x5 + 5x4 + 5x3 + 3x + 4  

                                    r = 3x + 6  

2 – (2) Z5[x] 

2 – (3) n = 2, 3 hay 6 

2- (4) a) Một đa thức có hệ tử hằng a0 = 0 có dạng xq với q 

 F[x]. 

b) Xét hợp thành của đồng cấu bao hàm và phép chiếu 

     F  j  F[x] p  F[x] / (x) 

 2 – (5) a) Một đa thức có hệ số hằng chẵn có dạng 

           2f + xg  f, g  X[x] 

b) Giả sử (2, x) = (h) với một đa thức h  Z[x], suy ra 

h = 2a0 + a1x + …+ anx
n và h = ±1 nên có mâu thuẫn 

 

3. Hàm đa thức một biến. Nghiệm của đa thức. 

3 – (1) Giả sử trường f có q phần tử là a1, …, aq. Với mỗi i = 1, …, 

q xét đa thức  

                                     fi = 
 qij1

(x – aj)  F[x] 

Ta có bậc fi = q – 1 và đặt 

bi = f i(ai) = 
0j

(ai – aj) ≠ 0 

thì có các đa thức 

    gi = bi
-1fi  F[x]  i = 1,..,q 

sao cho 

                               g I (ai) = 1F và gj(aj) = 0F (j ≠ i) 

Với mọi hàm φ : F → F, đa thức 

                                  f  = 


q

i 1

φ(ai)gi  F[x], 
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Với hàm đa thức tương ứng 

                            f  = 


q

i 1

 φ(ai)gi : F  F 

sao cho với mỗi i = 1, …, q 

                                    f (ai) = φ(ai) 

Cho nên φ = f  

3 – (2) i) Vì với mỗi i = 1, …, q 

                       h (ai) = ai
q – ai = 0F, 

bằng quy nạp suy ra  

                      h = (x – a1)(x – a2)…(x – an), 

ii) f – g = kh nếu và chỉ nếu ( f  - g) = 0 

3 – (3) mỗi phần tử của Z6 đều là nghiệm của x3 – x. 

3 – (4) a) Đa thức f có thể viết 

               f = (x - 2 )(x - 3 ) = (x - 6 )(x - 11) 

Suy ra chỉ có các phần tử 2 , 3 , 6 , 11  Z12 là nghiệm của f. 

b) Tất cả các nghiệm của g trong Z12  là 0 , 3 ,5 ,8 ,9  và 11 

 3 – (5) a  D là nghiệm nên  

                         f = (x – a)g với g  D[x] 

b  D là nghiệm nên  

                          0D = f (b) = (b – a) g (b) 

Vì b – a ≠ 0, suy ra g = (x – b)q,  q  D[x] 

3 – (6) Dư của phép chia có dạng c1x + c0 với 

              c1  = 
ba

rr



 '
 và c0 = 

ba

brar



'
 

3 – (7) 0D ≠ f  D[x] với bậc f  = n có nhiều nhất n nghiệm 

trong D. 

3 – (8) f chia hết cho (x – 1)(x – 2) = x2 – 3x + 2 (Bài tập (5)). 

Suy ra  

           f =  (x – 1)(x – 2)[(x – 2)2n – 2 – (x – 2)2n – 3 +…- (x – 2) 

                  + 1 + (x – 1)n – 1 + (x – 1 )n – 2 +…+ (x – 1) + 1]. 

3 – (9) Từ f(1) = 0 và f = (x – 1)g, với g  Z[x] sao cho g(1) = 0 

suy ra     a = n    và     b = -(n + 1). 
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Thương phải tìm là 

q = nxn – 1 + (n – 1)xn – 2 +…+ 3x2 + 2x + 1. 

3 – (10) Dư là cos nθ + x sin nθ. 

3 – (11) Đẳng thức của phép chia viết 

anx
n + an–1x

n –1 +…+ a1x + a0 = (x – c)(qn–1x
n–1 +…+ q1x + q0) + r0 

trong đó dư r0 = f (c)  A. Cân bằng các hệ tử ở hai vế cho suy 

ra : 

qn – 1 = an 

qn – 2 = cqn – 1 + an – 1 

….. = …………. 

                                                 q0 = cq1 + a1 

                                                  r0 = cq0 + a0 

Vậy các hệ tử qn – 1, qn – 2,…, q0 của thương và dư r0 thu được 

như sơ đồ Horner miêu tả. 

 Áp dụng : 

                                      5      0      -2       1       7      -3 

                        -2      5    -10    18     -35     77   -157 

Thương là q = 5x4 – 10x3 + 18x2 – 35x + 77 và dư là r = -157 

 

4. Cấu trúc của vành đa thức theo nhiều biến. 
4 – (2) Có thể viết 

     1)1(1)1(  nn yxxyf  

                                 =  





1

1

)1()1(
n

i

ii yxxy  

                                        = gyxxy )(   

với 

  







 





 1

1

1

)1()1(
ikj

kj
n

i

yxg  

 4 – (3)  Xem f  Z[y,z])[x], vì f(-y – z) = 0 nên  

  f = (x + y + z)g,      g Z[x,y,z] 

g là đẳng cấp bậc 2 có dạng 

  yzbxzbbxyzayaaxg '''''' 222   
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Thay và cân bằng hệ số thì định được 

  a = a’ = a’’ = 1 và b = b’ = b’’= -1. 

4 – (4) 1321 3xfff  ,      321
3
3

3
2

3
1321 3 xxxxxxfff  . 

4 – (6) Vành 
rFF các hàm từ Fr vào F và vành con F[u1,…,ur] 

các hàm đa thức có cùng số phân tử 

4 – (7) Các đa thức ],...,[ 1 rxxFf   sao cho 0
~

f  tạo thành 

Kerφ 

của đồng cấu vành ff
~

 . Cần chứng minh Ker φ = I với I là iđêan 

của vành F[x1,…xr] sinh bởi r đa thức 

  i
q
ii xxh  ,     i = 1,…,r 

 4 – (8) f = (x + y + z)g nếu chỉ và chỉ nếu g là đa thức đẳng cấp 

bậc 2, tức là có dạng 

  yzxzxzzyxg 321
3

3
2

2
2

1   ,      Aii  ,  

Thay và cân bằng các hệ tử, thu được các hệ thức cần tìm. 

 

5. Đa thức đối xứng 

5 – (1) a)  f = )()( 222 yzxzxybzyxa   

b) cxyzyzzyxzzxxyyxbzyxaf  )()( 222222333  

 5 – (2) i) Vi` 0),,(),,(),,(  zzxfzyzfzyyf nnn  nên 

  nn gzyzxyxf ))()((  ,     [ , , ]ng Z x y z  

 ii) 12 g ,      zyxg 3 ,       yzxzxyzyxg  222
4  

 iii) Vì gn là đa thức đối xứng đẳng cấp bậc n + 1 – 3 = n – 2 , 

Thay và cân bằng các hệ số thì có tất cả hệ số của g đều bằng 1. 

 5 – (3) (i) Với số mũ n lẻ, vì 

  0),,(),,(),,(  xyxfzzxfzyyf nnn  

nên  

  ngxzzyyxf ))()((  ,   ],,[ zyxgn  

 ii) g5 là đối xứng đẳng cấp bậc 2 nên có dạng 
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  2 2 2
5 ( ) ( )g a x y z b x y x z y z       

Cân bằng hệ số tính được a = b = 5. 

 5 – (4)a) 
2

r 
 
 

 = 
2

1
r (r – 1) 

 b)   2
2

r 
 
 

  +  
3

r 
 
 

 = 
6

1
r (r – 1)(r + 4) 

 5 - (5) a) 321 3sss   

 b) 321 sss   

 c) 331
3
1 84 ssss   

 d) 2
3321

3
23

3
1

2
2

2
1 422 sssssssss   

 e) 2
3321

3
23

3
1

3
2

2
1 271844 sssssssss   

 5 – (6) Đa thức không thay đổi khi chuyển vị trí hai biến bất kỳ. 

 2
2
11 83 ssf   

 3
2 1 1 2 34 8f s s s s    

 4312
2
1

4
13 1684 ssssssf   

 2
34

2
14 sssf   

 5 – (7) a) 2
2
1 8srsf   

 b) 2
1 2( 1) 2f r s rs    

 5 – (8) Trong vành Z2[x1,x2,x3], 

  4
1

22
3

2
2

2
1

4
3

4
2

4
1 )( sxxxxxx   

 5 – (11) Hệ phương trình cho viết thành 

                      s1
2 – 2s2            = 0, 

                      s1(4s3 – s1s2)     = 0, 

                      - s2(3s3 – s1s2)   = 2. 

Từ đó suy ra 325
1 s  và có 

  21 s ,    2
2 2s ,     3

3 s  

Trong đó  là một căn số bậc 5 của đơn vị. Như thế 

x1,x2,x3  là các nghiệm số của phương trình 
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  022 3223   xxx  

Phương trình này có 3 nghiệm là 

   ,    - j ,      2j  

với j là số phức 

  
2

3

2

1
ij   

Vì căn số bậc 5 của đơn vị  có dạng 

  k  cos
5

2k
+ i sin

5

2k
,      k=0,1,2,3,4 

hệ phương trình cho có tất cả 30 nghiệm, mỗi nghiệm là một 

hoán vị của  k, - j k, j
2 k. 

 


