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PPhhầầnn11::  MMộộtt  ssốố  bbààii  ttooáánn  hhììnnhh  hhọọcc  pphhẳẳnngg  vvàà  ttíínnhh  cchhấấtt  ccủủaa  nnóó  
CCÁÁCC  BBÀÀII  TTOOÁÁNN  CCƠƠ  BBẢẢNN  VVÀÀ  MMỘỘTT  SSỐỐ  ĐĐỊỊNNHH  LLÍÍ  QQUUEENN  TTHHUUỘỘCC  

 

  

        TTrroonngg  mmụụcc  nnààyy,,  cchhúúnngg  ttaa  qquuaann  ttââmm  xxéétt  nnhhữữnngg  bbààii  

ccơơ  bbảảnn  vvàà  nnhhữữnngg  đđịịnnhh  llíí  đđơơnn  ggiiảảnn  nnhhấấtt  ccủủaa  bbộộ  mmôônn  

hhììnnhh  hhọọcc..DDựựaa  vvààoo  cchhúúnngg,,  cchhúúnngg  ttaa  ccóó  tthhểể  ddễễ  ddàànngg  

ggiiảảii  mmộộtt  ssốố  bbààii  ttooáánn  kkhhóó;;  BBêênn  ccạạnnhh  đđóó  cchhúúnngg  ccòònn    

                                                              ggiiúúpp  cchhúúnngg  ttaa  ccóó  tthhểể  ttựự  ssuuyy  rraa  mmộộtt  ssốố  ttíínnhh  cchhấấtt  áápp  

                                                              ddụụnngg  đđưượợcc  cchhoo  nnhhiiềềuu  bbààii  ttooáánn..    

  

1. (Định lí Menelaus). Trên ba cạnh (tính luôn phần kéo dài) BC, CA, AB của 

tam giác ABC ta lấy lần lượt các điểm M, N, P. Chứng minh rằng ba điểm 

M, N, P thẳng hàng khi và chỉ khi: . . 1(*)
MB NC PA

MC NA PB
 . 

BÀI GIẢI 

° Chiều thuận: giảsử M, N, P thẳng hàng; Ta 

chứng minh (*). 

   Từ A kẻ đường thẳng song song với BC cắt 

MNP tại Q. 

   Theo định lí Talet, ta có: 

(1)

(2)

PA QA

PB MB

NC MC

NA QA





 

Nhân từng vế đẳng thức (1) và (2) ta được: 

. . . 1(*
PA NC MC MB NC PA

hay
PB NA MB MC NA PB

  ) (đpcm) 

° Chiều nghịch: giả sử đã có (*). Ta đi chứng minh M, N, P thẳng hàng. 

   Thật vậy: giả sử đường thẳng NP cắt BC tại M’, theo chiều thuận ta có: 

'
. . 1(**)

'

M B NC PA

M C NA PB
  

Từ (*) và (**)
' '

'
'

MB M B MB M B
MB M B

MC M C BC BC
       

  M   M’.  

Vậy M, N, P thẳng hàng. 

2. (Định lí Ceva). Trên ba cạnh BC, CA, AB của tam giác ABC ta lần lượt lấy các 

điểm M, N, P. Chứng minh rằng ba đường thẳng AM, BN, CP đồng quy khi và chỉ 

khi: . . 1
MB NC PA

MC NA PB
  . 

BÀI GIẢI 

°Chiều thuận: giả sử AM, BN, CQ đồng quy tại O. 

P

N

B

A

CM

Q
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N

O

A

C

B

E D

M

   Theo định lí Talet, ta có: 

(1)

(2)

MB BA

MC CD

NC EC

NA BA





 

   Bên cạnh đó:  

       

(3)

PA OP PB

CD OC EC

PA CD

PB EC

  

  

                                                                    

   Nhân từng vế đẳng thức (1), (2) và (3)ta được điều phải chứng minh. 

°Chiều nghịch:giảsử . . 1(*)
MB NC PA

MC NA PB
  . Ta phải chứng minh AM, BN, CP đồng quy. 

   Thật vậy: AM giao BN tại O. Qua O kẻ OC cắt AB tại P’. 

   Theo chiều thuận ta có: 

'
. . 1

'

MB NC P A

MC NA P B
    (**) 

   Từ (*) và (**)
'

'
'

P A PA
P P

P B PB
    . 

   Vậy AM, BN, CP đồng quy tại O (đpcm). 

 

          

ỞỞ  ttrrêênn  llàà  hhaaii  đđịịnnhh  llíí  qquuaann  ttrrọọnngg  vvàà  đđưượợcc  ssửử  ddụụnngg  nnhhiiềềuu  ttrroonngg  hhììnnhh  hhọọcc  pphhẳẳnngg..  NNhhờờ  

cchhúúnngg  ttaa  ccóó  tthhểể  cchhứứnngg  mmiinnhh  đđưượợcc  ttậậpp  hhợợpp  đđiiểểmm  tthhuuộộcc  mmộộtt  đđưườờnngg  tthhẳẳnngg  ((ssựự  tthhẳẳnngg  

hhàànngg)),,  ssựự  đđồồnngg  qquuyy  ccủủaa  ccáácc  đđưườờnngg  tthhẳẳnngg,,  đđiiểểmm  ccốố  đđịịnnhh,,  ccáácc  ttỉỉ  ssốố  bbằằnngg  nnhhaauu  vvàà  mmộộtt  ssốố  

bbààii  ttooáánn  vvềề  ttậậpp  hhợợpp  đđiiểểmm……  

SSaauu  đđââyy  ttaa  ssẽẽ  xxéétt  mmộộtt  ssốố  bbààii  ttooáánn  ddạạnngg  ttrrêênn..   

3. Giả sử các cặp cạnh AB và CD, BC và AD, AC và BD của tứ giác ABCD lần lượt 

cắt nhau tại M, P, Q. Gọi Q là giao điểm của MP và AD. 

Chứng minh rằng: 
QA NA

QD ND
  . 

BÀI GIẢI 

 

   Dùng định lí Menelaus ta có: 

. . 1

.

QA PD MB

QD PB MA

QA PB MA

QD PD MB




  

 

Với ADM ta có: . . 1
NA CD BM

ND CM BA
  

 

PA

B

M

CN

D

Q
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. . . 1
NA CM BA PB CD AM

ND CD AM PD CM AB





        

(theo định lí Menelaus trong BDM) 

Vậy 
QA NA

QD ND
      (đpcm). 

 

4. Trên các cạnh của tam giác ABC ta lấy các điểm A1, B1 và C1 sao cho 

1 1 1

1 1 1

, ,
BA CB AC

p q r
AC B A C B

   . Gọi giao điểm của AA1 với CC1, BB1 lần lượt là P và 

Q.Gọi giao điểm của BB1 và CC1 là R. Hãy tính: 
S PQR

S ABC
.  

BÀI GIẢI 

   Xét tam giác ABE và cát tuyến CRF ta có: 

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1
. . 1 . .

CB C A C BRB RB CA r

CA C B RB RB CB C A r q


   

 

                                                                   

1

( 1). 1

.

RB q r

BB q r

 
   

1 1

1 1

. .
S BB C CBS BRC S BRC BR

S ABC S BB C S ABC BB CA
                                                                

( 1). 1 ( 1). 1
.

. 1 .( 1)

q r r q r

q r r q r

   
 

 
   

 

   Tương tự, ta có:

( 1). 1

( 1).

S ABQ r q

S ABC p r

 



 và 

( 1). 1

( 1).

S ACP p q

S ABC q p

 



 

   Vậy 1 ( )
S PQr S BRC S ACP S ABQ

S ABC S ABC S ABC S ABC
      

                         
( 1). 1 ( 1). 1 ( 1). 1

1 [ ]
.( 1) .( 1) .( 1)

p q p r r p

p q q r r p

     
   

  
 

 

5.Cho tia Ax và một điểm E khác A (E   Ax). Từ E, vẽ tia Ey. Hai điểm C vàD phân 

biệt, khác điểm E, cho trước trên tia Ey. Một điểm B chạy trên tia Ex. Các đường 

thẳng AC và BD cắt nhau ở M, AD và BC cắt nhau ở N. 

a) Chứng minh rằng đường thẳng Mn luôn cắt tia Ey tại một điểm F cố định. 

b) Hãy xác định một vị trí của điểm B trên tia Ex sao cho các tam giác MCD và 

NCD tương ứng có diện tích bằng nhau. 

BÀI GIẢI 

 

RQ

P

B

A

C

E

F

D

y

F

CN

A

D

BP

M
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a) Dùng định lí Menelaus cho tam giác CDA ta có: 

. . 1
FC ND MA

FD NA MC
  

.
0

.

FC NA MC

FD ND MA
     

Với tam giác CDM ta có:  

.
. . 1 0

.

EC BD AM EC BM AC

ED BM AC ED BD AM
      

Nên 
. .

. . 1
. .

NA MC BD NA BD CM

BM AC AD AD BM CA




   (theo định lí Menelaus trong tam giác ADM) 

Do đó    hay 
EC FC

F
ED FD

   cố định (đpcm). 

b) Khi AE = BE thì MN song song với AB. Thật vậy, nếu MN cắt AB ở P. Áp dụng định 

lí Xeva trong tam giác ABD với cát tuyến PNM ta có:  

. . 1 . .
EA MB ND MB ND PA

EB MD NA MD NA PB
   

1
EA

PA PB
EB

    mà 1
EA

PA PB
EB

   (vô lí)ø 

Vậy MN // AB   FM = FN   S MCD = S NCD. 

Vậy một vị trí thích hợp của B là EB = EA.  

 

6. Giả sử ba đường thẳng AA’, BB’, CC’ đồng quy tại điểm O trong tam giác ABC 

(A’ BC, B’  CA, C’  AB). Chứng minh rằng:
' '

' ' '

OA B A C A

OA B C C B
  . 

BÀI GIẢI 

       Áp dụng định lí Menelaus vào ABA
’
 ta có: 

                                                                  

' '
. .

' '

OA CA C B

OA CB C A
= 1 

                                                                  

' '
.

' '

OA CA C A

OA CB C B
    (1) 

        Tương tự ta có: 

' '
.

' '

OA BA B A

OA BC B C
   (2) 

    Cộng từng vế các đẳng thức (1) và (2), ta 

co:ù 

( ' ' ) ' '
.

' ' '

OA CA A B B A C A

OA CB B C C B


   

' '
.

' '

OA BA B A

OA BC B C
  

. .
. . 1

. .

NA MC BD NA BD CM

BM AC AD AD BM CA




  

' '

' ' '

OA B A C A

OA B C C B
    (đpcm). 

B

A

CA'

B'

C'
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        BBââyy  ggiiờờ,,  cchhúúnngg  ttaa  ttiiếếpp  ttụụcc  xxéétt  vvềề  đđưườờnngg  ttrròònn,,  mmốốii  lliiêênn  hhệệ  ggiiữữaa  đđưườờnngg  ttrròònn  vvàà  ttaamm  ggiiáácc..  

KKhhii  đđãã  đđưượợcc  hhọọcc  ccáácc  kkiiếếnn  tthhứứcc  vvềề  đđưườờnngg  ttrròònn  ((ggóócc  nnộộii  ttiiếếpp;;  ttaamm  ggiiáácc  nnộộii  ttiiếếpp,,  nnggooạạii  ttiiếếpp;;  

ttứứ  ggiiáácc  nnộộii  ttiiếếpp,,  nnggooạạii  ttiiếếpp;;  ……))  tthhìì  vviiệệcc  ggiiảảii  mmộộtt  llớớpp  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttrrởở  nnêênn  ddễễ  ddàànngg..  CCòònn  

nnếếuu  cchhưưaa  hhọọcc  vvềề  cchhúúnngg  tthhìì  ccáácc  bbààii  ttooáánn  nnhhưư  vvậậyy  ccóó  ggiiảảii  qquuyyếếtt  đđưượợcc  kkhhôônngg??  CChhúúnngg  ttaa  hhããyy  

kkiiểểmm  cchhứứnngg  đđiiềềuu  đđóó  qquuaa  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ssaauu..    

  

7. Chứng minh rằng một tứ giác lồøi có hai góc đối bù nhau khi và chỉ khi tồn tại 

một điểm cách đều bốn đỉnh của tứ giác. (Đó chính là một tứ giác nội tiếp). 
BÀI GIẢI 

a) Giả sử tứ giác ABCD có A +C = B+D =180
o
 

   Không mất ính tổng quát giả sử BA. 

Nếu B > A thì C > D, ta lấy 

điểm M sao cho   MAB = A, 

MCD = D, các tia BM và CM cắt 

AD lần lượt tại P và N, suy ra MBC = 

MCB nên tam giác MBC cân tại M. 

    Từ các tam giác cân BMC, ABP, 

CDN suy ra các trung trực của tam giác 

AB, BC, CD chính là các đường phân 

giác của tam giác MNP nên chúng đồng 

quy tại O và rõ ràng OA = OB = OC = 

OD.  

    Trường hợp điểm M trùng với N và P 

thì có MA = MB = MC = MD. Nếu B =A thì C = D, tứ giác ABCD là hình 

thang cân, kết luận hiển nhiên đúng. 

  b) Ngược lại, nếu tứ giác ABCD có điểm O thỏa  

      mãn OA = OB = OC = OD. Giả sử O nằm trong tứ             

      giác(các trường hợp còn lại chứng minh tương tư)ï 

          Khi đó ta có: 

      OBA = 90
o
 – AOB/2  

      OBC = 90
o
 – BOC/2 

      ODC = 90
o
 – COD/2 

      ODA = 90
o
 – DOA/2 

      Nên:          

      

0360
2

AOB BOC COD DOA
B D

   
                        

                                                                   = 360
o
 – 180

o
 = 180

o
 = A +C. 

 

8. Chứng minh rằng một tứ giác lồi có tổng hai cạnh đốùi bằng nhau khi và chỉ khi 

tồn tại một điểm cách đều bốn cạnh của tứ giác . ( đó chính là tứ giác ngoại tiếp). 

 

 

BÀI GIẢI 

M

O

A D

C
B

PN

O

D

A

B C
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a) Giả sử tứ giác ABCD co:ù 

AB + CD = AD + BC 

    Không mất tính tổng quát, giả sử 

AB  BC. 

    Nếu AB > CD thì AD > CD, lấy điểm 

M trên AD sa cho BM = BC, N thuộc 

cạnh AD sao cho DN = DC, suy ra AM 

= AN. Từ các tam giác cân AMN, BMC, 

DCN suy ra phân giác các góc A, B, D là 

các trung trực của tam giác CMN nên 

chúng đồng quy tại I. Rõ ràng I cách đều 

bốn cạnh của tứ giác.Trường hợp AB = 

BC, AD = CD thì I là giao điểm của BD 

và phân giác góc A. 

b) Ngược lại, nếu tứ giác ABCD có điểm I cách đều bốn cạnh của tứ giác thì đễ thấy I là 

giao điểm của bốn đường phân giác. Do đó việc chứng minh AB + CD = AD + BC hoàn 

toàn đơn giản. 

 

9. Cho tứ giác lồi ABCD. Chứng minh rằng tứ giác có hai góc đối bù nhau khi và chỉ 

khi  ACB = ADB. 

BÀI GIẢI 

    Trường hợp BC song song với AD dễ thấy hai 

điều kiện trên tương đương với tứ giác ABCD là 

hình thang cân, nên điều chứng minh càng hiển 

nhiên đúng. 

    Giả sử hai đường thẳng BC và CD cắt nhau tại 

O sao cho B nằm giữa O và C. 

   Ta có góc ABC bù với ADC   OBA = ADC 

  Tam giác: OAB ~ OCD (g-g) 

  OA/OC = OB/OD   Tam giác OAC  OBD   Góc: ACB = ADB. 

* Chú ý:từ ACD = ABD ta đẽ dàng suy ra được BAC = BDC, CBD = CAD, 

ABD = ACD. 

 

10. (Định lí Ptôlêmê) Chứng minh rằng nếu tứ giác ABCD có hai góc đối bù nhau 

thì: AB.CD + AD.BC = AC.BD. 

BÀI GIẢI 

   Theo bái toán 9 ta có: BAC = BDC,                             

và BCA = BDA. 

   Trên AC lấy điểm K sao cho: ABK = DBC 

 ABK ~ DBC (g-g) 

AB AK

BD CD
  AB.CD = AK.BD  (1) 

   Tương tự ta cũng có:  

ABD ~ KBC (g-g) 

  AD.BC = BD.CK  (2).  

   Cộng (1) và (2) theo từng vế ta có được điều phải 

B

A

C

IM

N D

O

C

D

B

A

A D

B

C

K



Phần1: Một số bài toán hình học phẳng và tính chất của nó 

 7 

chứng minh. 

 

11. Cho tứ giác ABCD có hai góc đối bù nhau. Hạ DM, DN, DP theo thứ tự vuông 

góc với BC, CA, AB. Chứng minh rằng ba điểm M, N, P thẳng hàng (đường thẳng 

Simson). 

BÀI GIẢI 

    Nếu P   A và M   C thì kết luận là hiển 

nhiên. Nếu P thuộc đoạn AB và các điểm được 

bố trí như  hình vẽ (với các trường hợp khác 

chứng minh  tương tự). 

    Ta nhận thấy A, N, M thẳng hàngvà hai đoạn 

NP, NM nằm về hai phía khác nhau của đoạn 

AC. Vì vậy để chứng minh M, N, P thẳng hàng 

thì chỉ cần chứng minh hai góc ANP và CNM 

bằng nhau. 

    Xét tứ giác DNCM, có:  

DNC + CMD = 90
o
 + 90

o
 = 180

o
 

=> Tứ giác nội tiếp => MNC = CDM (theo kết quả bài 7 và 9) 

Tương tự với tứ giác APND ta có ANP = ADP.  

Bên cạnh đó:  DCM = DAP (cùng bù với góc DCB)  

DMC =  PDA = 90
o
 

 Hai tam giác DMC và DPA bằng nhau (g-g) 

  ADB = CDM => MNC = CDM = ADP = ANP  ANP = CNM  

 Điều phải chứng minh. 

 

        ỞỞ  pphhííaa  ttrrêênn  llàà  mmộộtt  ssốốùù  bbààii  ttậậpp  vvềề  đđưườờnngg  ttrròònn  mmàà  cchhúúnngg  ttaa  ccóó  tthhểể  ggiiảảii  cchhúúnngg  cchhưưaa  ccầầnn  

đđếếnn  kkiiếếnn  tthhứứcc  vvềề  đđưườờnngg  ttrròònn..TTrroonngg  đđóó  cchhúúnngg  ttaa  ccóó  nnhhắắcc  đđếếnn  hhaaii  ccôônngg  ccụụ  đđưượợcc  ssửử  ddụụnngg  

nnhhiiềềuu  ttrroonngg  hhììnnhh  hhọọcc,,  đđóó  llàà  đđịịnnhh  llíí  PPttôôllêêmmêê  vvàà  đđưườờnngg  tthhẳẳnngg  SSiimmssoonn..  PPttôôllêêmmêê  tthhìì  đđưượợcc  ssửử  

ddụụnngg  đđểể  cchhứứnngg  mmiinnhh  ccáácc  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  hhììnnhh  hhọọcc,,  ccòònn  SSiimmssoonn  ddùùnngg  đđểể  cchhứứnngg  mmiinnhh  ssựự  

tthhẳẳnngg  hhàànngg..DDựựaa  vvààoo  cchhúúnngg,,  ttaa  ccóó  tthhểể  ddễễ  ddàànngg  ssuuyy  rraa  mmộộtt  ssốố  ttíínnhh  cchhấấtt  ssaauu::  

     

°Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn tâm O. Đường 

cao AH (H   BC). Ta có  BAH =   OAC. 

   Bây giờ ta sẽ đi chứng minh nó mà chỉ sữ dụng những 

tính chất về đường tròn mà chúng ta đã biết ở trên. 

Chứng minh: Dựng đường kính AF và điểm E là trung 

điểm AC. 

Xét tam giác AFC, ta có: 

OAC = OCA và OCF = OFC (vì OA = OC = 

OF) 

   Mà OAC +  OCA + OCF + OFC = OAB 

+ ACF + OFC = 180
o
 

   Vậy ACF = ACO + OCF = 
0180

2
 = 90

o
 

   Mà OE // FC   AOE = ACF = 90
o
  (1) và AOE = AFC  (2) (đồng vị) 

   Bên cạnh đó ABC = AFC  (3) 

KA C

D

B

M
N

P

O

A

B CH

F

E
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   Từ (1), (2) và (3)   BAH = OAE   BAH = OAC (đpcm). 

 

°Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn tâm O. 

   Gọi H là trực tâm của tam giác vàM, N, P lần lượt 

là giao của AH, BH, CH với đường tròn tâm O. Ta 

dễ dàng chứng minh được HD = DM thông qua tam 

giác HCM cân tại C. Tương tự HE = EN, HF = 

FP.Từ đó ta có thể suy ra một số tính chất sau: 

* H là giao điểm ba đường phân giác của tam giác 

MNP. 

* HA = PA = NA, HB = PB = MB, HC = NC = MC.     

* OA vuông góc với PN, tương tự với OB vàPM, OC 

và MN… 

 

        TTrroonngg  hhììnnhh  hhọọcc  ssơơ  ccấấpp  ccòònn  ccóó  mmộộtt  hhệệ  tthhứứcc  rrấấtt  đđẹẹpp,,  đđóó  llàà  hhệệ  tthhứứcc  ƠƠllee  dd
22
  ==  RR

22
  ––  44RRrr  

((ttrroonngg  đđóó  dd  llàà  kkhhooảảnngg  ccáácchh  ttừừ  ttââmm  OO  đđưườờnngg  ttrròònn  nnggooạạii  ttiiếếpp  đđếếnn  ttââmm  II  đđưườờnngg  ttrròònn  nnộộii  ttiiếếpp  

ttaamm  ggiiáácc  AABBCC  vvàà  RR,,  rr  ttưươơnngg  ứứnngg  llàà  bbáánn  kkíínnhh  ccáácc  đđưườờnngg  ttrròònn  ấấyy))..  TTưươơnngg  ttựự,,  ttaa  ccũũnngg  ccóó  hhệệ  

tthhứứcc  dd’’
22
  ==  RR

22
  ++  22RRrr’’((ttrroonngg  đđóó  dd’’  llàà  kkhhooảảnngg  ccáácchh  ttừừ  OO  đđếếnn  ttââmm  II’’  đđưườờnngg  ttrròònn  bbàànngg  ttiiếếpp  

ggóócc  AA  vvàà  rr’’llàà  bbáánn  kkíínnhh  đđưườờnngg  ttrròònn  nnààyy..  

ĐĐểể  cchhứứnngg  mmiinnhh  hhệệ  tthhứứcc  ttrrêênn,,  nnggooààii  vviiệệcc  ssửử  ddụụnngg  hhệệ  tthhứứcc  llưượợnngg  ttrroonngg  đđưườờnngg  ttrròònn  ((ttíínnhh  

pphhưươơnngg  ttíícchh  ccủủaa  II  vvàà  II’’  vvớớii  đđưườờnngg  ttrròònn  ((OO)))),,  ttaa  ccòònn  ddùùnngg  đđếếnn  ttíínnhh  cchhấấtt  ssaauu::  

 

° Tính chất 1: đường tròn tâm O đi qua trung điểm đoạn IaI. 

   Chứng minh: ta xét cả ba đường tròn bàng tiếp của tam giác ABC ta thấy ngay I chính 

là trực tâm của tam giác IaIbIc, còn IaA, IbB, 

IcC là các đường cao của tam giác ấy. Vì 

vậy, đường tròn (O) ngoại tiếp tam giác Abc 

chính là đường tròn chín điểm Ơle của tam 

giác IaIbIc. Đường tròn này đi qua các trung 

điểm của IaI, IbI, IcI đồng thời đi qua trung 

điểm của IaIb, IbIc và IcIa . 

   Gọi J là điểm đối xứng của I qua O, khi đó 

J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 

IaIbIc. Mặt khác, vì I là trực tâm và IaA, IbB, 

IcC là các đường cao cua tam giác IaIbIc, nên 

dễ chứng minh: 

1 1
a b c c b c

IA IB IC r r r

I A I B I C r r r
        

1 1 1 1

a b cr r r r
    . Suy ra 

° Tính chất 2: 
1 1 1 1

a b cr r r r
    

   Sử dụng tính chất của các tứ giác nội tiếp IBIaC, ICIbA, IAIcB ta có: 

. .b
b a

a a b a

I Ar IA IA
tg AI I tg CI I

r I A I A I A
     . Do đó ta có: 

 

H 

O 

C B 

A 

D 

F 
E 
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P 
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ra
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O

Ic J
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° Tính chất 3: trong tam giác ABC, ta có: .
2 2a

r B C
tg tg

r
 . 

     Tương tự   .
2 2b

r A C
tg tg

r
  , .

2 2c

r A B
tg tg

r
 . 

Thay vào tính chất 2 ta được hệ quả sau: 

. . . 1
2 2 2 2 2 2

A B B C C A
tg tg tg tg tg tg   . 

° Tính chất 4:  M là mộït điểm bất kì trên cạnh BC của tam giác ABC. Gọi r, r1, r2 là 

bán kính đường tròn nội tiếp và p, p1, p2 là bán kính đường tròn bang tiếp góc A 

của tam giác ABC, ABM và ACM. Chứng minh hệ thức: r/p = r1/p1 . r2/p2. 

Chứng minh: 

 vì AMB + AMC = 180
o
   AMB/2 + AMC/2 = 90

o
 

  tgAMB/2 = cotg AMC/2   tgAMB/2 . tgAMC/2 = 1 

   Nên r1/p1 . r2/p2 = tgB . tgAMB/2 . tgAMC/2 . tgC/2 = 

tgB/2 . tgC/2 = r/p. 

 

12. (Định lí Macxoen). Bên trong tam giác ABC lấy một 

điểm P bất kì và nối nó với các đỉnh của tam giác. Chứng minh rằng, nếu dựng một 

tam giác với các cạnh song song với các đoạn thẳng đó và qua các đỉnh của nó dựng 

các đường thẳng song song với các cạnh của tam giác ABC thì các đường thẳng đó 

đồng quy tại một điểm.  
BÀI GIẢI 

    Rõ ràng thay cho tam giác có các cạnh song 

song với các đoạn thẳng AP, BP và CP, ta có thể 

xét một tam giác nào đó có các cạnh vuông góc 

với các đoạn thẳng đó, còn qua các đỉnh của nó kẻ 

qua các đỉnh của nó kẻ các đường thẳng không 

phải song song, mà vuông góc với các cạnh của ta 

giác ABC. Một tam giác như vậy có thể là tam 

giác DEF với các đỉnh là tâm của các đường tròn 

ngoại tiếp các tam giác ABP, BCP và CAP. Khi đó 

các đường thẳng đi qua các đỉnh của tam giác DEF 

là đường trung trực của các cạnh tam giác ABC và 

vuông góc với chúng, do đó chúng đồng quy tại một điểm. 

 

13. (Định lí Moocley) Bằng các tia xuất phát từ các đỉnh của tam giác ABC, mỗi góc 

của tam giác bị chia thành ba phần bằng nhau. Hai tia xuất phát từ các đỉnh B và C 

và gần với cạnh BC cắt nhau tại điểm A1, tương tự như vậy ta xác định các đỉnh B1 

và C1. Chứng minh rằng tam giác A1B1C1 là tam giác đều.(h.1)  

 

 
 

P 

C 
A 

E D 

F 
O 

B 

A 

B C M 



Phần1: Một số bài toán hình học phẳng và tính chất của nó 

 10 

BÀI GIẢI 

    Giả sử trong tam giác ban đầu có các   A = 3 , B  = 3 , C = 3 . Ta lấy một 

tam giác đều A2B2C2. Dựng trên các cạnh của nó về phía ngoài như trên các đáy tam giác 

cân A2B2R, B2C2P và C2A2Q với các đáy tương ứng bằng 60
o
 -  , 60

o
 -  , 60

o
 –  . Kéo 

dài các cạnh bên của tam giác đó về phía A2, B2, C2 và kí hiệu các giao điểm của đường 

thẳng RB2 và RA2, QA2 và PB2 tương ứng là A3, B3, C3. Kẻ qua B2 đường thẳng 

songsong với A2B2 cắt các đường thẳng QA3 và QC3 tương ứng tại M vàN (h.2). B2Q là 

đường cao của tam giác cân QMN, nên B2 là trung điểm của đoạn MN. Tính các góc của 

tam giác B2C3N và B2A3M: C3B2N =  PB2M = C2B2M – C2B2P =  ; B2NC3 

= 180
o
 – C2A2Q = 120

o
 +  , tức là A3B2M = 180

o
 -   - (120

o
 + ß) =  . Tương tự 

A3B2M =  , B2A3M =  . Suy ra : B2C3N – A3B2M. Từ đó 3 2 3

2 3 2

C B C N

B A B M
 ; vì 

B2M = B2N và tam giác C3B2A3 bằng tam giác C3NB2, nên 3 2 3

2 3 2

C B C N

B A B N
 , tức là: 

C3B2A3  – C3NB2, suy ra B2A3A3 =  . Tương tự =  , tức là A2C3B3 =  , tức là 

A3B3C3 = 3  = C và C3B2, C3A2 là các đường chia góc C3 của tam giác A3B3C3 

thành ba phần bằng nhau. Lập luận tương tự cho các đỉnh A3 và B3 ta được tam giác ABC 

đồng dạng với tam giác A3B3C3, từ đó suy ra điều phải chứng minh. 
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