CHUONG V
MOT SO BAlI TOAN TOI VU TREN BO THI

5.1. DO THI CO TRONG SO VA BAlI TOAN BUONG DI NGAN NHAT.
5.1.1. M& dau:

Trong doi s6ng, ching ta thuong gap nhitng tinh hudng nhw sau: dé di tir dia
diém A dén dia diém B trong thanh phd, c¢6 nhiéu dwong di, nhiéu cach di; cé llc ta
chon duong di ngén nhét (theo nghta cu ly), c6 luc lai can chon dwong di nhanh nhét
(theo nghfa thoi gian) va co Ic phai can nhac dé chon dudng di ré tién nhat (theo nghta
chi phi), v.v...

C6 thé coi so do cta duong di tir A dén B trong thanh phd lamét do thi, véi dinh
|a cac giao 10 (A va B coi nhu giao 16), canh la doan duong ndi hai giao 16. Trén moi
canh cua do thi nay, ta gan mét s6 dwong, (ng v&i chiéu dai cta doan dwong, thoi gian
di doan dwong hodc cudce phi van chuyén trén doan dwong do, ...

Do thi o trong s6 1a do thi G=(V,E) mamai canh (hoac cung) e <E dwoc gan bai
mot s6 thuwc m(e), goi latrong s6 clia canh (hodc cung) e.

Trong phan nay, trong s6 clia méi canh dwoc xét 1a mot s6 dwong va con goi la
chiéu dai ctia canh d6. Moi duong di tir dinh u dén dinh v, c6 chiéu dai 1a m(u,v), bang
tong chiéu dai cac canh ma né di qua. Khoang cach d(u,v) gitra hai dinh u vav la chiéu
dai dwong di ngan nhét (theo nghta m(u,v) nho nhét) trong cac dwong di tir u dén v.

C6 thé xem mot do thi G bat ky la mot do thi c6 trong s6 ma moi canh déu cé
chiéu dai 1. Khi d6, khoang cach d(u,v) gitta hai dinh u vav lachiéu dai ctia dwong di tlr
u dén v ngan nhat, tirc 12 duong di qua it canh nhét.

5.1.2. Bai toan tim dwdong di ngén nhét:

Cho don do thi lién théng, co trong s6 G=(V,E). Tim khoang cach d(uo,v) tr mot
dinh ug cho tredc dén mot dinh v bét ky clia G vatim duong di ngan nhét tir ug dén v.

CO mot s6 thuat toan tim duong di ngan nhat; & day, ta c6 thuat toan do E.
Dijkstra, nhatoan hoc nguti Ha Lan, dé xudt nam 1959. Trong phién bdn mata 8 trinh
bay, nguoi ta gia str do thi la vo hwéng, cac trong so la duong. Chi can thay doi doi chit
|a co thé giai dwoc bai toan tim dudng di ngdn nhét trong do thi c6 hwéng.

Phuong phap cda thuat todn Dijkstra la: xac dinh tuan tw dinh c6 khodng cach
dén ug tlr nho dén 16n.

Truwéc tién, dinh c6 khodng cach dén a nhé nhét chinh la a, véi d(up,ug)=0. Trong
cac dinh v # Ug, tim dinh c6 khoang céach k; dén ug la nhé nhat. Binh nay phai la mot
trong cac dinh ké vai ug. Gia st dé lau,. Taco:

d(Uo,uy) =K.
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Trong cac dinh v # Up va v # uy, tim dinh c¢6 khodng cach k, dén ug la nhd nhét. Binh
nay phai la mdt trong cac dinh ké véi uy hodc véi uy. Gia st do lau,. Taco:
d(ug,U) = ko.
Tiép tuc nhw trén, cho dén bao gi¢ tim dwoc khodng cach tir ug dén moi dinh v cla G.
Néu V={ug, Uy, ..., Uy} thi:
0 = d(ug,Up) < d(ug,us) < d(ug,un) < ... < d(up,u).
5.1.3. Thuat toan Dijkstra:

procedur e Dijkstra (G=(V,E) la don d6 thi lién thong, c6 trong s6 vai trong sé duong)
{G cd céc dinh a=ug, Uy, ..., Uy=z vatrong s6 m(u;,u;), voi m(u;,u;) =
oo néu (u;,u;) khéng la mot canh trong G}
fori:=1ton
L(u) :=o0
L@:=0
S:=V\{a
u:=a
whileS= O
begin
for tat ca cac dinh v thudc S
if L(u) +m(u,v) < L(v) then L(v) := L(u)+m(u,v)
u := dinh thudc S c¢6 nhan L(u) nhé nhat
{L(u): do dai duong di ngan nhét tir a dén u}
S:=S\{u}
end

Thi du 1: Tim khoang cach d(a,v) tir a dén moi dinh v vatim duong di ngén nhét tir a
dén v cho trong do6 thi G sau.
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5.1.4. Binh ly: Thuat toan Dijkstra tim dugc duong di ngan nhéat tir mét dinh cho trudc
dén mot dinh tuy y trong don do thi vo huéng lién thong c6 trong so.

Chirng minh: Binh Iy dwoc chitng minh bang quy nap. Tai budc k ta co gia thiét quy
nap la

(i) Nhan ctia dinh v khéng thudc S 1a do dai clia dudng di ngan nhét tir dinh a tdi dinh
nay;

(i) Nhan ctia dinh v trong S 1a do dai ctia duong di ngdn nhét tir dinh a téi dinh nay va
duong di nay chi chira cac dinh (ngoai chinh dinh nay) khéng thudc S.

Khi k=0, ttrc la khi chua cé buédc 1ap nao dwoc thue hién, S=V \ {a}, vi thé d6 dai
clia dudng di ngan nhét tir a téi cac dinh khéc a laco va d6 dai clia dudng di ngan nhét tir
atdi chinh no bang 0 (¢ day, ching ta cho phép dudng di khéng cé canh). Do do budc
co s¢ la dung.

Gia str gia thiét quy nap la dang véi buéc k. Goi v la dinh lay ra khoi S & buéc
Idp k+1, vi vay v la dinh thudc S & cudi buwdc k c6 nhan nhd nhat (néu cé nhiéu dinh co
nhan nhd nhét thi ¢ thé chon mot dinh nao dé lam v). Tir gia thiét quy nap ta thdy rang
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trede khi vao vong 1dp thi k+1, cac dinh khéng thudc S da duoc gan nhan bang do dai
clia dvong di ngdn nhét tir a. Binh v cling vay phai dugc gan nhan bang do dai cla
duong di ngan nhat tir a. Néu diéu nay khong xay ra thi & cudi budc 13p thir k sé co
dudng di véi dd dai nhd hon L(v) chira ca dinh thudc S (vi Li(v) la do dai cta dwong di
ngan nhét tir a t¢i v chira chi cac dinh khéng thudc S sau bwdc 13p thi k). Goi u l1a dinh
dau tién ctia duong di nay thudc S. D6 la dwong di véi do dai nhd hon L (v) tir a téi u
chtra chi cac dinh khong thudc S. Diéu nay tréi véi cach chon v. Do do (i) van con ding
& cudi budc 13p k+1.

Goi u la dinh thudc S sau budc k+1. Buwdng di ngdn nhét tir a t6i u chira chi cac
dinh khong thudc S sé hodc la chira v hoac la khong. Néu né khong chira v thi theo gia
thiét quy nap do dai clia n6 laL,(v). Néu né chira v thi n6 sé tao thanh duong di tir a toi
v vOi d6 dai co thé ngan nhét va chira chi cac dinh khong thudc S khac v, két thic bang
canh tir v t¢i u. Khi d6 dé dai cla no sé laLy(v)+m(v,u). Biéu dé chirng té (ii) 1a ding vi
Lkra(U)=min(L(u), Li(v)+m(v,u)).

5.1.5. Ménh d&: Thuat toan Dijkstra tim dudng di ngan nhét tir mot dinh cho truéc dén
mot dinh tuy y trong don dd thi vo hudng lién thdng co trong s6 ¢6 dd phirc tap 12 O(n°).
Chirng minh: Thuat toan dung khdng qua n-1 budc 1ap. Trong moi budc lap, ding
khong hon 2(n—1) phép cong va phép so sanh dé sira doi nhan clia cac dinh. Ngoai ra,
mot dinh thudc Sy cd nhan nhé nhat nho khéng qua n—1 phép so sanh. Do dé thuat toan
c6 do phirc tap O(n?).

5.1.6. Thuat toan Floyd:

Cho G=(V,E) la mdt do thi c6 hudng, co trong s6. DE tim dwdng di ngdn nhat
gitta moi cdp dinh cla G, ta cé thé ap dung thuat toan Dijkstra nhiéu lan hoac 4p dung
thuét toan Floyd duoc trinh bay dudi day.

Gia stt V={vy, Vo, ..., V,} vaco matran trong s6 laW = W,. Thuat toan Floyd xay
dwng ddy cac matran vudng cap n laW, (0 < k < n) nhu sau:

procedure Xac dinh W,

fori:=1ton
forj:=1ton
WIi,j] := m(vi,v;) {WIi,j] laphan tr dong i cdt j clia ma tran W}
fork:=1ton

if W[i k] +WI[k,j] < W[i,j] then WIi,j] := Wi k] +W[k,j]
{WI[i,j] laphan tlr dong i cot j clia ma tran W,}

5.1.7. Binh ly: Thuéat toan Floyd cho ta ma tran W*=W, la ma tran khoadng cach nhé
nhat cutia do thi G.
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Chtng minh: Tachirng minh bang quy nap theo k ménh dé sau:

W,[i,j] lachiéu dai dwong di ngan nhét trong nhitng duong di néi dinh v; vai dinh
v; di qua cac dinh trung gian trong {v1, vy, ..., Vi}.

Trudc hét ménh dé hién nhién ding véi k=0.

Gia str ménh dé ding voi k-1.

Xét W,[i,j]. Cé hai truong hop:
1) Trong cac duong di chiBu dai ngan nhét ndi v; voi v; va di qua cac dinh trung gian
trong {V1, Va, ..., Vi}, €6 mdt dwdng di y sao cho vy ¢ y. Khi do vy ciing la dwdng di ngan
nhét ndi v; v&i v; di qua cac dinh trung gian trong {vy, Vo, ..., Vi.1}, nén theo gia thiét quy
nap,

Wi.a[i,j] = chiéu dai y < Wy ([i,K]+W1[K,j].
Do do theo dinh nghta ctia W thi W,([i,j]=W1[i,j].
2) Moi duong di chigu dai ngan nhat ndi v; véi v; va di qua cac dinh trung gian trong
{Vv1, Vo, ..., W}, dBu chira vi. GOi y = V;j ... Vi ... vj lamot duong di ngén nhat nhw thé thi
V1 ... Vk V@V ... vj cling 1 nhitng duwong di ngan nhét di qua cac dinh trung gian trong
{V1, Vo, ..., Vi.1} Va
Wica[i K]+ Wiq[k,j] = chiéu dai(v; ... vi) + chiéu dai(vy ... vj)
= chiéu dai y < W,.q[i j].
Do dé theo dinh nghta cta W, thi ta co:
Wiij] = Wica[i K]+ Wica[k,j] -

Thi du 2: Xét d6 thi G sau:
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7 2 711 2 8
4 1 4 1
3 3
le ’W2:
4 4 8 5
2 9 2 4 292 410
1 15 2
711 2 8 14 610 2 7 13
4 17 4 17
3 3
W3: ’W4:
4 8 511 4 8 511
292410 5 282495
15 2L-8 15 2 8
9 692712 9 6 9 27 12
393516 373516
3 747 95 3
W5: ’W*:WGZ )
747 9510 7 47 95 10
28249 5 2 6 247 5
414627 41 46 27

Thuat toan Floyd c6 thé ap dung cho do thi vo huéng cling nhw do thi c6 hwdng.
Tachi can thay méi canh vo huéng (u,v) bang mot cap canh c6 hudng (u,v) va (v,u) voi
m(u,v)=m(v,u). Tuy nhién, trong tredng hop nay, cac phan t&r trén duwong chéo clia ma
tran W can dat bang 0.

D0 thi ¢d hwdng G lalién thdng manh khi vachi khi moi phan tir nam trén dwong
chéo trong ma tran trong sé ngan nhat W* déu hiru han.

5.2. BAl TOAN LUONG CUC PAI.

5.2.1. Ludng van tai:

5.2.1.1. Binh nghia: Mang van tai la mét do thi c6 huwéng, khong cé khuyén va cod
trong s6 G=(V,E) v&i V={vo, vy, ..., V;} thod man:

1) M6i cung e € E cd trong s6 m(e) lamot s6 nguyén khéng am va dwoc goi lakha nang
théng qua cuia cung e.

2) C6 mét va chi mét dinh vy khdng c6 cung di vao, tirc 1a deg(vo)=0. Binh vq duoc goi
lal6i vao hay dinh phét clia mang.

3) C6 mdt va chi mot dinh v, khéng c6 cung di ra, tlrc 1a degy(v,)=0. Binh v, dwgc goi la
|6i ra hay dinh thu cGia mang.
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5.2.1.2. Binh nghia: Bé dinh luvgng khai thac, tirc 1a xac dinh lwgng vat chat chuyén
gua mang van tai G=(V,E), nguti ta dua ra khai niém ludng van tai va né dwoc dinh
nghia nhuw sau.

Ham ¢ xac dinh trén tap cung E vanhan gia tri nguyén dwoc goi laludng van tai
clia mang van tai G néu ¢ thod man:

1) o(e) >0, Vee E.

2) D o®= D> (e, VYV eV, vav, vav, O day, I' (v)={e<E | e c6 dinh cudi lav},
ecl (v) esl'™ (v)

'™ (v)={e<E | e c6 dinh dau lav}.

3) p(e) < m(e), Ve e E.

Taxem ¢(e) nhu la lvgng hang chuyén trén cung e=(u,v) tr dinh u dén dinh v va
khong virot qua kha ning théng qua clia cung ndy. Ngoai ra, tir diéu kién 2) ta thdy rang
néu v khéng phai 1a18i vao v, hay 18i ra v, thi lvong hang chuyén téi v bang luong
hang chuyén khdi v.

Tu quan hé 2) suy ra:
4y deO= Ye@E=0,.

el (Vo)  ecl(v,)

bai lvong ¢, (ta con ky hiéu la ¢ ,) dwgc goi laludng qua mang, hay cuvong do
ludng tai diém v, hay giatri clia ludng ¢. Bai toan dét ra ¢ day latim ¢ d€ ¢, dat gia tri
I6n nhat, tic latim giatri I6n nhat cda ludng.
5.2.1.3. Binh nghta: Cho mang van tai G=(V,E) vaA < V. Ky hiéu

I (A)={(uVv)eE|veA, ugA}, T (A)={(uv)eE |ucA, veA}.
Boi v6i tap cung M tuy ¥, dai luong o(M)= > ¢(e) duoc goi laludng cla tap
esM
cung M.

Tir didu kién 2) dé dang suy rahé qua sau.

5.2.1.4. Hé qua: Cho ¢ laludng clia mang van tai G=(V,E) vaA < V \{vg,v,}. Khi dé:
o(I™ (A)=0(I"" (A)).
5.2.2. Bai toan luéng cuc dai:

Cho mang van tai G=(V,E). Hay tim ludng ¢ dé dat ¢, max trén mang G.

Nguyén |y clia cac thuat toan gidi bai toan tim ludng cuc dai la nhu sau.
5.2.2.1. Binh nghia: Cho A < V latap con tuy y khong chita 16i vao v, va chira 16i ra
Vh. Tap T (A) duoc goi la mot thiét dién cla mang van tai G.

Bai lugng m(I'"(A))= > m(e) duoc goi la kha nang thdng qua clia thiét dién

e (A)
' (A).
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T dinh nghia thiét dién va kha nang thdng qua clia nd ta nhan thdy rang: moi
don vi hang hoa dwoc chuyén tir vy dén v, it nhat cling phai mot 1an qua mot cung nao
do6 cla thiét dién T~ (A). Vi vay, du ludng ¢ va thiét dién T~ (A) nhuv thé nao di nita
cling van thoa man quan hé:

on < m(I" (A)).
Do d6, néu doi voi ludng ¢ vathiét dién W maco:
®n = M(W)
thi chac chan rang ludng ¢ dat gia tri I6n nhat va thiét dién W cé kha nang théng qua
nho nhat.
5.2.2.2. Binh nghia: Cung e trong mang van tai G v6i ludng van tai ¢ duoc goi la
cung b&o hoanéu ¢(e)=m(e).

Ludng ¢ clia mang van tai G dwoc goi laludng day néu moi duong di tir vo dén v,
déu chira it nhat mét cung b&o hoa.

Tir dinh nghfa trén ta thdy rang, néu ludng ¢ trong mang van tai G chua day thi
nhéat dinh tim dwoc dwong di o tir 16i vao vo dén 16i ra v, khong chira cung bdo hoa. Khi
do ta nang ludng ¢ thanh ¢’ nhu sau:

¢ (e) +1khi e,

¢v'®= {(p(e) khi ezor.
Khi d6 ¢’ cling lamot luéng, magiatri clia no la:
O’'n=0n+1l> @p.

Nhu vay, d6i véi moi lubng khong day ta co thé nang gia tri clia nd va nang cho
t¢i khi nhan dwgc mot ludng day.

Tuy vay, thuc t€ cho thdy rang c6 thé c6 mét ludng day, nhung van chua dat toi
giatri cuc dai. Boi vay, can phai dung thuat toan Ford-Fulkerson dé tim giatri cuc dai
clia ludng.
5.2.2.3. Thuat toan Ford-Fulkerson:

Dé tim ludng cuc dai clia mang van tai G, ta xuat phat tlr ludng tuy y ¢ ctia G, roi
nang ludng lén day, sau dé ap dung thuat toan Ford-Fulkerson hodc ta ¢ thé ap dung
thuat toan Ford-Fulkerson tryc ti€p ddi véi ludng .

Thuat toan gom 3 budc:

Buwéc 1 (danh ddu & dinh ctia mang): L6i vao v, duoc danh ddu bang 0.

1) Néu dinh v; da duoc danh dau thi ta dung chi s +i dé danh dau cho moi dinh y chua
dwoc danh dau ma (vi,y) €E va cung nay chua b&o hoa (¢(vi,y)<m(vi,y)).

2) Néu dinh v; da dwgc danh ddu thi ta dung chi s6 —i dé danh ddu cho moi dinh z chua
dwoc danh dau ma(z,v;)eE valudng cua cung nay duong (¢(z,v;)>0).
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NéEu voi phuwong phap nay ta danh dau duoc tdi 16i ra v, thi trong G ton tai gitra
Vo Va v, mot xich a, moi dinh déu khac nhau va dwoc danh dau theo chi s6 cta dinh lién
trede no (chi sai khac nhau vé ddu). Khi dé chac chan ta nang dwoc gia tri ctia lubng.
Budc 2 (nang gia tri ctia ludng): BE nang gia tri cla ludng o, ta dat:
o’'(e) =op(e), néueega,
¢’(e) = p(€)+1, néu eca dugc dinh hudng theo chiéu clia xich a di tlr v, dén v,
¢’(e) = (€)1, néu eca duoc dinh huéng ngwgc vai chiéu cta xich o di tlr v, dén v,

¢’ thod mén cac diéu kién vé lubng, nén ¢’ la mot lubng vata co:

®’n = pntl.

Nhu vay, ta da nang dwgc luong I1én mot don vi.

Sau do lap lai mét vong mai. Vi khad nang théng qua cutia cac cung déu hiru han,
nén quatrinh phai dirng lai sau mét s6 hiru han buwéc.

Budc 3: Néu véi ludng ¢° bang phwong phap trén ta khdng thé nang gia tri cta ludng
|én nita, nghia la ta khdng thé danh ddu duoc dinh v, thi ta ndi rang qué trinh nang
ludng két thiic va ¢° da dat gid tri cwc dai, dong thoi goi ¢° 1aludng két thuc.

Khi mang van tai G=(V,E) dat t&i ludng ¢°, thi buéc tiép theo ta khong thé danh
dau duwoc toi 16i ra v,. Trén co s& hién trang duoc danh dau tai bwéc nay, ta sé ching
minh rang ludng (po dadat dwoc gia tri cuc dai.
5.2.2.4. BO dé: Cho ludng ¢ clia mang van tai G=(V,E) va A c V, chita 16i ra v, va
khéng chira 16i vao v,. Khi dé:

oy, =0T (A) -0 (T (A).
Chirng minh: Bat A;=A \{v,}. Theo Hé qua 5.2.1.4, ta c¢:
e(C (A)) =0T (A)) (D).
bdt Ci1={(avy)eE|agA}. Khido I (A)=T"(A)uCval (A)NC;=J, nén
oI (A) =0 (A))+0 (Cy) (2).
Pt C,={(b,v)eE | beA}. Khi d6 C,={(b,v,)€E | beA}, T7(A)=T"(A)UC, va
I'"(ANC,=J, nén
e(C (AN =0 (T (A1) -9 (C) (3.
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Ngoai ra, I'" (v,,) = C;uC,vaCinCy= I, nén
¢y = oI (vp))= ¢ (C)+o (C) (4).
T (1), (2), (3) va(4), tacd:
oy, =0T (A) -0l (A).
5.2.2.5. Binh ly (Ford-Fulkerson): Trong mang van tai G=(V,E), gia tri 16n nhat cla
ludng bang kha nang thong qua nhd nhét cda thiét dién, nghta la

maxe,, = min m(I"~ (A)) .
¢ "ACQV VgAY, EA

Ching minh: Gia st trong mang van tai G, ¢° la ludng cudi cuing, ma sau do bang
phuwong phap danh dau cla thuat toan Ford-Fulkerson khong dat t¢i 16i ra v,,. Trén co s&
hién trang dwoc danh dau Ian cudi cung nay, ta dung B dé ky hiéu tdp gdm céc dinh cla
G khong dwoc danh dau. Khi d6 voeB, v,eB. Do d6 I'" (B) la mt thiét dién clia mang
van tai G vatheo B6 dé 5.2.2.4, ta co:

¢y =0 (T (B)-0°(I" (B) (2.
Dai vai mobi cung e=(u,v)e I'"(B) thi ugB vaveB, tic 1a u deoc danh ddu vav
khong dwoc danh ddu, nén theo nguyén tic danh ddu thir nhit, e d&la cung bao hoi:

¢°() = m(e).
Do do, o’ (B)= Y e°@= Y me=mr(s) .
eI’ (B) ec'” (B)

Da6i véi moi cung e=(s,t)e T'*(B) thi seB vatgB, tic las khdng dwoc danh dau
va t dugc danh déu, nén theo nguyén tac danh dau thir hai:

¢°(e) =0.
Do do, o°(r* (B)= > 0°(®=0 (3.
e<'*(B)

T (1), (2) va(3) tasuy ra
0 —
¢, =m(I(B)).

Vi vay, (p\(/) la giatri Ion nhat cla ludng dat dwgc, con m(I'™ (B)) la gia tri nhd
nhét trong cac kha nang thdng qua cla cac thiét dién thuéc mang van tai G.
Thi du 3: Cho mang van tai nhv hinh dwéi day voi kha nang théng qua duoc dat trong
khuyén tron, ludng dugc ghi trén cac cung. Tim ludng cuc dai clia mang nay.

Ludng ¢ c6 dwong di (Vo,va), (Va,Vs), (Vs,Vg) gOM cac cung chuwa bdo hoa nén nd
chwa day. Do dé c6 thé nang ludng clia cac cung ndy 1én mdt don vi, dé dwoc .

Do moi dudng xuét phat tir vy dén vg déu chia it nhdt mot cung b&o hod, nén
ludng ¢ 1aludng day. Song n6 chwa phai 1aludng cuc dai.

Ap dung thuat toan Ford-Fulkerson dé nang ludng o™
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Xét xich oa=(Vo, Va, Ve, V3, V7, Vg). Quatrinh danh dau tir v dén vg dé cé thé nang
ludng ¢* 1&n mot don vi béng cach bién d6i ludng tai cac cung thudc xich o duoc danh

dau. Sau dé ta cé ludng o>
go 4 6

31
O
+3

Xét xich B=(Vo, V1, Vs, Vo, Vg, Va3, V7, Vg). Quatrinh danh dau tir v dén vg dé co thé
nang ludng ¢ 1én mdt don vi bang cach bién déi ludng tai cac cung thudc xich B duoc
danh dau. Sau d6 ta c6 ludng ¢°.
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Tiép theo ta chi c6 thé danh dau duoc dinh vy nén qua trinh nang ludng két thic
va ta duoc gia tri clia ludng cuc dai la
(p\z = 6+12+8 = 26.
Mat khac, thiét dién nhé nhat '~ (B) voi B={vy, v,, ..., vg} la
I (B)={(vo,v1), (Vo,v2), (Vo,Va), (Vo,Va)}.
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5.3. BAl TOAN DU LICH.
5.3.1. Gi@i thiéu bai toan:

Mot nguoi xuat phat tr mot thanh phé nao d6 mudn t¢i tham n—1 thanh phd
khéac, moi thanh phd ddng mét 1an, rdi quay vé thanh phé ban dau. Hoi nén di theo trinh
tw nao dé do dai téng cong cac doan dwong di qua la ngan nhat (khoang cach gitra hai
thanh phd c6 thé hi€u la cy ly thong thuong hodc thoi gian can di hodc chi phi clia hanh
trinh, ... va xem nhu cho truwéc).

Xét do thi day di G=(V,E), voi V={1, 2, ..., n}, cd trong s6 vai trong s6 m;=
m(i,j) 6 thé khac m;; = m(j,i). Nhu vay, ta c6 thé xem G nhw 1a mot do thi c6 huéng day
di “manh” theo nghia v&i moi i, j=1, 2, ..., n, i#j, lubn ¢o (i,j), (j,i)€E. Ba toan trg
thanh tim chu trinh Hamilton c6 do dai ngan nhét trong G.

Bai toan néi tiéng nay da co |0i giai bang cach st dung phuwong phéap “nhanh va
can”.

5.3.2. Phuong phap nhanh va can: Gia str trong mot tap hitu han cac phwrong an cua
bai toan, ta phai chon ra dwgc mot phuong an toi wu theo mot tiéu chuan nao do (thi du
lam cho ham muc tiéu dat gia tri nhé nhat). Ta sé tim cach phan chia tap phwong an
dang xét thanh hai tap con khong giao nhau. V&i moi tap ndy, ta st tinh “can dudi”
(chan duwéi du tét) clia cac gia tri ham muc tiéu tng véi cac phuong an trong d6. Mang
so sanh hai can dudi vira tinh duoc, ta co thé phan doan xem tap con nao cé nhiéu trién
vong chita phrong an tdi wu va ti€p tuc phan chia tap con d6 thanh hai tap con khac
khong giao nhau, lai tinh cac can dwéi twong ng ... Lap lai qua trinh nay thi sau mot so
hiru han bwéc, cubi cung s& duoc mot phuong an tét, néi chung latdi wu. Néu khong thi
|ap lai qué trinh phan chia dé kiém tra va sau mot vai budc, ta sé dugc phuong an téi wu.

Nguoi ta thuong mo ta qua trinh phan chia do bang mot “cay c6 géc” ma goc sé
twong trung cho tap toan bd cac phuwong an, con cac dinh & phia dudi lan lwot tuong
trng cho cac tap con trong qué trinh “phan nhanh nhi phan”. Vi vay, phuvong phap nay
mang tén nhanh va can.

5.3.3. Co s& ly luan cta phép toan: Néu khong xac dinh thanh pho xuat phat thi co
n! hanh trinh, mbi hanh trinh (ng véi mot hoan vi nao do clia tap {1, 2, ..., n}. Con néu
cho truéc thanh phd xuat phat thi cé tat ca la (n—1)! hanh trinh.

Gia st h=(n(1), n(2), ..., ©(n), (1)) (7 la mot hoan vi) Ia mét hanh trinh qua cac
thanh ph6 =(1), ..., ©(n) theo th tv do réi quay vé =(1) thi ham muc tiéu

f(h) =My @y 2) +A + Mengye(n) + Meyr ) = (.Z):Lnij '
1,])e
S8 biéu thi tong do dai da di theo hanh trinh h, trong dé (i,j) ky hiéu mot chang duong
clia hanh trinh, térc 1a mot cap thanh ph6é ké nhau theo hanh trinh h.

79



5.3.4. Matran rut gon: Quatrinh tinh toan s& duwoc thwe hién trén cac matran suy tlr
matran trong s§ M=(mj;) ban dau bang nhitng phép bién ddi rut gon dé cac s6 liéu dugc
don gian.

Phép trir phan tir nhd nhét ctia mbi dong (t.u. cot) vao tét ca cac phan tir clia dong
(t.w. cot) dé dwoc goi la phép rat gon dong (t.w. cbt). Phan ti nhé nhat dé duoc goi la
hang s6 rat gon dong (t.w. cot) dang xét. Ma tran véi cac phan tir khong &m va cd it nhét
mdt phan tir bang 0 trén moéi dong va moéi codt dugc goi |a ma tran rat gon cla ma tran
ban dau.

Thi du 4:
4 3 53 1 0 2 0O 0 2
M=|6 2 7|2——> |4 0 5|— M'=|3 0 5],
9 10 5)5 4 5 0 350
1 0O
tdt nhién ¢6 thé rat gon cach khac
4 3 5)0 010
M={6 2 7/0—> M’=|2 0 2].
9 10 5)0 580
4 2 5

5.3.5. Ménh dé: Phuong an t6i wu xét trén ma tran trong sd ban dau ciing la phrong an
t0i wu cla bai toan xét trén matran rdt gon va dao lai.
Chng minh: C6 thé xem viéc di tim chu trinh Hamilton cla ngudi du lich nhw 1a mot
bai toan van tai dac biét dwdi dang bang. Nhu vay thi trong bang (ma tran trong s6 hoac
ma tran rit gon) ta phai ¢6 ding n 6 chon, moi 6 chon tugng treng cho mét cdp thanh
phd trén hanh trinh can tim, trén moi dong va mdi cdt c6 ding mdt & chon. Mbi hanh
trinh h s8 tvong (’ng mot—mdt véi mot tap n 6 chon xac dinh. f(h) chinh la tong cac
trong sO ban dau ghi trong n 6 chon dang xét.

Vi méi hanh trinh h bét ky, néu ky hiéu f'(h)= Zm’ij la gia tri cia ham muc

(i,j)eh
tiéu (rng v&i ma tran rat gon M’ vaslaténg cac hang s rat gon thi ta co:
f(h) = f'(h)+s.

Goi X la tap toan bd cac phwong an dang xét & mot giai doan nao do, hy la

phwrong an t6i wu cla bai toan xét trén matran trong sé ban dau M, ta co:
f(hg) < f(h), YheX

hay f(hg)—s < f(h)-s, VheX hay f'(hy) < f'(h), YheX hay hg la phrong an téi wu cta bai
toan xét trén matran rat gon M’.
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5.3.6. Phan nhanh: Sy phan hoach tap hop tat ca cac hanh trinh & mot giai doan nao
d6 thanh hai tap con r&i nhau duoc biéu dién bang sw phan nhanh cta mot cay. Trén
céy, moi dinh dwoc biéu dién thanh mot vong tron va st twong trung cho mdt tap hanh
trinh ndo do. Binh X dau tién latap toan bd cac hanh trinh. Binh (i,j) biéu dién tap céac
hanh trinh ¢ chtta cap (i,j) k& nhau. Binh (i, j) biéu dién tap cac hanh trinh khdng chia
cap (i,j) k& nhau. Tai dinh (i,j) lai co sw phan nhanh: dinh (k) biéu dién tap cac hanh
trinh c6 chta cdp (i,j) vacap (k,1), dinh (k,1) biéu dién tap cac hanh trinh c6 chiva cip
(i,j) nhwng khong chira cap (k1) ...

Néu qua trinh dién ra dd 16n thi cudi cung s& ¢6 nhitng dinh chi biéu dién mét
hanh trinh duy nhat.

Van dé dat ra la nén chon céap thanh phé nao dé tién hanh phan nhanh xuat phat
tlr mot dinh cho trudc trén cay? Mot cach ty nhién ta nén chon cdp thanh phd nao gan
nhau nhat dé phan nhanh trudc, trén ma tran rit gon thi nhitng cap thanh pho (i,j) nhu
vay déu c6 mij; =0 vanhiing hanh trinh ndo chira cdp (i,j) déu co trién vong latét.

Trén ma tran rat gon thuong cé nhiéu cap thanh phd thod man diéu kién dé
(m’j; =0). D& quyét dinh ta phai tim cach so sanh. Vi thanh phé i nhét thiét phai n6i lién
v@i mot thanh phd nao dé nén cac hanh trinh h khéng chtra (i,j) tc lahe (i, j) phai ¢ng
vGi nhitng d dai hanh trinh it ra co chira phan t&r nhd nhat trong dong i khdng ké m'; =0
vaphan t& nhd nhét trong cdt j khong k€ mij; =0 vi thanh phd j nhat thiét phai ndi lién
v&i mot thanh phé nao dé & tredc nd trén hanh trinh. Ky hiéu tong cla hai phan t&r nhd
nhét dé 12 6; thi taco f'(h) > 6y, Vhe (i, j) .

Vi ly do trén, sd 6;; c6 thé dung lam tiéu chuén so sanh gitta cac cap thanh phd
(i,j) cung c6 m’; =0. Mot cach t6ng quat, @ moi giai doan ta s& chon cip thanh phd (i,j)
co m’;; =0 trong ma tran rat gon va cé 6;; [én nhét dé tién hanh phan nhanh tir mot dinh
trén cay.

5.3.7. Tinh can: V&i mbi dinh cta ciy phan nhanh, ta phai tinh can dudi clia cac gia tri
ham muc tiéu (ng v&i tap phwong an ma dinh do biéu dién. Can dudi tinh dwoc sé ghi
bén dwéi dinh dang xét.

Theo cong thirc f(h)=f'(h)+svado f'(h) > 0 nén f(h) > s, YheX. Vi vay tong céc
hang s6 rat gon clia ma tran ban dau cé thé 18y 1am can dwdi cla dinh X dau tién trén
cdy. Mt khéc, ta lai c6 f'(h) > 6y, Yhe (i, j), do d6 f(h)=F'(h)+s > 6;+s, Yhe (i, |). Vi
vay tong 6jj+s co thé 1dy lam can dué6i cho dinh (i, ) . Sau khi chon (i,j) dé phan nhanh
Xuat phat tir dinh X thi trén bang c6 thé xoa dong i vacot j vi trén do 6 chon (i,j) la duy
nhat. Sau khi bo dong i vacot j thi matran M’ lai c6 thé rit gon thanh matran M*’ voi
s’ 1a téng céac hang sd rat gon, f”(h) lagiatri cia ham muc tiéu xét trén M”’. Khi do ta
c6 f'(h)=f"(h)+s’, Vhe(i,j), do do f(h)=f'(h)+s=f"(h)+s+s’, Vhe(i,j). Do f”(h) > 0 nén
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f(h) > s+s’, Vhe(i,j), nghia latong s+s’ c6 thé ldy lam can dwéi cho dinh (i,j) trong cay
phan nhanh.

Néu tiép tuc phan nhanh thi can du¢i cla cac dinh ti€p sau dwoc tinh toan twong
tw, vi day la mot qua trinh Idp. Ta chi can xem dinh xuéat phéat ctia cac nhanh gidng nhu
dinh X ban dau.. DE tiét kiém khdi lwgng tinh toan, nguoi ta thwong chon dinh ¢ cén
duw@i nhd nhat dé phan nhanh tiép tuc.

5.3.8. Thu tuc ngan chan hanh trinh con: Mét dwong di hodc chu trinh Hamilton
khong thé chira chu trinh con véi so canh tao thanh nhd hon n. Vi vy ta sé dat m;;=oo
(i=1, ..., n) dé tranh cac khuyén.

Vi i=j vanéu (i,j) 126 chon thi phai ddt ngay m’jj=co trong matran rat gon.

Néu dachon (i,j) va (j,k) van>3 thi phai ddt ngay m’ji=m’;=m’;=co.

Chl y rang viéc dat m’;=oo twong dwong véi viéc xoa 0 (i,j) trong bang hodc xem
(i,j) 1a 6 cam, nghia la hai thanh phé i va j khéng dugc ké nhau trong hanh trinh dinh
kién thiét. O mdi giai doan ctia qué trinh déu phai tién hanh thd tuc ngan chan nay trwdc
khi ti€p tuc rat gon ma tran.

5.3.9. Tinh chat t6i wu: Quatrinh phan nhanh, tinh cin, ngan chan hanh trinh con, rt
gon ma tran phai thuc hién cho dén khi nao cé di n 6 chon dé kién thiét mot hanh trinh
Hamilton, ndi cach khac la cho dén khi trén cay phan nhanh da xuat hién mot dinh chi
biéu dién moét hanh trinh duy nhét va da xoa hét dwoc moi dong moi cot trong bang. Cén
dwéi cla dinh cudi cung nay chinh la d6 dai ctia hanh trinh vira kién thiét.

a) NEu can dudi cua dinh nay khong I6n hon cac can dudi cla moi dinh treo trén cay
phan nhanh thi hanh trinh dé latdi wu.

b) Néu trai lai thi phai xuét phat tlr dinh treo nao cd can dudi nho hon dé phan nhanh
ti€p tuc vakiém tra xem diéu kién a) c6 thoa méan khong.
Thi du 5: Xét bai toan véi 6 thanh phd, cac sd liéu cho theo bang sau:

o 27 43 16 30 26)16

7 o 14 1 30 251

20 13 » 35 5 0 |0

21 16 25 o« 18 18 |16
12 46 27 48 o 5 |5

23 5 5 9 5 «» )5

5 0 0 0 0 O

Téng cac hang s6 rat gon budc dau 1a s=48. Trong matran rit gon ta co:
M’ 14=M’ 24=M’ 36=M’ 47=M’ 45=M’56=M’ 5=M’63=M’ g5=0
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va 014=10, 0,4=1, 035=5, 041=1, 04,=0, 056=2, 05,=0, 053=9, 0e5=2. Sau khi so sanh ta
thdy 014=10 12 16n nhat nén ta chon 6 (1,4) dé phan nhanh. Can du6i clia dinh (14) 1a
s+014=58. Xoa dong 1 cdt 4 roi dat m’,;,=oo.

1 2 3 4 5 6

1 (0 11 27 0 14 10

211 o 13 0 29 24

311513 » 35 5 0
M’ =

410 0 9 o 2 2

5124 22 43 ©» O

6130 0 4 0 w«

1 2 3 5 6 1 2 3 5 6
2(1 o 13 29 24 2(0 o 12 28 23
3/1513 © 5 0 3|/1513 » 5 0
410 0 9 2 2|—sM’=4|0 0 9 2 2
5|2 41 22 © 0 5|2 4122 ©» 0
6(13 0 0 0 w 6130 0 0

Téng hang s6 rat gon 1a s’=1. Vay can dudi cla dinh (1,4) 1a s+s’=49. Vi 49<58 nén tiép
tuc phan nhanh tai dinh (1,4). Trong ma tran con lai, sau khi rat gon ta c6

, M” 2 =M" 36=M" 4,=M" 56=M"'6,=M"g3=M"55=0.

O giai doan nay, sau khi tinh toan ta thdy 6,;=14 lalén nhat nén chon tiép 6 (2,1). Can
dwéi cta dinh (2) 14 49+6,,=63. X04 dong 2 cot 1. it m”,=c. ROt gon ma tran con

lai, ta co: 2 3 5 6 2 3 5 6
3(13 ©» 5 0 3(13 ©» 5 0

4l 9 2 2 .. 4l 7 00

SM?7’= .

5(41 22 © O 5141 22 o O

6l0 0 0 o 6{0 0 0

Téng hang s rat gon 1a2. Can dudi cta dinh (2,1) 12 49+2=51.

Tiép tuc nhu vay cudi cung taduoc 6 6 chon &

(1,4), (2,1, (56), (3,5), (4,3), (6,2

vakién thiét hanh trinh hy=(1 4 35 6 2 1) v&i f(hg)=63 la can duwéi clia dinh cudi cung.
can du6i ctia dinh cudi cling 163, trong khi dé dinh treo (14) c6 can du6i 1a58<63 nén
phai ti€p tuc phan nhanh tir d6 dé kiém tra. Sau s phan nhanh nay thi moi dinh treo déu
c6 can dudi khéng nhd hon 63 nén cé thé khang dinh rang hanh trinh hy=(14 356 2 1)
latdi wu.

Sy phan nhanh tir dinh @ duoc lam nhu sau: trong matrén rdt gon dot 1, ta dat
m’14=c0 Vi xem 6 (1,4) 1& 6 cdm, 8g5=9 la16n nhét trong céc 6;;, do d6 chon 6 (6,3) dé

83



phan nhéanh. Can dwai cla dinh (6,3) 1458+9=67. Dt m’z=c. R(t gon ma tran véi téng
hang s6 rat gon 1&15. Can dwdi cla dinh (6,3) 1258+15=73.

BAI TAP CHUONG V:

1. Ding thuét toan Dijkstra tim dwong di ngan nhét tir dinh a dén céac dinh khac trong do
thi sau:
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3. Cho db thi c6 trong s6 nhw hinh dw¢i day. Hay tim deong di ngan nhat tir dinh A dén
dinh N.

4. Tim dwong di ngan nhat tir B dén cac dinh khac ctia dd thi c6 ma tran trong s 1a (cac
0 trong la «):

A 3 6

B[3%W&2 4
Cl6 2 142
Dl 41 2 4
E 4 2 2 1
F 2 2 4
G 4 1 4

5. Tim W* bang céach ap dung thuét toan Floyd vao db thi sau:

6. Giai bai toan mang van tai sau bang thuat toan Ford-Fulkerson vai ludng van tai khoi
dau bang 0.




7. Giai bai todn mang van tai sau bang thuat toan Ford-Fulkerson véi ludng van tai khoi
dau duoc cho kém theo.

8. Hay giai bai toan ngudi du lich vai 6 thanh phd, cé sb liéu cho trong ma tran trong so
sau:

w 25 45 14 32 24
9 o 16 2 34 23
22 11 o 33 7 O
23 14 27 o 20 21|
14 44 29 46 o 3
25 3 4 7 8 o
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