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Ch­¬ng 3:        Quy ho¹ch tuyÕn tÝnh 

Bµi 1: më ®Çu 

1. Bµi to¸n tèi ­u. 

Tèi ­u hãa lµ mét lÜnh vùc to¸n häc nghiªn cøu lý thuyÕt vµ c¸c thuËt to¸n 
gi¶i bµi to¸n cùc trÞ . 

NhiÒu vÊn ®Ì thùc tÕ kh¸c nhau dÉn ®Õn viÖc gi¶i bµi to¸n cùc trÞ sau : 

f(x) min                                 (1) 

Víi c¸c ®iÒu kiÖn  

           

          

                            

i 1

j 2

n

g (x) 0, i 1,2,...,m (2)

h (x) 0, j 1,2,...,m (3)

x X R (4)

  


 


 

 

Trong ®ã f , gi , hj :    (n
1 2R R i 1,2,...,m ; j 1,2,...m )    

Bµi to¸n (1) ... (4) ®­îc gäi lµ bµi to¸n quy ho¹ch to¸n häc . Hµm f(x) ®­îc 
gäi lµ hµm môc tiªu , cßn c¸c hµm gi , hj  gäi lµ c¸c hµm rµng buéc . TËp hîp  c¸c 

vÐc t¬  nx X R  tho¶ m·n c¸c rµng buéc (2), (3) gäi lµ tËp ph­¬ng ¸n hay 
miÒn chÊp nhËn ®­îc cña bµi to¸n trªn . Ph­¬ng ¸n x* tho¶ m·n f(x*)   f(x) víi 
ph­¬ng ¸n x gäi lµ ph­¬ng ¸n tèi ­u hay lêi gi¶i cña bµi to¸n f(x*) gäi lµ ph­¬ng 
¸n tèi ­u . 

NÕu hµm môc tiªu f(x) vµ c¸c hµm rµng buéc gi , hj
  ®Òu lµ c¸c hµm tuyÕn 

tÝnh vµ nX R , ta cã bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh , ng­îc l¹i ta cã bµi to¸n 

quy ho¹ch phi tuyÕn tÝnh . 

Chuyªn ®Ò cña chóng ta chØ xÐt bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh  

2. Bµi to¸n vËn t¶i 

 Gi¶ sö cã m kho kÝ hiÖu lµ A1, A2, ...., Am (c¸c ®iÓm ph¸t) cung cÊp cïng 
mét lo¹i mÆt hµng nµo ®ã víi khèi l­îng t­¬ng øng a1, a2, ... , am vµ n cöa hµng 
tiªu thô (c¸c ®iÓm thu) ký hiÖu lµ B1, B2, ... , Bn víi khèi l­îng nhu cÇu t­¬ng øng 
b1, b2, ... , bn. §Ó tho¶ m·n nhu cÇu cña c¸c ®iÓm thu th× tæng sè l­îng hµng ë c¸c 

®iÓm ph¸t Ýt nhÊt ph¶i b»ng tæng yªu cÇu ë c¸c ®iÓm thu: 
m n

i j
i 1 j 1

a b
 

   

 BiÕt r»ng c­íc phÝ vËn chuyÓn mét ®¬n vÞ hµng (chiÕc, tÊn ...) tõ ®iÓm ph¸t 
Ai ®Õn ®iÓm thu Bj lµ cÞ ®¬n vÞ tiÒn. Ma trËn C = (cij)mxn gäi lµ ma trËn c­íc phÝ. 
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H·y lËp ph­¬ng ¸n vËn chuyÓn sao cho c¸c ®iÓm thu ®Òu nhËn ®ñ hµng vµ c­íc 
phÝ vËn chuyÓn lµ Ýt nhÊt. 

 LËp bµi to¸n: Gäi xÞ lµ sè ®¬n vÞ hµng chuyÓn tõ Ai ®Õn Bj. TÊt nhiªn xij ≥ 0 

(i = 1,m, j 1,n ). 

 Tæng l­îng hµng chuyÓn tõ Ai  ®Õn mäi Bj lµ 
n

ij
j 1

x

 (i = m,1 ) 

 Tæng l­îng hµng ®iÓm Bj  nhËn ®­îc tõ mäi Ai lµ 
m

ij
i 1

x

 (j = n,1 ) 

 Tæng c­íc phÝ ph¶i tr¶ lµ 
m n

ij ij
i 1 j 1

c x
 
 . Bµi to¸n ®Æt ra lµ:  

T×m vÐc t¬ x = (xij) (i = 1,m, j 1,n ) sao cho: 

f(x) = 
m n

ij ij
i 1 j 1

c x
 

  min 

 vµ tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn 

n

ij i
j 1

m

ij i
i 1

ij

x a (i 1,m)

x b (j 1,n)

x 0 (i 1,m; j 1,n)






 




 

   





  

3. Bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh 

a, D¹ng tæng qu¸t : 

T×m vec t¬ x = (x1, x2, ...  , xn )
T nR  sao cho : 

n

j j
j 1

f(x) c x min  (max)


   

Víi c¸c ®iÒu kiÖn : 
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





 


  


 



  

   


 









n

ij j i
j 1

n

ij j i
j 1

n

ij j i
j 1

1j

j 1 2

j 2

a x b

a x b (j 1,m)

a x b

víi c¸c rµng buéc vÒ dÊu:

x 0 (j 1,n )

x 0 (j n 1,n )

x  dÊu tù do (j n 1,n)

 

DÔ thÊy r»ng : 

1) f(x*) = min { f(x) , x  D }  - f(x*) = max {-  f(x) , x   D } 

2) 
 

    
n n

ij j j ij j j
j 1 j 1

a x b ( a )x b  

3) 










  

 







n

ij j j
n j 1

ij j j n
j 1

ij j j
j 1

a x b

a x b

a x b

 

4) 
n n

ij j j ij j n i j n i
j 1 j 1

a x b a x x b ;     x 0
 

 

       

5) 
n n

ij j j ij j n i j n i
j 1 j 1

a x b a x x b ;     x 0
 

 

       

C¸c biÕn n 1x 0   gäi lµ c¸c biÕn bï . 

Tõ c¸c nhËn xÐt trªn ta thÊy bÊt kú bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh nµo còng 
cã thÓ ®­a vÒ mét trong hai d¹ng sau ®©y:  

b. Bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh d¹ng chÝnh t¾c 
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



  




 

  






n

j j
j 1

n

ij j i
j 1

j

f(x) c x min

a x b (i 1,m)

x 0 (j 1,n)

 

hay d­íi d¹ng ma trËn: 

tf(x) c x min

Ax b

x 0

  



 

 

Trong ®ã: c, x Rn, b Rm, A lµ ma trËn cÊp m x n. 

c. Bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh d¹ng chuÈn t¾c. 





  




 

  






n

j j
j 1

n

ij j i
j 1

j

f(x) c x min

a x b (j 1,m)

x 0 (j 1,n)

 

hay d­íi d¹ng ma trËn: 

tf(x) c x min

Ax b

x 0

  



 

 

VÝ dô: Cã bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh: 

 f(x) = 2x1 – 3x2 + 4x3 – 5x4   max 

 





















0,,,

275

4392

6

4321

321

432

421

xxxx

xxx

xxx

xxx

 

 H·y viÕt bµi to¸n trªn d­íi d¹ng chÝnh t¾c vµ chuÈn t¾c. 

 - D¹ng chÝnh t¾c: 

 f(x) = - 2x1 + 3x2 - 4x3 + 5x4   min 
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



















0,,,,,

275

4392

6

654321

6321

5432

421

xxxxxx

xxxx

xxxx

xxx

 

 - D¹ng chuÈn t¾c: 

 f(x) = - 2x1 + 3x2 - 4x3 + 5x4 -> min 

 
























0,,,

275

4392

6

6

4321

321

432

421

421

xxxx

xxx

xxx

xxx

xxx

 

4. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó mét ph­¬ng ¸n lµ cùc biªn 

XÐt bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh d¹ng chÝnh t¾c (I) 

f(x) = ctx -> min 

Ax b

x 0





 

 Ký hiÖu a1, a2, ... an lµ c¸c cét cña: 

A = 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

a a ... a

a a ... a

... ... ... ...

a a ... a

 
 
 
 
 
 

 

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, lu«n cã thÓ gi¶ thiÕt : 

R(A)=R (a1, a2, ..., an) = m 

 V× nÕu cã ph­¬ng tr×nh nµo trong hÖ Ax = b biÓu diÔn ®­îc d­íi d¹ng tæ 
hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c ph­¬ng tr×nh kh¸c th× cã thÓ bá nã ®i. 

§Þnh lý: §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó x  D lµ mét ph­¬ng ¸n cùc biªn lµ hÖ c¸c 

vÐc t¬ cét øng víi c¸c thµnh phÇn d­¬ng cña x ®éc lËp tuyÕn tÝnh. 

 Tøc lµ: Ký hiÖu J+(x) = {j : xj > 0} th× 

 x  D lµ cùc biªn  {aj, j  J+ (x)} ®éc lËp tuyÕn tÝnh. 

 Chøng minh: §iÒu kiÖn cÇn x  D lµ ®iÓm cùc biªn. CÇn chøng minh hÖ 

vÐc t¬ {aj, j  J+ (x)} ®éc lËp tuyÕn tÝnh. 
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§Ó ®¬n gi¶n, gi¶ sö J+(x) = {1, 2, ..., k} 

Ta chøng minh b»ng ph¶n chøng. Gi¶ sö hÖ {a1, a2, ..., ak} phô thuéc tuyÕn 

tÝnh, suy ra tån t¹i c¸c sè z1, z2, ..., zk kh«ng ®ång thêi b»ng 0 ®Ó 
k

¹
j

aj 1

z a 0


 . §Æt 

z = (z1, z2, ..., zk, 0, ..0)t th× Az = 0.  

LËp c¸c vÐc t¬: 

 x’ = x + z; x’’ = x - z => Ax’ = Ax’’ = Ax = b (v× Az = 0) 

LÊy  > 0 ®ñ bÐ sao cho x’ ≥ 0 th× x’, x’’ D mµ tõ x’ = x + z;     x’’ = x - 

z => x  = ''
2

1
'

2

1
xx   suy ra tr¸i víi gi¶ thiÕt x lµ ph­¬ng ¸n cùc biªn. 

§iÒu kiÖn ®ñ: Gi¶ sö hÖ vÐc t¬ {aj, j  J+ (x)} ®éc lËp tuyÕn tÝnh. CÇn chøng 
minh r»ng x lµ mét ph­¬ng ¸n cùc biªn. 

Ta chøng minh b»ng ph¶n chøng. Gi¶ sö x kh«ng ph¶i lµ ph­¬ng ¸n cùc 

biªn, suy ra x’, x’’D, x’  x’’ sao cho x = 
2

''' xx 
. Ta cã (n-k) thµnh phÇn cña 

chóng ®Òu kh«ng ©m, kh«ng x¶y ra t×nh huèng n - k thµnh phÇn cuèi cña x’, x’’ 
®èi nhau. 

VËy 
k k k

j ' j '' j
j j j

aj 1 aj 1 aj 1

x a x a x a
  

     

V× Ax’ = Ax’’ = Ax = b 

Nh­ng hÖ {aj, j  J+ (x)} ®éc lËp tuyÕn tÝnh nªn suy ra: 

 xj = x’j = x’’j (j = 1, 2, ... k) 

 xj = x’j= x’’j = 0 (j = k+1 , ... , n) 

hay x = x’ = x’’. §iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶i thiÕt x’  x’’. 

 

--------------------o0o------------------------ 
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Bµi 2: Ph­¬ng ph¸p ®¬n h×nh 

 

I. T­ t­ëng cña ph­¬ng ¸n ®¬n h×nh 

1.BiÓu diÔn qua c¬ së. DÊu hiÖu tèi ­u. 

Gi¶ sö cã ph­¬ng ¸n cùc biªn 
0x  víi c¬ së J (tøc lµ hÖ vÐct¬ cét ®éc lËp 

tuyÕn tÝnh      j
ja , j J ; J J x j,x 0    . Ta cã: 

 
n

0 0 j 0 j
j j

j 1 j J

Ax b hay b x a x a 1
 

     

( v× 0
jx 0; j J)   . Víi mçi k J , ta biÓu diÔn vÐct¬ 

ka  qua c¸c vÐct¬ c¬ 

së  ja , j J . 

 k j
jk

j J

a z a k J


    

Gi¶ xö x  D lµ mét ph­¬ng ¸n bÊt kú. Ta cã. 

b = 

k
j j k j k j

j j k j jk
j 1 j J k J j J k J j J

x a x a x a x a x z a (2)
     

          

V× {aj, jJ} lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh nªn tõ (1) vµ (2) ta cã: 

x0
j = xj + jk k

k J

z x

 (j J) 

hay 

xj = x0
j - jk k

k J

z x

   (j J)       (3) 

Ta gäi (3) lµ khai triÓn cña mét ph­¬ng ¸n bÊt kú qua c¬ së J. L¹i cã : 

 
n

t
j j j j k k

j 1 j J k J

f x c x c x c x c x
  

       

Thay (3) vµo ta ®­îc: 
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  0
j jk k j k k

j J k J k J

0
j j jk j k k

j J k J j J

f x x z x c c x

c x z c c x

  

  

 
   

 

 
   

 

  

  

 

Ký hiÖu: 

k = jk j k
j J

z c c


  (k J) 

Gäi lµ ­íc l­îng cña vÐc t¬ cét ak theo c¬ së J vµ: 

f(x) = f(x0) - k k
j J

x


  

NhËn xÐt: do x ≥ 0 nªn nÕu k J, k< 0 th× f(x) ≥ f(x0), x  D do ®ã ta cã 
dÊu hiÖu tèi ­u sau ®©y: 

 Ph­¬ng ¸n cùc biªn x0 víi c¬ së J lµ ph­¬ng ¸n tèi ­u th× k  0, kJ. 

2. T×m ph­¬ng ¸n cùc biªn míi tèt h¬n -  C«ng thøc ®æi c¬ së. 

Gi¶ xö x0 víi c¬ së J lµ mét ph­¬ng ¸n cùc biªn nh­ng ch­a ph¶i lµ ph­¬ng 

¸n tèi ­u, khi ®ã k J sao cho k> 0. Gi¶ sö s lµ mét chØ sè trong c¸c chØ sè nãi 

trªn: s J,  s > 0. 

Theo thuËt to¸n ®¬n h×nh ta cÇn c¶i tiÕn x0 ®Ó nhËn ®­îc mét ph­¬ng ¸n  cùc 
biªn míi x1 tèt h¬n. Nh»m môc ®Ých kÕ thõa tËn dông nh÷ng kÕt qu¶ ë b­íc tr­íc 
ta sÏ t×m ph­¬ng ¸n cùc biªn míi x1 víi c¬ së J1 chØ kh¸c J mét vÐc t¬: J1 = (J \ r) 
U s, nghÜa lµ ta sÏ ®­a vÐc t¬ as vµo c¬ së thay thÕ cho vÐc t¬ ar kh¸c bÞ lo¹i khái 

c¬ së J. C¸c vÐc t¬ ar vµ as ®­îc lùa chän sao cho x1 tèt h¬n x0. 

Tãm l¹i: 

x1
j = 

0
j js

0 NÕu j J, j s

    NÕu j s

x z NÕu j J

  

 


  

   (*) 

 

NÕu k  J, k > 0 mµ zjs  0 j  J th× f(x) -> -   

NÕu j  J ®Ó zjs > 0, khi ®ã sè  kh«ng thÓ lín tuú ý, nã ph¶i tho¶ m·n 

x0
j - zjs  0 j  J mµ zjs > 0. 

Gi¶ sö cùc tiÓu trªn ®¹t t¹i j = r. LÊy  = 
rs

r

z

x0

, thay vµo (*) ta  ®­îc: 
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x1
j = 

0
r

rs

0
0 r
j

rs

0 NÕu j J, j s

x
    NÕu j s

z

x
x NÕu j J

z




 





  


   (**) 

f(x1) = f(x0) -  s. 

0
r

rs

x

z
    (***) 

Ph­¬ng ¸n x1 nhËn ®­îc ë (**) thùc sù tèt h¬n x0  nÕu 

0
r

rs

x

z
> 0. §iÒu nµy thÊy 

râ tõ (***). 

§Þnh lý: Ph­¬ng ¸n  x1 ®­îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (**) lµ ph­¬ng ¸n cùc 

biªn víi c¬ së J1 = (J \ r) U s. 

 Chøng minh: Theo (**) suy ra x1
r = 0 nªn J+(x1)  J1. Ta cÇn chøng minh 

hÖ vÐc t¬ {aj, j  J1} ®éc lËp tuyÕn tÝnh. ThËt vËy, gi¶ sö 
1

j
j

j J

a x

 = 0 ta cÇn chøng 

minh j = 0  j  J1. Ta cã: 

0 =  
1

j
j

j J

a x

 = 

j s j j
j s j s js

j J,j r j J,j r j J

a a a z a
    

        

= 
j r

j s js s rs
j J,j r

( z )a z a
 

    

V× hÖ vÐc t¬ {aj, j  J} lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh, nªn suy ra: 

j s js

s rs

z 0 j J,j r

z 0

    

 

 

V× zr s > 0 nªn suy ra s = 0, do ®ã j = 0 (j  J, j r). VËy j = 0  

j J1 = {J\r}   {s}. 

V× J+(x1)  J1 nªn hÖ vÐc t¬ {aj, j   J+(x1)} ®éc lËp tuyÕn tÝnh, do ®ã x1 lµ 
ph­¬ng ¸n cùc biªn vµ J1lµ c¬ së cña ph­¬ng ¸n cùc biªn x1. 

 §Þnh lý ®­îc chøng minh. 



 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                Gi¸o tr×nh to¸n kinh tÕ 

Tæ m«n kÕ to¸n 60

C¸c c«ng thøc (**) vµ (***) cho ta c¸ch t×m c¸c thµnh phÇn cña ph­¬ng ¸n 

cùc biªn míi 
1x  cïng víi gi¸ trÞ hµm môc tiªu f(

1x ) th«ng qua c¸c hÖ sè khai 

triÓn jkz  vµ c¸c ­íc l­îng k  trong c¬ së J. §Ó cã thÓ tiÕn hµnh c¸c b­íc tiÕp 

theo ta cÇn x¸c ®Þnh c¸c ®¹i l­¬ng t­¬ng øng 1
jkz vµ 

1
k  trong c¬ së míi 

1J . 

Theo ®Þnh nghÜa jkz  vµ  1
jkz lµ c¸c hÖ sè khai triÓn cña vÐct¬ 

ka  t­¬ng øng víi 

c¬ së J, 
1J . 

    
1

1

k j 1 j 1
jk jk

j J j J

j j r
jk jk jk

j J j J ,j r

a z a z a J J \ r s (1)

z a z a z a (2)

 

  

   

 

 

 
 

Tõ  
1

s j j r
js js rs rs

j J j J ,j r

a z a z a z a vi` z 0
  

      

Ta cã  
r s j

js
j J,j rrs

1
a a z a

z  

 
  

 
  thay vµo (2) ta ®­îc : 

j j s jrk
jk jk js

j J j J,j r j J,j rrs

j srk rk
jk js

j J,j r rs rs

z
z a z a a z a

z

z z
z z a a

z z

    

 

 
   

 

 
   

 

  



 

V× {aj, j  J1} ®éc lËp tuyÕn tÝnh nªn tõ (1) vµ (2) suy ra: 

rk

rs1
jk

rk
jk js

rs

z
nÕu j=s

z
z

z
z z nÕu j J, j r

z





 
   


    

1

1

1 1 rk rk
k jk j k jk js j s k

j J j J,j r rs rs

rk rk
jk js j s k

j J rs rs

z z
z c c z z c c c

z z

z z
z z c c c

z z

  



 
       

 

 
    

 

 



 

                                                        ( V× víi j=r th× rk
jk js

rs

z
z z 0

z

 
  

 
 ) 



 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                Gi¸o tr×nh to¸n kinh tÕ 

Tæ m«n kÕ to¸n 61

 
1

1 rk rk
jk j k js j s k s

j J j Jrs rs

z z
z c c z c c

z z 

 
       

 
   

 VËy                               1 rk
k k s

rs

z

z
      

 

II. Thñ tôc ®¬n h×nh - B¶ng ®¬n h×nh. 

1. C¸c b­íc cña thñ tôc ®¬n h×nh. 

+ B­íc xuÊt ph¸t: T×m mét ph­¬ng ¸n cùc biªn x0 vµ c¬ së J t­¬ng øng. TÝnh 

c¸c hÖ sè khai triÓn zjk vµ c¸c ­íc l­îng k. 

+ B­íc 1: KiÓm tra dÊu hiÖu tèi ­u: 

a. NÕu k  0  k  J th× x0 lµ ph­¬ng ¸n tèi ­u. ThuËt to¸n kÕt thóc. 

b. NÕu k > 0 th× chuyÓn sang b­íc hai. 

Ph­¬ng ¸n cùc biªn míi tèt h¬n víi c¬ së J1 = (J\r) U s theo quy t¾c sau: 

+ B­íc 3: + B­íc 2: KiÓm tra dÊu hiÖu hµm môc tiªu gi¶m v« h¹n: Víi mçi 

k  J mµ k > 0 th× kiÓm tra c¸c hÖ sè khai triÓn zjk cña cét ak t­¬ng øng. 

a. Nªu cã mét k> 0 mµ tÊt c¶ zjk  0  j  J th× kÕt luËn hµm môc tiªu gi¶m 
v« h¹n trªn miÒn rµng buéc. Bµi to¸n kh«ng cã lêi gi¶i h÷u h¹n. ThuËt to¸n kÕt 
thóc. 

b. Tr¸i l¹i nÕu víi mäi k  J mµ k> 0 ®Òu tån t¹i Ýt Êt mét hÖ sè zjk>0 th× 

tiÕn hµ t×m ph­¬ng 

Chän as ®­a vµo c¬ së: cã thÓ chän bÊt kú s  J mµ ­íc l­îng s > 0. Th«ng 

th­êng chän s  J theo quy t¾c: 

s = max {k > 0, k  J} 

(v× khi ®ã hµm sè gi¶m nhanh nhÊt) 

Chän vÐc t¬ ar ®­a ra khái c¬ së theo quy t¾c: 

 = 












 0,min
00

js
js

j

rs

r z
z

x

x

x
 

+ B­íc 4: TÝnh c¸c x1
j, f(x

1), 1
k, z

1
jk trong c¬ së míi J1 = (J \ r) U s c¸c 

c«ng thøc trªn. Quay trë l¹i b­íc 1. 

2. B¶ng ®¬n h×nh 

§Ó thuËn tiÖn cho viÖc tÝnh to¸n theo thñ tôc ®¬n h×nh ng­êi ta s¾p xÕp c¸c 
sè liÖu thµnh 1 b¶ng ®¬n h×nh nh­ d­íi ®©y: 
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C¬ së J cj 
Ph­¬ng 

¸n xj 

1 
c1 

2 
c2 

… 

… 
k 

ck 

… 

… 
n 
cn 

J1 cj 1 xj 1 zj 11 zj 12 … zj 1k … zj 1n 

J2 cj 2 xj 2 zj 21 zj 22 … zj 2k … zj 2n 

… … … … … … … … … 

Jm cj m xj m zj m1 zj m2 … zj mk … zj mn 

  f(x) 1 2 … k … n 

 

3. Thñ tôc ®¬n h×nh trªn b¶ng. 

+ B­íc 1: KiÓm tra ®iÒu kiÖn tèi ­u: k < 0  k 

 - NÕu k  0  k => ph­¬ng ¸n x0 ®ang xÐt lµ ph­¬ng ¸n tèi ­u. 

 - NÕu k > 0 th× chuyÓn sang b­íc 2. 

 + B­íc 2: (KiÓm tra dÊu hiÖu hµm môc tiªu gi¶m v« h¹n: cã k > 0 vµ cét 

t­¬ng øng gåm toµn c¸c phÇn tö kh«ng d­¬ng zjk  0  j  J) 

 - NÕu cã k > 0 vµ zjk  0  j  J th× bµi to¸n kh«ng cã ph­¬ng ¸n tèi ­u 
(h÷u h¹n) v× hµm môc tiªu gi¶m v« h¹n trªn miÒn rµng buéc. 

 - NÕu k > 0,  j  J ®Ó zjk > 0 th× chuyÓn sang b­íc 3. 

 + B­íc 3: (X¸c ®Þnh cét xoay, dßng xoay, phÇn tö trôc) 

 - Chän chØ sè s: s = max {k, k> 0}, ®¸nh dÊu cét s lµ cét xoay. 

 - T×m chØ sè r ®¹t min. 

 = 












 0,min
00

js
js

j

rs

r z
z

x

z

x
 

 VÝ dô 1: 

  f(x) = x1 - x2 - 2x4 + 2x5 - 3x6  min 





















)6,1(0

9342

12

2

6543

642

6541

jx

xxxx

xxx

xxxx

j

 

Chän c¬ së xuÊt ph¸t J = {1,2,3}. Aj lµ ma trËn ®¬n vÞ, do ®ã ta cã ngay b¶ng 
®¬n h×nh xuÊt ph¸t sau: 
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J cj xj 

1 
1 

2 
-1 

3 
0 

4 
-2 

5 
2 

6 
-3 

1 1 2 1 0 0 01 1 -1 

2 -1 12 0 1 0 1 0 1 
3 0 9 0 0 1 2 4 3 

  -10 0 0 0 2 -1 1 

 

C¸c b­íc cña thñ tôc ®¬n h×nh: 

+ Cã 4 > 0, 6  > 0. DÊu hiÖu tèi ­u ch­a tháa m·n, chuyÓn sang b­íc 2. 

Trªn c¸c cét 4 vµ cét 6 (cã k > 0) kh«ng ph¶i tÊt c¶ zjk ≤ 0 (j J) tr­êng 

hîp 2a) kh«ng x¶y ra. 

+ TiÕn hµnh ®æi c¬ së: 

Chän chØ sè s: 4 = max {4 = 2; 6 = 1}. Chän cét 4 lµm cét xoay (®­a a4 
vµo c¬ së). 

Chän chØ sè r:  = min 1

14

x2 12 9 2
, ,

1 1 1 1 z

 
  

 
=> r = 1 chän hµng 1 lµm hµng 

xoay (®­a a1 ra khái c¬ së). PhÇn tö trôc lµ z14 = 1 (®­îc ®¸nh dÊu "o" bªn c¹nh). 
TiÕn hµnh tÝnh to¸n theo c¸c c«ng thøc ®æi c¬ së ta ®­îc b¶ng ®¬n h×nh sau: 

 

J cj xj 

1 
1 

2 
-1 

3 
0 

4 
-2 

5 
2 

6 
-3 

4 -2 2 1 0 0 1 1 -1 

2 -1 10 -1 1 0 0 -1 2 

3 0 5 -2 0 1 0 2 5 
  -14 -2 0 0 0 -3 3 

Cét xoay: 6, dßng xoay: 3, phÇn tö trôc z36 = 5 

4 -2 3 3/5 0 1/5 1 7/5 0 

2 -1 8 -1/5 1 -2/5 0 -9/5 0 
6 -3 1 -2/5 0 1-5 0 2/5 1 

  -17 -4/5 0 -3/5 0 -21/5 0 

TÊt c¶ k� <0 ( k = 1,2 …6) . Ph­¬ng ¸n tèi ­u lµ : 

x* =(0,8,0,3,0,1) vµ gi¸ trÞ tèi ­u f(x* ) = - 17 

VÝ dô 2: 

f(x) = 6x1 + x2 + x3 + 3x4 +x5 -7x6 + 7   min 
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1 2 4 6

1 3 6

1 4 5 6

j

x x          x         x    15

2x        x                   2x  9

4x               2x x  3x   2

x 0(j 1,...6)

    


   


   
  

           (1) 

§æi dÊu ®Ó cã vec t¬ ®¬n vÞ : 

XÐt bµi to¸n : 

g(x) = 6x1 + x2 + x3 + 3x4 +x5 -7x6  min. 

1 2 4 6

1 3 6

1 4 5 6

j

  x x          x         x    15

2x        + x                   2x  9

  4x               2x x  3x   2

x 0(j 1,...6)

    

  


   
  

               (2) 

NghiÖm x* cña (2) còng lµ nghiÖm cña (1) vµ f(x*) = g(x*) + 7  

NÕu (2) kh«ng cã ph­¬ng ¸n tèi ­u th× (1) còng kh«ng cã ph­¬ng ¸n tèi ­u . 

Bµi to¸n (2) cã J = {2,3,5} lµ c¬ së . 

Ta cã b¶ng ®¬n h×nh : 

 

J Cj xj 1      2      3      4      5      6 
6      1      1      3      1     -7 

2 
3 
5 

1 
1 
1 

15 
9 
2 

-1      1      0     -1      0      01 
-2      0      1      0      0      -2 
4      0      0      2      1      -3 

  26 -5     0       0     -2      0       3 

J Cj xj 1      2      3      4      5      6 
6      1      1      3      1     -7 

6 
3 
5 

-7 
1 
1 

15 
39 
47 

-1     1       0     -1     0      1 
-4     2       1     -2     0      0 
1     3        0    -1     1      0 

  -19 -2   -3        0     1      0     0 

 

Tån t¹i 4  > 0 vµ mäi phÇn tö trªn cét 4 ®Òu nhá h¬n 0 . Bµi to¸n kh«ng cã 

ph­¬ng ¸n tèi ­u h÷u h¹n . Nªn (1) kh«ng cã ph­¬ng ¸n tèi ­u . 

III. T×m c¬ së xuÊt ph¸t  

§Ó cã thÓ b¾t ®Çu thñ tôc ®¬n h×nh , ta gi¶ thiÕt cã s½n mét ph­¬ng ¸n xuÊt 
ph¸t vµ cã c¬ së t­¬ng øng cña nã lµ J . H¬n n÷a , ta lu«n gi¶ thiÕt h¹ng cña ma 
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trËn A lµ m , nghÜa lµ c¸c dßng cña ma trËn A lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh . Trong thùc 
tÕ kh«ng cã g× ®¶m b¶o ®iÒu nµy c¶ , thËm chÝ miÒn rµng buéc cã thÓ rçng , tøc lµ 
bµi to¸n ®· cho kh«ng cã ph­¬ng ¸n chÊp nhËn ®­îc . 

PhÇn nµy nh»m gi¶i quyÕt hai vÊn ®Ò cßn g¸c l¹i ë trªn . Cho bµi to¸n quy 
ho¹ch tuyÕn tÝnh bÊt k× , cÇn chØ ra c¸ch t×m mét ph­¬ng ¸n cùc biªn vµ c¬ së 
t­¬ng øng hoÆc chøn tá bµi to¸n kh«ng cã ph­¬ng ¸n . 

1. Ph­¬ng ph¸p hai pha. 

XÐt bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh d¹ng chÝnh t¾c : 

n

j j
j 1

n

ij j i
j 1

j

f(x) c x min

a x b (i 1,2,...,m)
D :

x 0(j 1,2,..., n)





 


 


  




   (I) 

Kh«ng gi¶m tæng qu¸t coi bi   0 , i = 1,2,…,m . NÕu tr¸i l¹i th× ta cã bi < 0 , 
ta nh©n hai vÕ rµng béc thø i víi -1. 

XÐt bµi to¸n phô sau : 

n 1 n 2 n 3 n m

n

ij j n i i
j 1

j

n i

f(x) u u u ... u min

a x u b (i 1,2,...,m)

D' : x 0(j 1,2,..., n)

u 0(i 1,2,...,m)

   






     


  




 


 



(P) 

C¸c biÕn n iu   gäi lµ c¸c biÕn gi¶ .  

Bµi to¸n (P) còng lµ mét bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh d¹ng chÝnh t¾c víi 
n+m biÕn . §èi víi bµi to¸n (P) ta cã ngay ph­¬ng ¸n cùc biªn xuÊt ph¸t (x,u) = 

(0,b) tøc lµ ta cã xj=0 (j= 1,2 … ,n.) , un+i = bj (i = 1,2, … ,m) vµ c¬ së t­¬ng øng 
lµ m cét cuèi vµ ma trËn c¬ së Aj = I ( lµ ma trËn ®¬n vÞ ) nghÜa lµ rÊt thuËn lîi ®Ó 
b¾t ®µu thñ tôc ®¬n h×nh . Bµi to¸n phô (P) gióp ta gi¶i quyªt vÊn ®Ò ph­¬ng  ¸n 
cùc biªn vµ c¬ së xuÊt ph¸t cña bµi to¸n ban ®Çu (I) nh­ sÏ thÊy d­íi ®©y: 

§Þnh lÝ : Bµi to¸n ban ®Çu (I) cã ph­¬ng ¸n chÊp nhËn ®­îc khi vµ chØ khi 

bµi to¸n phô (P) cã ph­¬ng ¸n tèi ­u víi tÊt c¶ c¸c biÕn gi¶ un+i ®Òu b»ng 0 (i= 

1,2, …,m). 

Chøng minh . 
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( ThuËn ) Gi¶ sö (I) cã ph­¬ng ¸n x = (x1, x2, x3, …, xn) th× râ rµng (P) cã 

ph­¬ng ¸n (x,0) = (x1, x2, x3, …, xn, 0 ,0 , …,0)vµ víi mäi (x,u)  D’ cã 

f(x,u) 0 f(x,0)  mäi ph­¬ng ¸n d¹ng (x,0) (xD) ®Òu lµ ph­¬ng ¸n tèi ­u 

cña bµi to¸n (P). 

(NghÞch ) Ng­îc l¹i nÕu (P) cã ph­¬ng ¸n tèi ­u (x*,u*) víi u*= 0 th× x* lµ 
ph­¬ng ¸n cña (I) . Ta cßn cÇn chøng minh nÕu (P) cã ph­¬ng ¸n tèi ­u (x*,u*) 
víi u* 0 th× (I) kh«ng cã ph­¬ng ¸n .ThËt vËy , gi¶ sö ng­îc l¹i , bµi to¸n (I) cã 

ph­¬ng ¸n x =(x1, x2, x3, …, xn) . Khi ®ã (x,0) lµ ph­¬ng ¸n cña bµi to¸n (P) , 
nh­ng v×  u*   0 nªn f(x*,u*) = et . u > 0 = f(x,0) víi 

 (e = (1,1,1, ….,1)). M©u thÉn víi gi¶ thiÕt (x*,u*) lµ ph­¬ng ¸n tèi ­u cña 
bµi to¸n (P). 

Qu¸ tr×nh gi¶i bµi to¸n (P) gäi lµ pha thø nhÊt trong trong ph­¬ng ph¸p hai 
pha . Gi¶ sö sau pha thø nhÊt nµy ta nhËn ®­îc ph­¬ng ¸n tèi ­u (x*,u*) cña bµi 
to¸n phô (P) . Cã 3 kh¶ n¨ng : 

a, NÕu u*   0 th× kÕt luËn bµi to¸n ®Çu (I) kh«ng cã ph­¬ng ¸n . 

b, NÕu u* = 0 vµ c¬ së t­¬ng øng gåm c¸c cét t­¬ng øng víi xj , kh«ng chøa 
c¸c cét nµo cña biÕn gi¶ un+i . D©y chÝnh lµ ph­¬ng ¸n cùc biªn vµ c¬ së xuÊt ph¸t 
®Ó b¾t ®Çu pha thø hai , tøc lµ b¾t ®Çu thñ tôc ®¬n h×nh víi bµi to¸n ban ®Çu (I).  

c, NÕu u* = 0 nh­ng c¬ s¬ t­¬ng øng cã chøa mét sè cét øng víi c¸c biÕn gi¶ 
un+i . ta cÇn xÐt kÜ tr­êng hîp nµy . KÝ hiÖu Jx lµ tËp c¸c chØ sè trong c¬ së øng víi 
c¸c biÕn xj , Ju lµ tËp c¸c chØ sè øng víi biÕn gi¶ un+i , khi ®ã J = Jx   Ju . 

Tr­êng hîp 1 : NÕu trªn dßng cã chØ sè (n+i) cña b¶ng d¬n h×nh cuèi cïng 

cña bµi to¸n (P) ta t×m ®­îc mét chØ sè k ngoµi c¬ së (1k  n ) sao cho zn+i, k    
0  th× ta thùc hiÖn phÐp dæi c¬ së víi phÇn tö trôc lµ zn+i, k ®Ó ®­a (n+i) ra ngoµi vµ 
®­a k vµo c¬ së , ta sÏ nhËn ®­îc mét c¬ së míi trong ®ã ®· ®­îc bít ®i mét cét 
øng víi c¸c biÕn gi¶ u vµ sÏ nhËn ®­îc mét c¬ së xuÊt ph¸t cho bµi to¸n ban ®Çu 
(I) gåm toµn c¸c cét cña ma trËn A . 

Tr­êng hîp 2 : Trªn dßng chØ sè (n+i) cña b¶ng ®¬n h×nh cuèi cïng cña bµi 

to¸n (P) kh«ng t×m ®­îc chØ sè k ngoµi c¬ së (1 k  n ) mµ         zn+i, k   0 th× ta 
kÕt luËn r»ng dßng i cña ma trËn A lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c dßng cßn l¹i . 
ThËt vËy , v× ma trËn xuÊt ph¸t ®Ó gi¶i bµi to¸n (P) lµ ma trËn E , nªn phÇn hÖ sè 
zjk trong b¶ng ®¬n h×nh lµ (A,E). C¸c tÝnh to¸n trªn b¶ng ®¬n h×nh gåm viÖc nh©n 
mét dßng víi mét sè hoÆc nh©n mét dßng víi mét sè råi céng vµo dßng tr­íc . 
Tr­êng hîp 2 nghÜa lµ trªn dßng chØ sè (n+i) cña b¶ng ®¬n h×nh phÇn tö t­¬ng 
øng víi x hoµn toµn b»ng 0 sau c¸c phÐp biÕn ®æi trªn . §iÒu nµy nãi lªn r»ng 
dßng i cña ma trËn A lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c dßng cßn l¹i . Ta cã thÓ xo¸ ®i 
dßng nµy vµ cã thÓ lo¹i bá lu«n biÕn gi¶ t­¬ng øng . 
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Tãm l¹i , c¶ hai tr­êng hîp ta ®Òu lo¹i ®­îc c¸c cét øng víi biÕn gi¶ u ra 
khái c¬ së ®Ó nhËn ®­îc mét c¬ së chØ gåm c¸c cét øng víi biÕn x . §©y lµ c¬ së 
xuÊt ph¸t ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n ban ®Çu (I). 

Chó ý : 

NÕu trong sè c¸c cét cña ma trËn A cã mét cét lµ mét vÐc t¬ cña ma tËn ®¬n 
vÞ víi phÇn tö b»ng 1 t¹i dßng i th× ta kh«ng cÇn thªm biÕn gi¶ un+i t­¬ng øng víi 
dßng thø i , sè biÕn gi¶ chØ lµ m -  1 vµ c¬ së ®Ó xuÊt ph¸t bµi to¸n (P) sÏ gåm cét 
nµy vµ m - 1 cét óng víi c¸c biÕn gi¶ . Cã bao nhiªu cét cña A lµ vÐc t¬ cña ma 
trËn ®¬n vÞ th× ta bít ®­îc bÊy nhiªu biÕn gi¶ . 

VÝ dô 1: Gi¶i bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh : 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

j

f(x) 3x x 3x x min

x 2x x x 2

2x 6x 3x 3x 9

x x x x 6

x 0(j 1,2,3,4)

     

   


   


   
  

(I) 

Ta thªm c¸c biÕn gi¶ u5 , u6 , u7 , 

Pha 1 : Gi¶i bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh phô  

 

J CJ (x,u)j 1           2           3           4          5            6          7 

0           0           0           0          1            1          1 

5 1 2 01          2           -1          1         1            0          0 

6 1 9 2         -6           3            3         0            1           0 

7 1 6 1         -1           1           -1         0             0         1 

  17 4         -5           3            3         0             0          0 

      (P) 

 

  (x,u)j 1           2           3           4          5            6          7 

0           0           0           0          1            1          1 

   1          2           -1          1         1             0          0 

   0         -10         05           1        -2            1          0 

   0         -3           2           -2        -1            0          1 

 0         -13         7          -1        -4             0         0 
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J CJ (x,u)j 1           2           3           4          5            6          7 

0           0           0           0          1            1          1 

1 0 3 1          0            0         6/5       3/5             1/5     0 

3 0 1 0         -2           1         1/5      -2/5            1/5       0 

7 1 2 0         1             0      -12/5     -1/5            -2/5      1 

  2 0         1            0      -12/5      -6/5            -7/5      0 

 

 

 

J CJ (x,u)j 1           2           3           4          5            6          7 

0           0           0           0          1            1          1 

1 0 3 1          0            0         6/5       3/5         1/5         0 

3 0 5 0         0            1       -23/5      -4/5       -3/5        2 

3 0 2 0         1             0      -12/5     -1/5       -2/5         1 

  0 0         0            0           0         -1          -1          -1 

 

KÕt thóc pha th­ nhÊt ta nhËn ®­îc ph­¬ng ¸n tèi ­u cña bµi to¸n (P) lµ: 

(x*,u*) = (3,2,5,0,0,0,0) víi c¬ së t­¬ng øng lµ : J = {1,3,2 }= {a1, a3, a5}. 

Ta cã tr­êng hîp b) v× trong ph­¬ng ¸n tèi ­u cña bµi to¸n (P) cã u* = 0 vµ 
c¬ së t­¬ng øng chØ gåm c¸c cét t­¬ng øng víi x . LÊy x* = (3,2,5,0) víi c¬ së 
{1,3,2} xuÊt ph¸t ®Ó gi¶i bµi to¸n ban ®Çu . 

Suy ra pha thø hai cã b¶ng ®¬n h×nh lµ : 

J CJ xj 1          2           3             4 

-3          1           3           -1 

1 -3 3 1          0           0          6/5 

3 3 5 0          0           1         -23/5 

2 1 2 0         1            0         -12/5 

  8 0         0            0         -94/5 
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B¶ng trªn nhËn ®­îc tõ b¶ng ®¬n h×nh cuèi cïng cña bµi to¸n (P) b»ng c¸ch 
bá c¸c cét t­¬ng øng víi c¸c biÕn gi¶ , thay cét CJ  b»ng c¸c hÖ sè t­¬ng øng cña 

bµi to¸n ban ®Çu vµ tÝnh lµi(x) vµ k theo bµi toan xuÊt ph¸t . 

B¶ng ®¬n h×nh nµy ®· cho ta thÊy ®· tho¶ m·n ®iÒu kiÖn tèi ­u. 

VËy nghiÖm cÇn t×m lµ : x* = ( 3,2,5,0) vµ f(x*) = 8 

 

VÝ dô 2: Gi¶i bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh . 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3 4

j

f(x) 2x 4x 2x min

x 2x x 27

2x x 2x 50

x x x x 18

x 0(j 1,2,3,4)

   

  


  


   
  

(I) 

XÐt bµi to¸n quy ho¹ch tuyÕn tÝnh phô sau  : 

 

5 6

1 2 3 5

1 2 3 6

1 2 3 4

j 6 5

f(x) u u min

x 2x x u 27

2x x 2x u 50

x x x x 18

x 0(j 1,2,3,4);u ,u 0.

  

   


   


   
   

 

Ta cã b¶ng ®¬n h×nh sau : 

 

J CJ xj 1          2           3             4             5            6 

0          0           0             0             1            1 

5 1 27 1          -2           1           0               1            0 

6 1 50 2          1           02           0               0            1 

4 0 18 1         -1           -1          1               0            0 

  77 3          -1            3          0               0            0 
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J CJ xj 1          2           3             4             5            6 

 

5 1 2  

1 0 25 

4 0 -5 

   0        -5/2          0           0               0        -3/2 

 

§iÒu kiÖn tèi ­u ®· tho¶ m·n . Ph­¬ng ¸n tèi ­u cña (P) lµ  

(x*, u*) = (25,0,0,-5,2,0) cã u*
5 = 2 kh¸c 0 

VËy bµi to¸n ban ®Çu (I) kh«ng cã ph­¬ng ¸n cùc biªn .  

VÝ dô 3: Gi¶i bµi to¸n quy ho¹ch to¸n sau  

1 2 3

1 2 3

2 3

2 3

j

f(x) 3x x 3x max

x 2x   x 2

  10x 5x 5

    3x 2x 4

x 0  (j = 1,3)

   

  


  
   

 

 

Lêi gi¶i  

ChuyÓn vÒ bµi to¸n d¹ng chÝnh t¾c : 

1 2 3

1 2 3

2 3

2 3

j

g(x) 3x x 3x min

x 2x   x 2

  10x 5x 5

    3x 2x 4

x 0  (j = 1,3)

    

  


  
   

 

 

XÐt bµi to¸n phô : 

4 5

1 2 3

2 3 4

2 3 5

j 4 5

g(x,u) u u min

x 2x   x               2

  10x 5x u       5

    3x 2x       u 4

x 0  (j = 1,3)u ,u 0

  

  


   
    

  

 

 

 


