38

2.4. KHONG GIAN VECTO

Khoéng gian vecto 1a mot cau trac dai s6 co ban khai quat hoa ctia khong gian
vecto hinh hoc ma nguoi hoc da quen thudc & chuong trinh bac trung hoc phé thong,
dugc dinh nghia nhu sau:

2.4.1. Pinh nghia va tinh chit ciia khong gian vecto. Gia st V 1a mot tap hop khac
rong va trén V da xac dinh hai phép toan:

i) Phép cong: Va,f €V = a+p € V.

ii) Phép nhan v6 hudng (phép nhan ngoai): VAeR,Vael = Aa el .

Tap hop V cung véi 2 phép toan trén duge goi la khong gian vecto thuc (hay
khong gian vecto trén trudng s6 thuc R ) néu cac diéu kién sau thoa mén:

) a+p=p+a,Va,peV.

) a+(f+y)=(a+p)+y;Va,B,yeV.

3) 30€V saocho: a+0=a ,véi Vael .

4) V6imdi ace V, ton tai phan tir —a€ V' sao cho a+(—a)=0

5) Ma+p)=Aa+Ap;VAieR,Va,feV.

6) ( A+ pa=Aa+ua;VA,ueR;Vael.

7 (Ap)a= A(ua),VA,ueR;Vael.

8) la=a,Vael.

MJi phan tir ciia V duoc goi 1a mot vecto (chung ta khong dé y dén ban chét vat
1y ctia cac phén tir ciia V); vecto & nodi trong diéu kién (3) duoc goi 1a vecto khong cua
V; vecto —ar 1n6i ¢ diéu kién (4) dugc goi 1a vecto d6i cia o trong V. Céc sb thuc A
dugc goi 1a cac dai luong vo hudng. Khong gian vecto con goi la khong gian tuyén
tinh.

Vidu 1: Tap hop E, gém céc vecto hinh hoc xuat phat tir gbc diém O trong
mot miat phang c6 dinh (P) voi phép cong theo quy tic hinh binh hanh, phép nhan mdi
sO thyc véi mot vecto thong thuong, 1a mot khong gian vecto.

Vi du 2: Tép hop céc sé phitc C={ a+bi; a,beR} véi hai phép toan sau ciing
1ap thanh khong gian vecto:

i) Phép cong: (a+ bi) + (c +di)=(a+c)+ (b+d);
i1) Phép nhan: k(a + bi ) = ka + (kb)i, véi moi sb thuc a,b,c,d, k.
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Vidu 3: Tap hop R[x] céc da thac cua bién x véi hé sb thuc 1ap thanh khong
gian vecto véi phép cong da thirc va phép nhan mdi so thuc vi mot da thirc theo nghia
thong thuong.

Vidu4: Taphop R, [x] cac da thirc cta bién x v6i hé s thuc c6 béc khong
vuot qua n lap thanh khong gian vecto véi phép cong da thirc va phép nhan mdi sb
thuc voi mot da thirc theo nghia thong thuong.

Vidu 5: Cho n 12 s6 ty nhién khac 0. Ky hiéu

R" :{(xl,...,xz);xl,...,x2 € R} .

Dbinh nghia phép cong va phép nhan vo hudng trén tap R” nhu sau:

(Xp5ee0s X))+ (Vpoees ) = (X, + V5o X, + 1)
Alx,ex,) =(Ax,....Ax, ), AeR.

Khi @6, R" véi hai phép toan trén 1a mot khong gian vecto.

Vi du 6: Tap hop C[a,b] cac ham sd thuc lién tuc trén doan [a,b] 1ap thanh
khong gian vecto voi phép cong ham sé va phép nhan mdi s thuc vi mot ham sb
thuc theo nghia thong thuong va duoc goi 1a khong gianvecto cac ham lién tuc trén
doan [a,b].

Vi du 7: Tap hop M(m,n) cac ma trin cAp mxn trén truong sb thuc 14p thanh
khong gian vecto, v&i phép cong cac ma tran va phép nhan moi sb thuc v&i mot ma
tran. Ta goi khong gian nay 1a khong gian vecto cac ma trin cip mxn trén truong sb
thuec.

2.4.2 Pinh nghia. Cho V la 1a m¢t khong gian vecto, «,,...,a, €V; a,,...,a,€R. Ta

n
goi vecto a=a @ +--+a,a, =) aq,, 1a mdt t6 hop tuyén tinh cla hé vecto

i=1
a,,....,0, qua cac h¢ so6 a,,a,,...,a,. Khi do, ta cling néi « biéu thi tuyén tinh dugc

qua h¢ vecto «,....,q, .

2.4.3 Su twong duwong cia cac hé vecto

Trong V cho céac hé vecto:
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Néu moi vecto ctia hé (1) biéu thi tuyén tinh duoc qua cac vecto ctia hé (2) thi
ta n6i hé (1) biéu thi tuyén tinh duoc qua hé (2).
Néu (1) biéu thi tuyén tinh duge qua (2) va (2) ciing biéu thi tuyén tinh dugc
qua (1) thi tanéi (1) twong duong véi (2) va ky hiéu (1)~(2).
Nhin xét. (a) (1)~(1)
(b) Néu (1)~(2) va el bitu thj tuyén tinh duge qua (1) thi o ciing
biéu thi tuyén tinh duoc qua (2).
(¢)  Néu (1)~(2) va (2)~(3) thi (1)~(3).
2.4.4. Mt s6 tinh chit don gian ciia khong gian vecto

a) Trong méi khéng gian vecto' V chi ton tai mot vecto khong duy nhat.
Chirng minh. Gia sit trong V ton tai cac vecto khong 1a @ va €. Theo tinh chit
ctia vecto khong ta co: 8+ =60, 0+0 =6 . Do d6 6=6 .
b) Voi méi vecto €V, ton tai duy nhdt mét vecto €V sao cho
a+(—a)=6.
Chirng minh. That vay, gia sir ton tai vecto o € V sao cho a+a =0.
Taco: [(—a)+a]+a':(—a)+[ a+a']:—a+¢9:—a
Mit khac [(—a)+a]+a':t9+a':a'. Viy a=a .
oVa,feV;Va,beR cod
(i) a(a—p)=aa—ap
(it) (a—b)a =aa —ba.
Chitng minh. Tt a(a — f)+aB=a[(a - f)+f]= ala+((-f)+B)]|=ac
= a(a-p)=aa—apf
Tuong tu, tir (a—b)a+ba=(a-b+b)a=aa
= (a-b)a=aa-ba .
d)Voi YNaeR;VYNa eV, taco:
ac=0 < a=0 hoac aa=0.

Chimg minh. i) 6a=(a—a)a=aa—aa=6.
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ab=a(a—-a)=aa-aa=0.
ii)ad=0 (a#0) = a ' (aa )=a"'0 = la=0 = a=0.
) Véi Va el taco (-1)a=-a.
Chitng minh. Vi a+(—1)a:1a+(—l)a:[l+(—l)]a20a:9, nén (—l)az—a.
2.4.5. Co s6 va so chiéu ciia khong gian vecto. Trong khong gian vecto V cho hé
vecto
a,0,,...., A, (1)
H¢ vecto (1) dugc goi 1a phu thude tuyén tinh néu ton tai cac sb thuc kl ,...,kn khong
ddng thoi bang khong sao cho
m
Zkl.al. =ka, +....+k,a =0 2)
i=0
Néu h¢ thte (2) xdy ra khi va chi khi &, =.....=k, =0 thi h¢ vecto (1) goi 1a hé déc

Idp tuyén tinh.
Vay hé (1) doc 1ap tuyén tinh khi va chi khi hé (1) khéng phu thudc tuyén tinh.

Vi du. 1) Trong R> hé 3 vecto & =(1,0,0),82=(0,1,0),6‘3=(0,0,1) 1a doc lap tuyén
tinh. That vay, ta co:
Aeg+le+A e =0 & /11(1,0,0)—1—/12(0,1,0)+/13(0,0,1)=O
(21,0,0)+(0,/12,0)+(0,0,/13):O = (21,/12,/?3):0 < A=4,=4=0.
2) Trong R? hé 4 vecto sau 1a hé phu thude tuyén tinh
a,=(5,2,1), a,=(-13,3), o,=(9,7.5), ,=(3,8,7)

That vay, taco : a,=2a,+a, = a,=2a,+a,+0a,

3) Trong khong gian vecto cac s6 phitc C hé {1, i} doc 1ap tuyén tinh.
That vay: a.l+bi=0 < a+bi=0 < a=b=0.

2.4.6. Cac tinh chit ciia hé phu thudc tuyén tinh
1). Moi hé vecto chira vecto khong déu la hé phu thuoc tuyén tinh.

That vay, gia sit hé (1) 1a 8,a,,,,.....,a, khi d6 c6 cac hé sb thuc 1a 1, 0,
....., 0 khong dong thoi bang 0 sao cho:
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1.0+0a, +---+0a, =0
Do d6, hé (1) 1a hé phuy thudc tuyén tinh.
2). Hé chi gom mot vecto la hé phu thuée tuyén tinh khi va chi khi vecto dé la vecto 6.
3). Néu mét hé vecto chuwa mot hé con phu thuoc tuyén tinh thi hé do la hé phu thudc
tuyén tinh.

That vay, gia st hé (1) chra hé con «,....,a p phu thudc tuyén tinh, khi d6 ton
tai cac so thuc k,,.....,k , khong dong thoi bang 0 sao cho:
ko +....+k,a,=0 (g<n)

Do d9, ta ¢6 mot hé thirc khong tim thuong 1a:

ko +...+ka,+0a,  +..4+ 0a,=0

g+l
Hay hé (1) phy thudc tuyén tinh.

4) Moi hé con cua mot hé doc lap tuyén tinh la hé doc ldp tuyén tinh.

5) Hé vecto (1) la hé phu thudc tuyén tinh khi va chi khi cé it nhdt mét vecto ciia hé dé
la t6 hop tuyén tinh ciia cdc vecto con lqi.

Chitng minh. i) Gia st h¢ (1) phu thudc tuyén tinh, khi d6 ¢ &, .....,k, khong dong
thoi bang khong sao cho: klal +..... +km0£m =0. Do kp ..... ,km khong dong thoi

bang khong nén c6 mot hé s6 k, #0,1 <k < m . Chang han k, #0, do d6

hay ¢, biéu thi tuyén tinh dugc qua cac vecto Qa,,.....,a, cuah¢ (1).
2.4.7. H¢ sinh va co sé cia khong gian vecto

Mot hé vecto cua V dugc goi l1a ¢ sinh cia V néu moi vecto ctia V déu biéu
thi tuyén tinh dugc qua hé do.

Mot hé sinh doc lap tuyén tinh cia V duge goi 1a mot co s6 cia V.

Mot hé vecto cia V duogc goi 1a doc lap tuyén tinh cwc dai néu nd doc lap tuyén
tinh va néu thém bat ky vecto nao ciia V thi hé méi thu duoc 13 hé phy thudc tuyén

tinh.
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2.4.8. Dinh ly. Cho hé hitu han cac vécto a,,a.,,...,c, cua V. Khi do, cac khcfng dinh
sau day la twong dwong voi nhau:

(i) a,a,,..,a, lamot cosocua V.

(ii) Moéi vecto cia V déu biéu thi tuyén tinh duy nhat dwoc qua hé a,,a,,...,a, .
(iii) a,,Q,,...,a, la mot hé vecto doc ldp tuyén tinh cuc dai cua V.

Chirng minh. (1) = (ii): Gid su «,,a,,....,a, lacoso cua V, khidé «,,a,,...,a, 1ahé
sinh ctia V. Do d6, mdi vecto cua V déu biéu thi tuyén tinh dugc qua hé nay. Ta chung

minh su biéu dién duy nhéat. That vay, gia st voi vecto o cuia V, ta cd cac su biéu dién
o= foai = Zyiai > (‘Xi’yi €R).
i=1 =l;
Theo tinh chat ctia khong gian vecto c6
n
Z('xi _yi)ai =0.
i=1

Tir tinh ddc 1ap tuyén tinh cta hé vecto, suy ra x, —y. =0 hay x, =y, Vi=1,2,..,n.
(ii) = (iii): Moi vecto a cua V déu biéu thi dugc qua h¢ vecto @,,@,,...,a, cho nén
h¢ vecto b sung @,,a, ..., ,a phu thude tuyén tinh:. Do d6, hé a,,a,,...,c, 1a hé
doc lap tuyén tinh cuc dai cua V.

(111) = (1): Do h¢ vecto «,,a,,...,a, 1a h¢ doc lap tuyén tinh cuc dai nén véi moi
vecto  cua V, ta c6 hé vecto «,,a,,...,a ,a 1a hé phu thudc tuyén tinh. Do do,
vecto @ biéu thi duoc qua hé «,,c,,...,a, hay no la h¢ sinh ciia V va vi vay ciing 1a
cosocuaV. W

2.4.9. Pinh 1y co ban vé sy phu thudc tuyén tinh. Trong khéng gian vecto V cho cdc
hé vecto:

a,a,,...o (1)

BB B, (2)
Néu hé (1) ddc lap tuyén tinh va biéu thi tuyén tinh dwoc qua hé (2) thi n< m.
Chitng minh. Gia sit nguoc lai n>m, ta chimg minh rang hé (1) phu thudc tuyén tinh
va diéu d6 s& mau thuin vai tinh doc 1ap tuyén tinh cua hé (1).

That vay, theo gia thiét ctia dinh 1y c6 su biéu thi tuyén tinh:

43



44

o =xp+xpB,++x B (x €R).
Vi hé (1) doc lap tuyén tinh nén vecto «, # @. Do do, co it nhéat mot sb thuc x,#0.

Khong mat tinh tong quét, ta gia st x, # 0. Khi d6
1 LI |

181 =—o+ z(__xi)ﬂf'
X, i=2 X,

Nhu véy, hé (2) biéu thi tuyén tinh duoc qua hé
a, BB, (3).
va do d6, hé (1) ciing biéu thi tuyén tinh duoc qua hé (3).
Tiép tuc, d6i v6i vecto o, cua hé (1) ta co
a,=ya +y,B,+-+y B (y eR).
Vi hé (1) doc 1ap tuyén tinh nén c6 it nhat mot s thuc y, #0,(2<i<m).Khong mét

tinh téng quat, ta gid st y, # 0. Khi d6

1 ul 1
182 =—q, +Z(__yi)18i’
yz i=3 yz

Nhu vay, hé (3) bicu thi tuyén tinh dugc qua hé
a.a,,pB,...B, 4)
va do d6 hé (1) ciing biéu thi tuyén tinh dugc qua hé (4).

Tiép tuc 1y ludn nhu trén ddi véi cac vecto con lai cua hé (1). Sau m lan thay
thé hét m vecto ciia h¢ (2) boi m vecto ciia hé (1), ta c6 hé (1) bi€u thi tuyén tinh dugc
qua hé vecto con «,,,,...,c, cuand. Do do, h¢ (1) 1a hé phu thudc tuyén tinh. W
2.4.10. Pinh nghia. Khong gian vecto V dugc goi la khong gian vecto hitu han sinh
néu trong V ton tai mot hé sinh gém hiru han vecto.

Vi du. 1) Khong gian vecto cac sé phtc C 13 hitu han sinh vi trong C ¢6 mot hé sinh
gom 2 vecto {1, i}.

2) Khéng gian vecto R[x] cac da thirc v6i hé sb thuc 12 khéng gian vo han sinh.
That vay, gia st R[x] c¢6 mot hé sinh hitu han: f (x), f,(x),..., f,(x). Khi do, moi da
thire thude R[x] co bac 16n hon tat ca bac cua cac da thic F(X), f,(X),.e, f,(x) s&

khong biéu thi tuyén tinh dugc qua hé sinh £, £,(x),.... f,(x). Ta gap diéu vo ly.
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2.4.11. Pinh ly. Gida st 'V #{6} la mét khong gian vecto hitu han sinh. Khi do, trong
V ton tai mét co sé gém hitu han vecto. Hon nita, moi co sé cua V déu c¢é cung 56
vecto.

Chitng minh. Gia su y,,7,,...,y, 1a mot hé sinh hiru han cia V. Vi V # {6} nén co
mot vecto o, # 6 trong V. H¢ gém mot vecto o, # 6 1a hé doc lap tuyén tinh. Néu hé
nay la h¢ doc 1ap tuyén tinh cuc dai thi né chinh 12 mot co s& ctia V. Néu hé nay khong
doc lap tuyén tinh cuc dai thi trong V c6 hé «,,a, doc lap tuyén tinh. Theo dinh ly co
ban veé sy phu thudc tuyén tinh, sb vécto ctia mot hé doc lap tuyén tinh bAt ky trong V
khong vuot qué r. Do do, tiép tuc 1y luan nhu trén, sau khong qué r bude ta thu dugc
mot hé doc lap tuyén tinh cyc dai a,,a,,...,a, (n<s) cia V. Lai theo Dinh 1y 2.7.2.4,
hé nay 1a mdt co s¢ hitu han cta V.

Gia su  B,B,,..0, (m<s) 1a mot co s6 cua V. Khi do, vi hé
a,,a,,...o, (n<s) doc lap tuyén tinh va biéu thi tuyén tinh dugc qua hé
BBy, B, (m<s), nén theo Pinh ly co ban cua sy phu thudc tuyén tinh, ta co
n<m. Do tinh binh dang giita hai co so, nén ciing c6 bat dang nguoc lai va do do6 ta
con=m. W

Tu Dinh 1y 2.4.11, ta c6 tinh hgp ly ciia dinh nghia sau
2.4.12. Pinh nghia. S6 vecto clia mot co sé bat ky ctia khong gian vecto hitu han sinh
V # {0} duoc goi 1a s6 chiéu (dimention) cia V trén R va dugc ky hiéu 1a dimV.

Néu V ={6)} thi ta quy uéc dimV = 0. Néu V khong c6é mét co sd nao gdm hiru
han phan ttr thi né duoc goi 1a khong gian vecto vé han chiéu.

Do sd vecto trong mot co sé cua khong gian vecto 13 sd vecto doc 1ap tuyén
tinh cuc dai cho nén ta c6 nhan xét: Néu dimV= n thi moi hé vecto n + k (k 21) trong
V deu la hé phu thuoc tuyén tinh.

Trong gido trinh nay, néu khong néi gi thém ching ta chi nghién ctru khong
gian vecto hitu han chiéu trén truong s thuc R.

Vidu. 1) dim C =2 trén R.
2) dim R"=n trén R.
3) Khong gian vecto R[x] 1a khong gian v6 han chiéu trén R.
2.4.13. Pinh ly. Gia sir 'V #{6} la m¢t khong gian vecto hitu han sinh. Khi do
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(i) Moi hé sinh cua V déu chira mét co sé nao doé cia V.
(i) Moi hé ddc ldp tuyén tinh trong V déu c6 thé bé sung thanh mét co so ciia V.

(iii) Néu dimV=n thi moi hé n vecto ddc ldp tuyén tinh trong V déu la co sé cia V.
Chitng minh. (i) Gia st S 12 mot hé sinh ctia V. Goi S’ 1a hé con doc lap tuyén tinh
cuc dai ctia S. Khi do, S biéu thi tuyén tinh dugc qua S’ va do d6 V ciing biéu thi
tuyén tinh duoc qua S” hay S’ 1a mot co so clia V.

(i) Gia st «,,a,,...,a, 1a mot hé doc lap tuyén tinh trong V. Néu hé nay doc
lap tuyén tinh cuc dai thi n6 1a co s¢. Trong truong hop nguoc lai, thi ta bd sung vao
hé nay céac vecto «,,c, ... dé thu duge mot hé doc lap tuyén tinh cuc dai trong V. Do
V 1a khong gian vecto n chiéu, cho nén qua trinh b sung trén dung lai sau khéng qua
n budce. H¢ vecto thu dugce chinh la mot co s¢ cuia V.

(i) Gia st diim V=nva @,,a,,...,, la mot h¢ doc 1ap tuyén tinh tuyén tinh,
khi d6 véi vecto a ctia V héa,,a, ..., ,a 1a hé phy thudc tuyén tinh. Do d6, ton tai
mot hé thuc tuyén tinh khong tim thudng

xo +x,0,++xa +x,_ a=0 (x eR).
Néu x,+;= 0 thi h¢ @,,a,,...,cr, phu thudc tuyén tinh, trai gia thiét. Do d6, c6 su biéu
dién
—X, —X -X,

a=—ra +—2a,+ -+
X X

n+l n+l 'xn+l

a, , (x, eR).

Nhu vy, @ di biéu thi tuyén tinh dwoc qua hé «,,,,...,a, va do d6 hé nay 14 hé sinh
doc lap tuyén tinh ctia V va vi vay la mot co sé cua V. |

2.4.14. Dinh nghia. Gia st «,q,,...,a, 1a mot co s¢ cua khong gian vecto V. Khi do,
mdi vecto o clia V ¢6 su biéu thi tuyén tinh duy nhét:

a=xo+x,a,++xa (xeR),
hay viét van tat: a=Y xa,(x eR).
i=1

B0 n s6 thuc (x,,X,,...,x,) duoc goi 1a tog do cia vecto a theo co s¢ @,,a,,...,q, .
2.4.15. Cong thirc ddi toa dd. Gia sur
a.a,,...q,
BBy B,
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la cac co s& cua khong gian vecto V. Gid st vecto & cua V cd toa do twong tmg theo
cac cosd dachola (x,x,,....x,) va (y,,¥,,...,,) . Biéu dién moi vecto cua co s¢ thir

hai qua co s thtr nhat:
B =2aa,Vj=12,..,n.
' i=1

Do do, ta co:
o= Zyzﬂz = Z(Z bjcijai) = Z(Z Cijbj )ai =20 -
i=1 j=1 =l =1 j=I i=1
Do tinh duy nhat ciia toa 6 ctia mdi vecto theo mot co sd, ta c6 cong thie ddi tao do

nhu sau:

=

=
2.4.16. Khéng gian vecto con. Gia sir V 1a khong gian vecto. Tap con khong rong W
ciia V dugc goi 1a tdp con 6n dinh cua V néu

Na+peW;¥Ya,feW.

iNAaeW;VAieW VYaeW.

Gia sir W 14 tap con 6n dinh ciia V, khi d6 phép toan cong va nhan vo hudng
trong W duoc goi la cac phép todn cam sinh trén V.

Tap con 6n dinh W cua V dugc goi 1a mét khong gian vecto con ciia V néu
cung voi hai phép todn cadm sinh trén V, ban than tdp W cling 1ap thanh mot khong
gian vecto.

2.4.17. Ménh d@. Gida sit V la khéong gian vecto va W la mét khéng gian vecto con ciia
V, khi doé vecto @ thuéc W. Noi khdc di, vecto khong ciia V ciing la vecto khong cuia
w.
Chirng minh. Goi p la vecto khong ctia khong gian vecto W, khi d6: 8=0+p=p.
Do do, p=86.
2.4.18. Pinh ly. (Tiéu chuan khong gian vecto con ). Tdp con khéng rong W ciia V la
khéng gian vecto con ciia 'V khi va chi khi W la tdp con 6n dinh cia V, nghia la
NDa+peW;¥Ya,feW.
iNAaeW;VAieW VYaeW.
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