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N ~ X

LOI NOI DAU

Giéo trinh nay duge viét dya trén dé cuong chi tiét hoc phan xac suat théng
ké danh cho sinh vién cac nganh khéi A néi chung va cac nganh Cong nghé noi riéng.
Tac gia c6 dieu chinh cho phit hgp véi doi tugng ngudsi hoc 1a nhitng ngusi t6t nghiep
Trung hoc phd thong.

Giao trinh gom 6 chuong chia thanh 2 phan. Phan 1 gom 2 chuong, trinh bay cac
kién thiic co s6 ctia 1y thuyét xac suat. Trong chuong 1, chiing to6i trinh bay vé mot s
khai niém va tinh chat mé dau ctia Iy thuyét xac suat: phép thit, bién cb, xac suat cia
bién cb, xac suat co6 dieu kien, tinh doc 1ap clia cac bién cd, diay phép thit Bernoulli, ...
Cac khai niém va tinh chat nay sé duge dung nhiéu 6 cac chuong sau. Chuong 2 trinh
bay cac van dé lien quan dén dai lugng ngau nhién va vecto ngau nhién: Khai niem dai
lugng ngau nhién, cac loai dai lugng ngau nhién, ham phan phdi, bang phan phdi va
ham mat do xac suat, cic so dic trung clia dai lugng ngau nhién, ...

Phan 2 gom 4 chuong, trinh bay vé nhiing van dé co ban ctia théng ké ting dung.
Cu thé 1a Chuong 3 trinh bay vé Iy thuyét mau; Chuong 4 trinh bay vé 1y thuyét udc
lugng; Chuong 5 trinh bay vé 1y thuyét kiém dinh va Chuong 6 trinh bay vé 1y thuyét
tuong quan va hoi quy. Trong mdi chuong ctia phan nay, ching to6i déu duwa ra nhitng
ting dung clia cac van dé néu ra vao viéc giai quyét cac van dé ctia thyc té.

Cudi méi chuong déu c6 hé thong cau héi on tap va phan huéng dan hoc vien tu
hoc.

Téc gid xin cdm on cac dong nghiép 6 bo mon Xac suat - Thong ké va Toan iing
dung, Khoa Toan, Truong Dai hoc Vinh da quan tam dong vién tac gia hoan thanh
giao trinh nay.

Mic du tac gid da rat c¢6 gang nhung chic chin gido trinh vAn con nhiéu khiém
khuyét, mong dugc sy gép y clia ban doc.

Tac gia



PHAN I. XAC SUAT



CHUONG 1

BIEN CO VA XAC SUAT

1.1 BO tuc veé giai tich to hap

Trong li thuyét xac suat, nhiéu khi phai tinh s6 phan t cia mot tap hgp. Giai tich
t6 hop cho ta mot phuong phap tinh sé phan ti& dé6 mot cach nhanh chéng va chinh
xac. Trong muc nay ching toi sé trinh bay mot s6 van dé co ban ciia giai tich td hgp
duge st dung nhiéu trong cac muc sau.

Tru6e hét, chiing ta nghién citu quy tic nhan va quy tic cong. C6 nhiéu cach trinh
bai cac quy tac nay. Dudi day 1a cac trinh bay ma theo chtng toi 1a tuong déi don gian
va dé van dung.

1.1.1 Quy tic nhan

Quy tac. Gid st mot hanh dong cé thé duge thuc hién qua k budc lién tiép. Budc 1 c6
thé duoe thuc hién bang n, cdch, budc 2 cé thé duoe thuc hién bang ny cach,... budc k
c6 thé duoc thuc hién bing ny, cdach. Khi dé, so cdch dé thuc hién hanh dong do la

n="mny.ng..Ng.

Nhu vay, khi mot hanh dong cé thé chia nhé thanh nhiéu bioe, thi s6 cach thuc
hién hanh dong d6 bang tich s6 cach thuyc hién cic budc.
Vi du.

1. Mot doi van nghé da chuan bi dude 2 vé kich, 5 bai hat, 3 dieu mia. Hoi dién chi
cho phép doi trinh dién mot vé kich, mot bai hat, mot dieu maa. Hbi doi ¢6 bao nhiéu
cach chon chuong trinh biéu dién ctia minh, biét rang chat luong cac v6 kich, bai hat,
diéu mua la nhu nhau.

Gidi. Viec chon chuong trinh biéu dién c6 thé duge thiyc hien qua 3 bude

Budc 1: Chon 1 v6 kich trong 2 vé kich. C6 2 céch.

Budc 2: Chon 1 bai hat trong 5 bai hat. C6 5 cach.

Buéce 3: Chon 1 diéu mia trong 3 diéu mua. Co 3 cach.

T do6, 4p dung quy tac nhan suy ra doi vin nghé c6 n = 2.3.5 = 30 cach chon
chuong trinh biéu dién.

2. V6i cac chit s6 1,2,3,4,5, ¢6 thé lap dude bao nhiéu s6 chin gom 4 chit s6 khac
nhau?

Gidi. Moi s6 can tim c6 dang x = Gyaza3a,4 voi

{0,1, asg, ag, a4} C {1, 2, 3, 4, 5}

Mubn xac dinh z, ta phai chon ay, as, as, ay (4 budc). Vi x 1a s6 chén, nén ta chon ay
trudce, roi chon aq, as, as.



Buée 1: Chon a4 . Vi x 1a s6 chin, nén a4 = 2 hoac a4 = 4. C6 2 cach chon ay.

Buédc 2: Chon ay. Vi a; # a4, nén c¢é 4 cach chon a;.

Buée  3: Chon ay. Vi o =+ as, Qs #+ a; nén
con 3 cach chon as.

Buée 4: Chon a3. Vi a3 # a4, a3 # a; va a3 F# as nén
con 2 cach chon as.

T d6, ap dung quy tac nhan suy ra s6 cac so can tim 1a n = 2.4.3.2 = 48.
1.1.2 Quy tic cong
Quy tic. Gid st cdc phan ti clia mot tap hop cé thé duoc chia thanh k logi khdc nhau;
logi 1 ¢6 ny phan ti, logi 2 ¢6 ny phan ti...logi k c6 ny, phan ti. Khi dé s6 phan ti cia
tap hop do la

n=mni+ng+- -+ Ng.

Dua vao quy tic cong, ta co thé chuyén bai toan vé tinh s6 phan ti clia mot tap
hop phiic tap vé céc bai toan tinh s6 phan ti ciia cac tap hop don gian hon.
Vi du. C6 bao nhiéu s6 c6 cac chit s6 khac nhau duge 1ap thanh tir 4 chit s6 1,2, 3, 4.
Gidi. Tap hop cac s6 can lap c6 thé chia lam 4 loai
Loai 1: Cac s6 ¢6 1 chit s6. C6 ny = 4 s6: 1,2, 3, 4.
Loai 2: Céc s6 c6 2 chit s6 khéc nhau. C6 ny = 4.3 = 12 sb.
Loai 3: Céc s6 c6 3 chit so khac nhau. C6 nsy = 4.3.2 = 24 sb.
Loai 4: Céc sb c6 4 chit s6 khac nhau. C6 ng = 4.3.2.1 = 24 so.
Tt do, ap dung quy tic cong, suy ra s6 cic so6 can tim 13

n=4+124 24 4 24 = 64.

1.1.3 Hoan vi
Dinh nghia. Mdi cich sip xép n phan t1t cho trude theo mot thit ty nhat dinh goi 1a
mot hodn vi cia n phan ti do.
Ki hiéu s6 cac hoan vi clia n phan tt da cho 1a P,.
Dinh ly. S6 hodn vi ciia n phan ti la

P, =nl

Chatng minh. M6i hoan vi ctia n phan tit 13 két qua ctia phép chon gom n buée.
Bué6c 1: Chon phan tit dau tién cho hoan vi. C6 n cach chon.
Budc 2: Chon phan tit thit hai cho hoan vi. C6 (n — 1) cach chon.

Bude k: Chon phan t1t thit k cho hoan vi. C6 (n — k + 1) cach chon.

Bude n: Chon phan tit thit n cho hoén vi. C6 (n —n + 1) = 1 cach chon.
Do d6, theo qui tic nhan, s6 hoan vi ctia n phan tit la

P,=nn—-1)...n—k+1)..1 =nl

Vi du. Gia st mot 16p c6 25 sinh vien. Khi d6, s6 cach siap xép chd ngoi cho 25 sinh
vien do6 1a Py = 25!

1.1.4 Chinh hgp

Dinh nghia. Mdi bo sap thit tu gom &k phan tit khac nhau, lay tit n phan tit da cho
goi 1a mot chinh hop chap k ciia n phan ti d6 (0 < k < n).
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Ky hiéu s6 cac chinh hgp chap k ctia n phan tit 1a A*. Bing lap luan tuong tu nhu
dé6i v6i hoan vi, ta ducc
Dinh ly. S6 chinh hop chdp k ciia n phan ti la

=n(n—-1)(n—k+1).

Vi du. C6 bao nhiéu s6 khac nhau gom 3 chit s6 dudge lap tit 4 chit s6 1, 2, 3, 47
Gidi. Mdi s6 nhu vay 13 mot chinh hop chap 3 ctia 4 phan tt. Do d6 s cac s6 nhu vay
1a
41
A3 = = 4! = 24.
1 (4 -3)!

1.1.5 Chinh hogp lap
Dinh nghia. Mot bo sip thit ty gom & phan tit (khong nhat thiét khac nhau) 1ay ti
n phan tt da cho goi la mot chinh hop ldp chap k chia n phan tit d6 (k > 0).

Nhu vay, khac v6i chinh hgp, trong méi chinh hgp lap, khong doi héi cdc phan ti
phai khac nhau. Ching han tat ca cac chinh hop lip chap 2 ctia 3 phan ti clia tap
M = {1,2,3} 1a

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3, 3).

S6 céc chinh hop lap chap k ctia n phan tit duge ki hieu 1a A*.
Dinh 1y. S6 cdc chinh hgp ldp chip k cia n phan ti da cho la

ik _ ok
A, =n".

Chatng minh. Mdi chinh hop lap chap k ctia n phan t1t 14 két qua ctia hanh dong chon
gom k bude. Mdi bude déu c6 n cach thyc hien (vi khong doi hoi cac phan tit phai
khéc nhau). T d6, theo qui tic nhan, ta c6

Trong vi du trén, ta c6 n = 3, k = 2. Vay s6 cac chinh hgp lidp chap 2 ctia 3 phan

tit 1a )
A3 =3=09.

Vi du. C6 bao nhiéu cach sap xép ngau nhién 15 hanh khach lén ba toa tau?
Glidi. Mdi cach sap xép nhu vay 1a mot chinh hgp 1ip chap 15 ctia 3 phan tit. Do d6 s6
cach sip xép 1a .
1.1.6 T6 hop
Dinh nghia. Mot tap con (khong ké thit tu) gdm k phan tit 1ay tit n phan tit da cho
goi 1a mot t6 hop chap k ctia n phan tit d6 (0 < k < n).

Ky hieu C* 1a s6 cac t6 hop chap k ctia n phan tit da cho.
Dinh 1y. S6 t6 hop chip k ciia n phan ti la

A¥ n!
R / B
Cn = kU kY (n—k)! (quy wdc 0! = 1).



Chaing minh. Mbi t6 hop chap k clia n phan ti sinh ra k! chinh hop chap k& khac nhau
ctia n phan tt d6 (cac chinh hgp nay chi khac nhau ¢ thit ty sip xép clia cac phan ti).
Do dé6 ta co

AR = EICk,
Suy ra
Ak
k n
Cr = e

Dinh Iy duge ching minh.
T cong thitc néu trong dinh 1y trén, dé dang suy ra cac cong thiic sau day

Cvk: — C«n—k
Ch=Ctl+CF_ .

Vi du. C6 bao nhiéu cach sap xép ngau nhién 15 hanh khach lén 3 toa tau ma toa thit
nhat c6 dung 3 hanh khach?
Gidi. Ta thay c¢6 C}s cach 1ay 3 trong 15 hanh khach cho vao toa I. S6 cach phan ngau
nhién 12 nguoi con lai 1én hai toa kia 1a 2'2. Vay s6 cach phan ngau nhién 15 hanh khach
len 3 toa tau ma toa I ¢6 dung 3 hanh khéach 1a Cj; - 2'2.
1.1.7 Coéng thiic nhi thitc Newton

Trén tap so6 thue, ta da rat quen thuodc véi cac hing dang thic

(a+b)*> = a® + 2ab + b

(a+b)* =a® + 3ab + 3ab® + V°.

Bing qui nap c6 thé ching minh dudc cong thiic sau day, goi 1a cong thitc nhi thic
Newton

(a+b)" =X ,Cka""* (Ya,b € R).

Dac biet, véia=b =1 ta c6 2" = X1_ C*.
Véia=1b=-1taco0=37_o(—1)"*CF.
Néu thay b bdi -b thi ta c6 cong thiic

(a—b)" =X o(=1)""*CFa*o"* (Va,b € R).

1.2 Phép thi¥ ngau nhién va bién cb

1.2.1 Tat nhién va ngau nhién

Nhu ta da biét, cac hién tugng trong tu nhién va xa hoi c6 thé duge chia lam hai
loai: tat nhién va ngiu nhien.

Hién tugng tat nhién 1a hién tuong chic chan xay ra khi c6 mot ho diéu kién nao
dé duge thye hien. Chéng han, véi dicu kieén ap suat binh thuong ctia khi quyén va
nhiét do 100°C' nudce chic chan soi; véi dieu kien cho axit clohidric (HCI) tac dung véi
natri hidroxit (NaOH) chic chan xuat hign mudi &n va nudc...

Hién tugng ngau nhién 13 hién tugng co thé xay ra hoac khong xay ra khi c6 mot
ho diéu kién ndo dé duge duge thyc hien. Ching han, khi ta gieo mot dong tien doi



xtng, ta khong thé biét duge mat sip hay mit ngita sé xuét hien. Nhu vay, cac hien
tuong " Mit sap xuat hien" va "Mit ngtta xuat hien" 13 cac hién tuong ngiu nhieén.
Két qua ctia mot lan kiém tra chéat lugng san pham, két qua ctia mot lan ban bia...ciing
1& nhiing hién tugng ngau nhién.

Tinh bat dinh ctia su xuét hién ciia cac hién tuong ngdu nhién lam nay sinh nhu
cau nghién citu kha ning xuat hién clia chiing. Day chinh 14 mot trong nhiing nguyén
nhan ra doi va phét trién ciia 1y thuyét xac sut.

1.2.2 Phép thit ngau nhién va khéng gian bién cb sd cap

Dé nghién cttu cac hién tugng ngdu nhién, ngusi ta thuong phai tién hanh cac phép
thtt ngdu nhién. Phép thi ngau nhién 1a mot hanh dong ma két qua cia né 1a ngau
nhien, khong thé du bao truée duge. Khi thuc hien phép thit ngdu nhien thi cac két
qui ctia n6 khong thé xac dinh trudée duge. Tuy nhién, ta cé thé xac dinh duge tap
hop tat ca cac két qua c6 thé c6 clia n6. Tap hop dé duge goi 1a khong gian bién co so
cap va duge ky hiéu béi chit . Mdi phan tit w clia € sé dude goi 1a mot bién co so cap

(BCSC).
Vi du. Khi tung mot dong tién can déi dong chat ta khong biét trude két qua 1a xuat
hién mat sap (S) hay mat

ngtta (N). Tuy nhién, c6 thé xac dinh duge cac két qua c6 thé c6 1a S va N. Vay
hanh dong tung dong tien 14 mot phép thit ngdu nhién va khong gian bién ¢ so cap
cta phép thit nay 1la Q = {S, N}.

Tuong tu, hanh dong tung mot con xtc xic can dbéi dong chat, hanh dong kiém
tra ngau nhién chat luong san pham ctia mot nha may... ciing la nhitng phép thit ngau
nhién.

1.2.3 Bién cb

Gia st G la mot phép thit ngau nhién. Mot sy kién, ma viéc xay ra hay khong xay
ra clia n6 phu thuoc hoan toan vao két qua ctia G, dudce goi 1a mot bién co cta G.

Mot BCSC w ciia G duge goi 1a thuan 1gi cho bién ¢ A néu khi két qua cia G 1a
w thi A xay ra.

Vi du. Xét phép thi: Tung mot con xtc xic can doéi, dong chat. Goi M; 1a bién co
“xuat hién mat i cham", C la bién c6 “xuat hién mat c6 s6 cham chan", L 1a bién c6
“xuat hién mit c6 s6 cham 1¢". Vay thi

Khong gian cac BCSC 1a Q = {M;, My, M3, My, My, Mg}.

Tap hop cdc BCSC thuan lgi cho C 1a { My, My, Mg}.

Tap hop cdc BCSC thuan lgi cho L 1a {M;, M3, Ms}.

Nhan xét rang mot bién c6 duge xac dinh hoan toan véi tap hgp cac BCSC thuan
lgi cho n6. Vi li do d6, trong i thuyét xac suat; nguoi ta dong nhat mot bién cd véi
tap con clia Q gom cac BCSC thuan loi cho bién ¢6 d6. Chéng han, trong vi du trén

C - {M27M47 M6} L = {M17 M37 M5}

Nhu vay, c6 thé hiéu nom na la, cac bién c6 dude tao nén tir cac BCSC.
Cac loai bién c¢b

Mot bién ¢b duge goi 1a bién b khong thé cd, néu né khong thé xay ra khi phép
thtt duge thyc hien. Nhu vay khong c6 BCSC nao ciia Q thuan 1gi cho bién c6 khong
thé c6. Do dé, bién c¢6 khong thé c6 duge dong nhat véi tap 0.

Mot bién c6 duge goi 1a bién co chdc chdn, néu n6 chac chin xay ra khi phép thi
dude thye hien. Moi BCSC ctia phép thit déu thuan 1gi cho bién c¢6 chac chan. Do do,
bién c6 chac chan duge dong nhat véi toan bo tap Q.
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Mot bién ¢b dude goi 1a bién c6 ngau nhién, néu né c¢é thé xay ra hoic khong xay
ra khi phép thit duge thuyc hién. Bién c¢6 ngau nhién thuong duce ky hiéu béi cac chit
in A, B,C . ... Chang han, trong vi du trén

Bién c¢6 "S6 cham xuat hien > 6" 1a biétn c¢6 khong thé
c6 (0)

Bién ¢6 “S6 cham xuat hien < 6" 1a bién ¢ chiac chan (£2)

Céc bién ¢6 C = { My, My, Mg}} va L = { My, M3, M5} 1a cac bién ¢6 ngdu nhien.
1.2.4 Quan hé va phép toan giita cac bién cb
Quan hé thuan 1gi. Ta n6i bién c¢d A thuan lgi cho bién c6 B néu khi A xdy ra thi B
xay ra. Ro rang, A thuan lgi cho B khi va chi khi tap hgp cac BCSC thuan lgi cho A
1a tap con ctia tap hgp cac BCSC thuan lgi cho B. Do d6, néu A thuan lgi cho B thi
ta ki hiéu

ACB
Quan hé biang nhau. Hai bién c¢6 A va B goi 1a bing nhau (hay tuong duong) néu A
xay ra khi va chi khi B x4y ra. N6i cach khac, A va B bang nhau khi va chi khi A C B
va B C A. Néu A va B bang nhau thi ta ki hiéu

A=B.

Hgp ctia cac bién cb. Bién c6 A dude goi 1a hop clia 2 bién ¢d B va C néu A xay ra
khi va chi khi it nhat mot trong 2 bién c6 B hodc C xay ra. Luc d6 ta c6 ki hieu

A=BUC

Tong quat. Bién cd A dugc goi la hgp ciia ho bién ¢d A;(i € I) néu A x4y ra khi va chi
khi it nhat mot trong cac bién c6 A;(i € I) xay ra. Ki hi¢u

A:Um.

el

Giao cac bién cb. Bién c¢6 A dugc goi la giao (tich) clia 2 bién c¢6 B va C néu A xdy
ra khi va chi khi B va C' dong thoi xay ra. Ki hieu

A=BnC ( A=B.O).

Tong qudt. Bién c¢6 A dugc goi 1a giao (tich) ctia ho cac bién cb A;, (i € I) néu A xay
ra khi va chi khi tat ca cac A;, (i € I) déu xdy ra. Ki hi¢u

A=A (A= A).

el

Hiéu cac bién cbé. Bién cd A duge goi 1 hiéu ciia bién c6 B v6i bién ¢d C néu A xay
ra khi va chi khi B xay ra va C' khong xay ra. Ki hiéu

A=B\C.

Cac bién cbé xung khic. Hai bién c¢6 A va B dugc goi 1a zung khdc néu ching khong
thé dong thai xay ra. No6i cach khac, A va B dudc goi la xung khic néu

AB=0.
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Bién c6 déi lap. Bién c¢6 A dugc goi 1a bién c6 doi lap ctia bién ¢d A néu A xay ra
khi va chi khi A khong xay ra. R6 rang lic doé ta cé

A=A, A=Q\A, A=A

Ho day du cac bién ¢6. Ho n bién ¢b Hy, Ho, ..., H,, dudc goi 1a ho day di cac bién
c6 néu ching thod man dong thoi hai diéu kién sau
1. Chiing xung khic v6i nhau doi mot. Tiic 1a

HiHj = Q)v (Z 7& ])

2. Hop ctia ching 1a bién ¢6 chac chan. Tic la

N6i cach khac, Hy, Hy, ..., H, 1a ho day du cac bién c6 néu khi phép thit duge thuc
hién thi c6 mot va chi mot trong cac bién c6 dé xay ra. Chang han néu A la bién cb
bat ki thi A va A lap thanh mot ho day da.

Vi du. Hai ngusi cliing ban, mdi ngusi ban mot vien vao bia. A; 1a bién ¢6 “Ngusi thit
i ban trang" (i = 1,2). Vay thi

A A, 1a bién ¢d “cd hai ngudi cliing ban trang".

A1 Ay U Ay Ay 1a bién ¢b “c6 ding mot ngudi ban tring".

Ay Ay 13 bién ¢ “khong ai ban trang".

Ho day du cac bién cb la: Ay, A, hosic A; Ay, A A, A1 Ay, Ay As.

Chii 7. Quan hé va phép toan trén tap hgp cac bién ¢o c6 tat ca cac tinh chat clia quan
hé va phép toan trén céc tap hop. Ching han

1. (AuUB)UC=AU(BUC), (AB)C = A(BC).
2. A(BUC)=ABUAC, (AUB)C = ACUBC.
3. AQ=A, AUQ=Q.

4. AuD=A, AD=0.

5. (Cong thiic De-Morgan) |J,; Ai = e A

1.3 Xac suat cua bién co

N6i chung, mot bién c¢d c¢6 thé xay ra hodc khong xay ra khi phép thit duge thuc
hien. Do d6, nay sinh nhu cau do luong kha nang xuét hién ctia né. S6 bicu thi kha
niang xuat hién cia bién ¢d A goi 1a xéc suat ctia bién ¢6 d6 va duge ki hieu 1a P(A).

C6 nhiéu cach dinh nghia xac suat. Dudi day sé trinh bay mot s6 dinh nghia quan
trong.

1.3.1 Pinh nghia xic suét c6 dién
Dinh nghia. Gia sit khong gian BCSC ctia phép thit ¢6 n BCSC ¢6 cung kha nang
xuat hién; trong d6 c6 m BCSC thuan Igi cho bién ¢6 A. Khi do, s6

duge goi 1a zdc sudat ciia bién cb A.
Cac bién ¢ c¢6 cting kha nang xuat hien dugde goi 1a cac bién c6 dong kha ning.
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Vi du.
1. Xét phép thit tung mot con xtc xac can doi dong chat. Ro rang

2. Mot nhém hoc tap ¢6 10 hoc sinh trong dé c¢6 7 hoc sinh yéu. Kiém tra ngiu
nhién 3 em. Tinh xac suat dé
a. Ca 3 em dugc kiém tra déu la hoc sinh yéu.
b. Trong 3 em dugc kiém tra c6 mot hoc sinh yéu.
c. C6 it nhat mot hoc sinh yéu duge kiém tra.
Gidi. Goi A, B,C' la cac bién c¢6 néu trong cac cau a, b, ¢ tuong ting. S6 cach chon 3
em trong 10 em 1a n = C},
a. S6 cach chon ca 3 em yéu la C2. Do do

CS
10

b. S6 céch chon 3 em trong d6 c¢6 1 em yéu la C3C2. Do d6

Cle?
P(B) = —L3 .
( ) 0130

c. Chi c6 mot cach chon 3 em déu khong hoc yéu. Do do

Clo

P(C) =

Chi 4. Trong dinh nghia x4c suét co dién, doi héi s6 BCSC ctia phép thit phai hitu han
va cac BCSC phéi c¢6 cuing kh& nang xuat hién. Doi hoi nay thuong duge thod man
trong cac trdo choi may rui, ho#ic trong cac phép thit ma viéc chon lya la vo tu, ngau
nhién va cac dung cu thit 14 can déi, dong chat. Néu s6 BCSC 1a vo han, hosic hitu han
nhung khong dong kha nang xuat hien, thi cach tinh xac suat c6 dién khong con ding
nta.

1.3.2 Dinh nghia xac suat bang tan suit

Tan suat clia mot bién c6. Gia sit phép thit G c6 thé lip di Lip lai nhiéu lan doc
lap nhau; A 14 mot bién c6 ctia G. Thuyc hien G n lan. Gia sit trong n lan d6, A xuat
hién k,(A) lan. Khi d6 ti s6

duge goi 1 tan sudt xuat hien ctia bién c6 A trong n phép thit. C6 thé dé dang nhan
thay rang tan suat c6 nhitng tinh chat sau day
LO0< fu(A) <L
2. fn(Q) =1.
3. Néu AB = thi f,(AU B) = fu(A) + fu(B).
Pinh nghia xac suat theo tan suat. Ngusi ta nhan thiy ring khi s6 phép thii ting
len vo han, tan suat ctia f,(A) luon dan t6i mot giéi han xac dinh. Gidi han d6 duge
dinh nghia 1a x4c suat clia bién c¢6 A va duge ky higu 1a P(A).

Tren thue té P(A) duge tinh xap xi béi f,(A) v6i n di 16n. Chang han, khi tién
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hanh thi nghigm tung dong tién nhiéu lan, ta thay tan suat xuat hién mat sap (S) xap
xi 0,5. Do d6, ta dinh nghia P(S) = 0, 5.

Dinh nghia x4c suat bang tan suat chi 4p dung dugde cho cac phép thit ngau nhién
c6 the lap di lap lai nhiéu lan doc lap nhau trong nhiing diéu kién giéng hét nhau.
Ngoai ra, ta chi c6 thé x4c dinh duge tuong dbi chinh xac gia tri clia xac suat khi tién
hanh mot s6 di nhiéu céc phép thit; ma diéu nay doi khi khong thé lam duge vi han
ché vé thoi gian va kinh phi.

1.3.3 DPinh nghia xac suat hinh hoc

Trong truong hop khong gian BCSC €2 ctia phép thit G ¢6 vo s6 BCSC c6 cuing kha
ning xuat hien va Q c6 thé biéu dién bsi mot tap do duge thi ta c6 dinh nghia sau
day.

Dinh nghia. Gi4 st khong gian BCSC Q ctlia phép thit c6 vo s6 BCSC c6 ciing kha
ning xuat hien va © duge bicu dién bdi mot tap do duge Hg. Khi dé néu bién c6 A
dugce biéu dién béi mot tap do duce H, thi s6

P(A) = do do Hu
duge goi 1a zdc suat cia bién cb A.

Trong dé “tap do dugc" la tap trén duong thing (mit phang, khong gian) c6 do dai

(dien tich, thé tich) con “do do" ctia mot tap 1a do dai (dién tich, thé tich) ctia tap do.
Vi du. Hai nguoi ban hen gap nhau trong khong thoi gian tit 7 dén 8 gio. Biét rang
kha ning ho dén diém hen vao moi thoi diem trong thoi gian hen 1a nhu nhau. Ngoai
ra; nguoi dén truée doi nguoi dén sau ding 20 phit, néu khong gap sé bé di. Tim xac
suat dé 2 ngudi gip nhau.
Gidi. Goi thoi diéem dén diém hen ctia nguoi tht nhat 1a z, ctia ngudi thd 2 1a y
(7 <2 <8,7<y<8). Vay thi c6 thé biéu dién BCSC “ngudi thit nhat dén vao thsi
diém z, ngudi thit 2 dén vao thoi diem y" béi cap s6 (z,y). Khi do, khong gian BCSC
Q) dugce biéu dién béi hinh vuong

Ho={(z,y): 7T<x <8,7<y<8}

Bién ¢6 A =" 2 ngusi gip nhau" duge biéu dién béi tap

1
Hy={(r,y) € Ho: |r —y| < 3},
1
( 20 phat = 3 gio ). Vay
d.tich Hy4 22 5
p(A)= Uy (22
d.tich Hg 3 9

1.3.4 Dinh nghia xac suat bang phuong phap tién dé

Céc dinh nghia xac suat trinh bay & trén c6 uu diém la khé truc quan va rat tien
lgi trong viéc gidi mot sé 16p bai toan ting dung cu thé. Tuy nhién, ching déu c6 han
ché 1a khong tong quat va cling khong that chat ché. Dé khic phuc han ché nay, nam
1933, nha toan hoc Nga Kolmogorov da xay dung x4c suat bang mot hé tien de. Trudc
hét, ching ta dé cap dén mot s6 khai niém lién quan.
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o- dai s6

Gia st  1a mot tap hop bat ki khac réng. Mot ho F gom céc tap con nao doé clia
Q dudc goi 1a mot o- dai 50, néu

. QeF

ii. Neu Ae Fthi Q\A e F

fii. Néu A, € F (n=1,2...) thi U2, A, € F.

o- dai s6 con dugce goi 1a o-truong.

Khéng gian do va do do xac suat

Gia st Q 1d mot tuy ¥ khac rong, F 1a mot o-dai s6 cac tap con ctia . Khi dé, cap
(Q, F) dugce goi la mot khong gian do.

Gia st (Q,F) goi la  mot khong  gian do. Mot anh
xa P: F — R dugc goi 1a do do zdc sudt trén F néu
i. P(A) > 0 v6i VA € F (tinh khong am)

ii. P(Q) = 1 (tinh chuan hoa)
ii. Neu A, € F (n=1,2,3,...), AiNA;=AA; =0 (i #j) th

P(UX,A,) =307 | P(A,) (tinh cong tinh dém dugc).

Bay gio, gia st Q 13 tap bat ky khac rong, F 1a mot o- dai s6 cac tap con ctia Q, P 1a
do do x4c suat tren F. Khi d6, bo ba (2, F,P) dudc goi 1a khong gian xdc sudt.

Tap Q dudc goi 1a khong gian bién co so cap.

o- dai s6 F dugc goi 1a o- dai s6 cdc bién co.

Méi A € F dude goi 1a mot bién co.

Néu ANB = AB = ( thi A, B dudc goi la cac bién co zung khdc.

Bién ¢ Q € F goi 1a bién co chdc chan.

Bién c6 0 € F goi 1a bién c6 khong thé co.

Bién 6 A = O\A  dugc goi la bién c¢6 doi lap clha bién
co A.

Khong gian xac suat (Q, F,P) goi 1a khong gian zdc suat day di néu moi tap con

ctia bién 6 c6 xac suat khong déu la bién c6. Dé don gian, tit nay vé sau, khi n6i dén
khong gian xac suat (2, F,P), ta luon xem d6 1a khong gian xac suat day du.
Chii 5. Diéu kién (4i) trong dinh nghia trén ddm bao rdng bién cb chic chin c6 xac
suat bang 1. Tuy nhién, sau nay ta sé gip nhing bién c¢6 c6 xac suat bang 1 nhung
chura chac da 1a bién ¢ chac chan. Nhitng bién ¢d nhu vay goi 1a bién co hau chdc chan.
Vi du.

1. Gi& stt G 14 mot phép thit ma khong gian BCSC € ctia n6 gom n BCSC c6 cuing
kha nang xuat hien. Goi F 1a ho tat ca cac tap con clia . V6i méi A € F dit

|A]
P(A) = —

€
Trong d6 |A| 1a s6 phan tit clia A.

Ro6 rang P : F — R thod mén céc tién dé xac suat. Day chinh 1a dinh nghia xac
suét c6 dién. Nhu vay, trong mo hinh ¢d dién, moi tap A C Q déu la bién cb.

2. Gia stt G 1a mot phép thit ma khong gian cac BCSC ctia n6 ¢6 vo s6 BCSC ¢6
ciing kha ning xuat hién va duge biéu dién bdi mot tap do duse Hq. Goi F 1a ho tat
cd cac tap con do duge cia Ho. Mol H € F dat

do do (H)

PH) = 30 @0 (Ho)’
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Dé thay (Q,F,P) lap thanh mot khong gian xéac suat.
Bay gio, gia st A 1a mot bién c¢b clia phép thit. Néu A dude biéu dién béi tap do
dugce H 4 thi ta dat
P(A) = P(H.,).

Day chinh la dinh nghia xac suat hinh hoc.

3. Gia stt © 1a mot tap vo han dém duge Q = (wy,wy, ... ,Wy,...) con (p,) la mot
day s6 khong am thoa man dieu kien Y >°, p, = 1. Goi F la o- dai s0 tat ca cac tap
con cua €. V6i moi A € F dat

P(A) = Z Di.

w; €A

D@ thay anh xa P : F — R xac dinh nhu trén 1a xac suat va (Q, F,P) tré thanh mot
khong gian xac suat. Mo hinh nay dugc goi 1a mo hinh xac suat roi rac.

Nhu vay, c¢6 nhiéu cach dinh nghia x4c suat thod man tien dé Kolmogorov. Van dé
12 & chd can dinh nghia xac suit sao cho phit hgp véi thuce tién khach quan.
1.3.5 Cac tinh chat ctia xac suéat

Gid stt A, B,C, ... la nhiing bién c6. Khi d6, xac suat clia ching c6 cac tinh chat
sau
1. P(@) = 0.
That vay, dat A; = Q; A, = 0(Vn > 1). Khi do, st dung (iii) ta dugc

1= P(Q) = P(UX,A,) = i]P(An) —P(Q) + iP(An).

Suy ra
> P(A,) =0.
n=2

Diéu nay, cling v6i (i) cho ta
P()) = P(A,) = 0(Vn > 1).

2. Néu AB =0 thi P(AU B) = P(A) + P(B).
Tinh chat nay 1a hé qua truc tiép ctia tiéen dé vé tinh cong tinh dém dudc cia do do
xac suat va tinh chat 1.
3. P(A) =1-P(A).
That vay, ta ¢
AUA=Q, AA=0.

Suy ra
' 1=PQ)=P(AUA) =P(A) +P(A).
Neén
P(A) =1 —P(A).
4. Néu A C B thi P(B\A) = P(B) — P(A) wa do
do P(A) < P(B)
That vay

B=AU(B\A), AB\A) =0.
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Nén
P(B) =P(A) +P(B\A) > P(A).

Suy ra
' P(B\A) =P(B) — P(A).
5.P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AB).
That vay, ta co6
AUB =AU (B\AB); A(B\AB)=10; ABC B.
Suy ra
' P(AUB)=P(A) + P(B\AB) =P(A) + P(B) — P(AB).

6. P(UzzlAk) = 22:1 P(Ak> - 21@@@ P(AkAz'>
T2 chtcmen P(ARAIA,) — -+ (1) TP(A1 Ay ... Ay).

That vay, v6i n = 2, cong thiic trén chinh 14 tinh chat (5). Béang phuong phap quy
nap toan hoc, sé chiing minh dudge két qua cho trusng hop n > 2.
7B, A,) < X, P(A,).

That vay, dat

By = Ay, By = A)\By,...,B, = A,\ U_! By.
Lic do . -
P(UpZ1An) = P(UpL, By) = ZP<Bn> < ZP(An>'
n—1 1
8. (Tinh lién tuc cia zdc suat)
i. Néu (A,) la day don diéu tang, Ay C Ay C ... A, C ..., thi ton tai
lim P(A,) = P(UZ, Ay).

ii. Néu (Ay) la day don dieu giam, A1 D Ay D ... A, D ..., thi ton tai
lim P(A,) = P(N, Ay).

That vay, gid st (A4,) la day tang. Dat
By = Ay, By = A)\By, ..., B, = A,\A,_1 = A,\ U}Z| By.

Luc do6
Ur=1Br = Ui A = An, Upl By = Up Ay, BiN B = 0.
Suy ra
P(UrZ145) P(UpZ,1Bn) = > et P(By) = limy o0 P(U;_1 Br)

= lim,, o P(A,).
Bay git gia sit (A,,) la day don dieu giam. Vay thi (A,) 1a day don diéu tang, nén theo
(i) ta co

lim P(A,) = P(UX,4,) = P(M, A,) = 1 — P(N2, Ay).

Suy ra o o
lim,, o, P(A,,) = lim, (1 — P(A,)) = 1 — lim, . P(A,)
=1-(1-P(ML14,)) =P(M7L,An).

D6 1a diéu can ching minh.
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1.4 Xac suat c6 diéu kién

1.4.1 Dinh nghia va vi du
Trong thitc té, nhieu khi ta phai tinh x4c suat ctia mot bién ¢ khi biét mot bién c6
khac da xdy ra. Xac suat do goi 1a xac suat c6 dieu kién va duge dinh nghia nhu sau.
Dinh nghia 1. Gia st A va B la cic bién c6. Xac suat cia B dugc tinh véi gid thiét
A da xay ra dugc goi 1a zdc sudt cia B vdi dieu kien A va duge ki higu 1a P(B/A).
Xéc suat clia B véi dieu kien A con dudc goi 1a zdc sudt ¢ diéu kién cia A doi vdi
B.
Vi du. Mot 16p hoc ¢6 n hoc sinh, trong dé ¢c6 m hoc sinh nit (m < n). Trong m hoc
sinh nit d6 c6 k em hoc yéu (k < m). Kiém tra ngdu nhién mot hoc sinh. Goi A 1 bién
6 “hoc sinh d6 1a nit", B 1a bién ¢b “hoc sinh d6 hoc yéu". Vay thi o rang P(B/A) 1a
ti 1é hoc sinh nit hoc yéu. Do dé

P(B/A) = %

Mit khéc, dé dang nhan thay rang

P(4) =, B(B)= S
Suy ra
’ P(AB)
P(B/4) = Bip

Qua kiém nghiém thuc té, ngudi ta nhan thay cong thitc trén luon luon dung. Diéu
nay gai ¥ cho ta di dén dinh nghia sau
Dinh nghia 2. Gia st (Q, F,P) la khong gian xac suat. A, B € F, P(A) > 0. Khi d6

SO

duge goi 1a xdc suat cia B vdi dieu kién A.
Chai 4.

1. Néu P(A) = 0 thi vAn c6 P(B/A) nhung khong thé ap dung cong thitc (1).

2. Tuy theo tinh huéng cu thé ma c6 thé tinh P(B/A) theo mot trong hai dinh
nghia trén.
1.4.2 Tinh chét.
1. P(B/A) > 0. (Hién nhién).
2. Néeu B D A thi P(B/A) = 1. Ddc biet P(Q/A) = 1.
Chiing minh.

P(AB) P(A)

BD A= AB= A= P(B/A) = BB = PA) "

3. Néu (B,) la day cac bién co doi mot zung khdc thy
P(U Ba/A) =) P(B,/A).
n=1
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Chitng minh. Truée hét nhan xét rang néu (B,) 1a day bién c¢6 doi mot xung khic thi
(AB,) cing la day bién ¢6 doi mot xung khac. Do do
PUUZ,Ba)A) P, (AB,)

P(A) P(A)

B(U, B, /A) =

* P(AB,) ~=P(4B,) <«
_ —Zn—P(/(l) ) _ > & (A)) = D F(B./A)

Tu(1)- (3) suy ra rang, Néu A 1a mot bién ¢6, P(A) > 0 thi anh xa Py : F — R
xac dinh béi cong thic
PA(B)=P(B/A) (VB € F)

ciing 1a x4c suat trén F.

1.4.3 Quy tic nhan

Dinh ly. Gid st Ay, Ay, ..., A, (n > 2), lan bién co bat ki sao cho P(AAy...A, 1) > 0.
Khi do

P(A, As... Ay) = P(A).P(As /A1) P(A /Ay ... An_y). 2)

Chiing minh. Ta chiing minh quy nap theo n. Ta c¢6, v6i moi Ay, As € F

]P(A2/A1) = %

Do dé
P(A Ay) = P(A;) B(Ay).

Vay (2) ding véi n = 2.
Gia st (2) dang dén n = k ta ching minh né6 dung
détnn=k+1. Gidst A, € F;i=1,2,...,k,k+1. Lac d6

P(AlAQ e AkAkJrl) = P[(AlAQ .. Ak)Ak+1]
- P<A1A2 e Ak)P(Ak+1/A1A2 e Ak)
Mzt khéc, do gid thiét qui nap
P(A1 Ay ... Ay) = P(A)) . P(As /A1) .. . P(AL/ A As .. Ay_y).

Suy ra

P(AiAs . .. ApApir) = P(AL)P(As/A) .. P(Apar A1 As ... Ay).
Vi du. Mot thit kho ¢6 mot chiim chia khoa gom 9 chiéec bé ngoai giéng hét nhau
nhung chi ¢6 2 chia mé duge kho. Anh ta thit ngadu nhién ting chia (chia nao khong
md duge thi bo ra). Tim xac suat dé anh ta md duge clta 6 lan mé thit 3?

Gidi. Goi A; 1a bién ¢6 “thit dung chia & 1an thit i". Ta phai tinh P(A; A;A3). Ap dung
qui tdc nhan, ta c6

P(leQA:%) = P(A_I)P(E/II)P(AS/ZIZQ)‘
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Dé thay
]P)(Al) = §7 P(AQ/AI) = g, ]P)(A?,/AlAQ) = ?

Do do 762 1
P(AyA1A3) = === = —.

(AeAids) = 557 = 5
1.4.4 Céng thitc xac suat day da va cong thiic Bayes
Dinh 1y. Gid sit Hy, Ho, ..., H, la ho day di cdc bién c6 vaP(H;) > 0,(Vi=1,2,...,n).
Khi dé, vdi bién co A bat ki, ta co
i) P(A) = >0, P(A/H)P(H,).
ii) Neu P(A) > 0 thi

P(A/Hy)P(Hy)

P(H,/A) = ST B (A B(H] (k=1,2,...,n).

Chitng minh.
i) Ta c6

A= AQ = A(UP_ Hy) = U AH,
(AH;)(AH;) = A(H;H;) = A0 =0 (i #J).
Do do6 . .
P(A) = P(A(UL, Hy)) = ZP(AHi) = ZP(A/Hi)P(Hi)'

P(AH) _ P(A/H)P(H)

P(A) S, P(A/H)P(H)
Cong thic (i) goi la cong thic xac suat day di  con  cong
thic (ii) goi la cong thiic Bayes.
Vi du. Trong mot truong PTTH s6 hoc sinh cac khéi 10, 11, 12 tuong ting chiém 40%,
35% va 25% tong s6 hoc sinh ciia trusng. Ty 16 hoc sinh yéu ctia khdi 16p 10 1a 25%,
khdi 16p 11 1a 20% va ctia khoi 16p 12 1a 10%. Kiém tra ngau nhién mot hoc sinh ciia
truong
a. Tinh x4c suat dé em do la hoc sinh yéu?
b.Gia sit biét ring em d6 1a hoc sinh yéu. Tinh xac suat dé em dé 1a hoc sinh khéi 127
Gidi. Ki hieu A, H,, Ho, H5 1& cac bién c6 sau
A “hoc sinh dugc kiém tra la hoc sinh yéu"
H, “hoc sinh dugc kiém tra 1a hoc sinh yéu khéi 10".
H, “hoc sinh dugc kiém tra 1a hoc sinh yéu khéi 11".
Hj; “hoc sinh dugc kiém tra 1a hoc sinh yéu khéi 12".
Khi d6 H,, Ha, Hy lap thanh ho day di va P(H,) = 0, 4; P(Hs) = 0,35; P(Hs) = 0,25
P(A/H,) =0,25; P(A/Hy) =0,2; P(A/H3) =0, 1.
Ta can tinh P(A) va P(Hs/A).
Ap dung cong thic xéac suat day du, ta c6

i) P(H)./A) =

P(A) =P(A/H,).P(Hy) + P(A/Hy).P(Hy) + P(A/ Hs).IP(H3)
=0,25.0,4+0,2.0,35 +0,1.0,25 = 0, 195 = 19, 5%.
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(Day chinh 1a ti 18 hoc sinh yéu cta truong!).
Ap dung cong thic Bayes, ta c6
P(A/Hs)P(Hs)  0,1.0,25

P(H3/A) = = ~ 0,128 = 12,8%.

(Diéu nay c6 nghia 1a s6 hoc sinh yéu ctia 16p 12 chiém 12,8% sb hoc sinh yéu clia
truong!).

1.4.5 Tinh déc lap cuia cac bién cb

Dinh nghia 1. Hai bién c¢6 A va B dudgc goi la doc lap néu

P(AB) = P(A).P(B).

Tinh chéat

1. A, B doc lap  khi wa chi khi P(A/B) = P(A)
hodc P(B/A) = P(B).

Chitng minh. Gia st A, B doc lap. Khi do

P(AB) = P(A)P(B).
Mat khac theo cong thitc nhan
P(AB) =P(A/B).P(B) =P(B/A).P(A)

Suy ra
' P(A/B) =P(A); P(B/A) = P(B).

Ngugc lai, gia stt chang han P(A/B) = P(A). Khi dé
P(AB) =P(A/B)P(B) = P(A)P(B).

Nhan zét. Qua chitng minh trén, ta thiy ring hai dang thic P(A/B) = P(A) va
P(B/A) = P(B) déu tuong duong véi dinh nghia doc lap va do d6 tuong duong véi
nhau.

2. Hai bién co A va B doc lap khi va chi khi mot trong cdc dieu kién sau thod man

i) A, B doc lap;

i ) A, B doc lap;

i) A, B doc lap.

Chitng minh. Ta sé chiing minh truong hop i) cac trudsng hgp con lai chiing minh tuong
tu. Gia st A,B doc lap. Vay thi

P(AB) = P(B\AB) = P(B) — P(AB)

=P(B) —P(A)P(B) = P(B)(1 - P(A)) = P(A)P(B).
Do d6 A, B doc lap Ngugc lai néu A, B doc lap thi

=P(B) — P(A)P(B) = P(B)(1 - P(A)) = P(A)P(B).
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