Chuong 5

Tich phan Lebesgue triu tuong.
Ham kha tich

Bay gio, ta xét truong hop cac ham f dinh nghia trén E nhan gia tri trong R, R hosc
C.

5.1 Dinh nghia va tinh chat

5.1.1 Dinh nghia

Ham f do dugc tit (E,B,u) vao (R, Bg) goi 1 u — kha tich néu /f+ dp < +00 va
E

/f_ dp < 4o00.
E

Ta dat:

L(f)ZE/fdqu/f*du—E/f‘du
Z/J”du—/fdu

E E

Diéu nay md rong truong hop mot ham f > 0 (f~ = 0). L(f) goi la tich phan Lebesgue
tritu tugng ctia f trén E. (Ta chi can xét truong hop E vi trén A € B heé thic:

A/fdqu/f-lAdu

da thiét lap cho truong hgp ham duong duge suy rong cho trudng hop tong quat nay).

5.1.2 Vidu

Ta lay lai cic vi du da néu & chuong 4.
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D6 do Dirac: 6, khéi lugng tai mot diem a. V6i moi A, ta cé:

r 1 néuacA
14 dd, =1 =0,(A) = .
/ . ala) ) {0 néua ¢ A
E

Mat khéc gia st f > 0. f — f(a) théa man diéu kien (i) va (i7) ctia dinh 1y ton

tai, dang thtic trén chiing t6 n6 cling théa man ca (ii4), do do:
[t as.= st
E
Vay f 1a 0, — kha tich khi vi chi khi f(a) < +oo. (f > 0). Véi f bat ky, f Ia

5, — khé tich khi va chi khi | f(a)| < oco.

D6 do r&i rac: p hinh thanh béi khéi luong «,, dit ¢ diém z,, véi ciing phuong phap,

ta c6 két qua:
[ au=Y - s
E n
Nhu vay f la g — kha tich khi va chi khi > a, - | f(2,)] < oo, tidc 1a ho nay kha

tong. Truong hop rieng /f dpg = Z f(n). f 1a p —kha tich khi va chi khi chubi
N n=1

{f(n)} hoi tu tuyet doi.

Do do Borel va Lebesgue trén R: D6i véi cac do do nay, ta sé thay sau nay mot 16p
quan trong cac ham ma tich phan dinh nghia & day chinh la tich phan Riemann.
Tuong tu doéi v6i do do Borel-Stiltjes trén R véi tich phan Riemann -Stieltjes.

5.1.3 Heé qua

Suy tit cac tinh chat ctia f™ va f:
1. Néu f lamot ham gia tri thuc (chi khong duong) thi danhxa v : A — v(A) = [ fdu
A

khong con 1a mot do do duong nita (ma c¢6 dau). Nhung né van luon la mot ham

tap o — cong tinh, tic la:

/fdu:Z/fdu, AiNA; =0, i3]
=1y

A;

~C8

2. Moi ham f p — kha tich 1a hitu han g — hkn.

3. Néu f = g p—hkn vanéu f 1a u—khé tich thi g u—kha tich va ta c6: L(f) = L(g).
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Dinh ly 5.1. (i) Khong gian ctia cdc ham thuc p—khd tich la mot R—khong gian tuyén tinh
va dnh za L : f — L(f) = [ f dp la mot phiém ham tuyén tinh trén khong gian
E

nay.
(ii) Néu f la do duge, g la p — khd tich va |f| < g. Khi dé, f la u — khd tich.

(iii) Ham f do dugc la p—khd tich khi va chi khi | f| ciing thé. Vi moi ham f u—khd tich,
ta ¢6 |L(f)| < L(|f|). Dau biang vdy ra khi va chi khi f c6 dau khong doi p — hkn.

Chitng minh. (i) Gid st: f = fi — fo, néu f; va fo > 0, g — kha tich. Khi do6, f 1a
i — kha tich. Thuc vay:

er = Sllp(f, O) = fl - inf(fl?f?)
[~ =sup(—f,0) = fo —inf(f1, f2)

Do d6 L(f) < L(f1) < oo va L(f~) < L(fs) < co. Suy ra f la p —kha tich. Hon ntia
L(f) = L(f1) — L(f2). Thuc vay f* — f~ = fi — fo, suy ra f© + fo = f~ + f1. Suy ra

L(ft+ fo) = L(f~ + f1) (cong tinh dang véi cac ham duong).

Do d6: L(f") — L(f~) = L(f1) — L(f2) vi cac s6 hang la hitu han. Bay gio gia su f va
g la p — kha tich. Khi dé:

h=f+g=f"+g" —(f +g9)=h—h
va ta ap dung két qua ¢ phan trén:
L(f +g) = L(h1) = L(ha) = L(f "+ g") = L(f~ +g7)
Suy ra L(f +g) = L(f) + L(g). Ta suy ra L{af + B9) = aL(f) + BL(9)-

(i) 1] < . "+ 5~ < gosyra [ < ga < g Kb do [ F7 dp< oo
E

*

/f_ dp < oo. Suy ra f kha tich.

E
(i1) Néu f 1a p — kha tich, f* vd f~ cling thé nén |f| = fT + f~ cling kha tich
(1 — kha tich). Ngugc lai |f| khé tich, suy ra f 1a p — khé tich theo (i7). Hon nia:

)/fd:“‘:‘/f*du—/fd,u‘g/f+dlu+/fd’u
)E/fdu\sE/mdu

Ghi chia: f do dugc, suy ra |f| do duge, nhung nguge lai 1a sai. Tt d6 can thiét phai

Suy ra

[]

chinh xéc héa f — do dugc trong (i7) va (7it).
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Dinh 1y 5.2. Néu f la u — khd tich thy vdi moi € > 0, ton tai 6(e, f) sao cho vdi moi
A€ B udi u(A) <4 thi:

RS

A

Ching minh. Phuong phap cit cut: Gid st {f,,} 12 mot day dinh nghia bdi:

£ (2) = {|f<as>| néu |f(z)

| <mn
n néu |f(z)| >n

{fn} 1&a mot day ham duwong, do duge, {f,} tang va ta c6: sup f, = |f|. Theo dinh ly

Beppo-Levi:
/Ifl duzli;gn/fn dp
E E

Gia st ng thoa méan /(|f| — fno) dp < % Xét tap A € B cua E sao cho pu(A) < QL
n
J 0
Khi do
Jistdu= [ 1= ) s+ [ gy o
A A A
Suy ra
£
/\f\ dp < 5 +nop(A) = ¢
A
O

5.1.4 Ham nhan gia tri trong C

Gid st f = R(f) +14d(f), theo dinh nghia:

[ rn= [y dui [ar) de

Céac tinh chat thay & trén ¢ thé md rong, vi chiing 1a ding véi cac ham R(f) va J(f)
déu co gia tri thuc. Dac biét, ta ciing ¢6 thé chitng minh dugc rang:

)E/fdu\sE/\frdu

Gia st L(f) #0, gid stt a € C:

R(aL(f)) = L(R(af)) < Lol - [f]) = |af - L f])

bit a = |%|’ ta co |af = 1. Suy ra |[L(f)| < L(|f]).

Bai tap: Chimng minh riing: dau bing xay ra khi va chi khi f = e"“¢ u — hkn, o
thuce, ¢ 1a ham nhan gia tri duong. (BT 3)
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5.2 Dinh ly hoi tu

Dinh 1y 5.3. (Beppo-Levi) Gid st {f,} la day tang cic ham p — kha tich, nhan gid tri

trong R. Khi do:
lim [ f, du :/ lim f, du

E E
néu lim f,, la p — khd tich.
Chiing minh. Ta chi can xét day {¢,} dinh nghia béi: ¢, = sup f, — fu, ©n > 0 va {@,}

la day giam. Diéu kién f p1 dp < oo thdéa man vi

/sold /hmfn dyi— /fldu<oo

E
Ap dung dinh 1y 4.8, ta suy ra diéu phai chiing minh. O

Dinh ly 5.4. (Dinh 1y hoi tu bi chan cta Lebesgue) Gid st {f,} la mot day ham
do duoc thoa man vdi moin, |f,| < g p— hkn, vdi g la p— khd tich. Khi do:

@) [t g dp < tim [ 5, d

n—oo n—oo

E

(i) [ F g d < T [ g d
E E

(iii) Ddc biét néu lim f, ton tai p — hkn thy lim [ f, du = / lim f, du.
n—o0 ne ) J e
Chaing minh. Céc f, 1& u — kha tich v6i moi n € N*. Ta c6 thé gid thiét | f,(z)] < g(x),
v6i moi x € F va v6i moi n € N*.
(1) Vi —g(z) < fo(z) < g(2), ta co: fu(x) + g(x) > 0. Vay ta ¢ thé ap dung bd dé
Fatou cho day {f, + ¢} vi d6 1a mot day cac ham duong, khi do:
/gd,u—i—/hmfn du</gd,u+li_m fn du
e E T
Suy ra diéu phai ching minh. Né duge coi nhu mot sy mé rong ctia bo dé Fatou véi
diéu kien phu |f,| < g.

(i3) Ta biét rang lim u, = — lim (—u,). St dung (i) suy ra diéu phai chting minh.
(i27) Suy tut (i) va (i4). Két qua (ii7) md rong cho truong hop mot day ham nhan gia
tri phiec. n

Dinh 1y 5.5. (Lebesgue hoi tu giéi ndi déu) Gid s {f,} la mot day ham do dugc
théa man: lim f, = f pu—hkn, vdi |f,| < M < oo vdi moin € N*. Khi dé néu u(E) < oo,

limE/fndu—E/limfndu—E/fdu

ta co:
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Chiing minh. Don gian chi 1a hé qua cta dinh 1y 5.4 vi ham M la g — kha tich trén F
néu do do p(E) < oo (gi6i noi). O

Vi du: f,(z) = e ™ cosna tren [0, A], |fu(2)] < 1 tren [0, A]. Khi do:

_nr2 n—oo
/e " cosnx dN —— 0

[0,A]

5.3 Sosanh tich phan Riemann véi tich phan Lebesgue
tritu tuong (Trong trudong hgp do do Lebesgue)

5.3.1 Nhac lai tich phan Riemann

Gia st f la mot ham xéc dinh va bi chan trén [a, b, doan giéi noi. Ta xét cdc phan
hoach P cta doan [a,b] thanh cac khoang {I3, I5, ..., [, }. Do dai méi khoang I, ky hiéu
Ia |I,|. Cac tong Darboux gin véi f va P dugc dinh nghia bdi:

S, Py =) (upf(@) |l va  s(f,P)=) (inf f(2))- |

k=1 Ik k=1

va khi do6 ta xét:

S.(f)=inf S(f.P) va  s(f)=sups(f, P)

pPc? pPe?

trong d6 P ky hieéu tap hop tat cd moi phan hoach clia [a,b]. Ta biét rang f kha tich
b

Riemann khi va chi khi S,(f) = s*(f) va gia tri chung ky hiéu la /f(x) dz, goi 1a tich

phan Riemann ctia ham f trén doan [a, b].

5.3.2 Ham f* va f,

Trong phéan tiép theo, ta sé sit dung céc phan hoach {P;}°2, v6i P; = {I;;},2, sao

cho sup |7 x| — 0 khi j — oo, cling nhu cac ham f7 va f; gin v6i moi P; nhu sau:
k

P> @) 1, v f= Y (nf @) L,
k=1 "3k E—1 O

Dinh nghia ciua f* va f,, ta dat:

f(@)=Tm f(y) =lim sup  f(y)

Yy—T e—0

yElx—e,x+e]
fo(z) = lim f(y) =lim _ inf  f(y)
y—z e—0yelz—e,a+e]

Tinh chét:

(i) fulz) < f(z) < f*(2).
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(ii) lim f7 = f* XA — hkn, hm f] fx A — hkn.

Jj—oo

(iii) f* va f. la do duge.

(iv) dX = Si( d\ = s*(
[ra=so. [

[a,b] [a,b]

Ching minh. (i) suy tryc tiép, 3 truong hop con lai ta chiing minh cho f*, véi f, ching
minh tuong tu.

(ii) Gia st zg € [a,b], To khong thuoc dau mut ciia mot khoang I, v6i moi k =
1,2,...,n; va v6i moi j. Khi d6 ton tai o (phu thudc j va k) sao cho: [zogg, 2o + €] C L.
Khi do

P < s f) < swp fz) = Fxo)

yE€[zo—eo,z0+e€0] x€l
qua gi6i han trén j: f*(zo) < lim f7(x0). Ngugc lai véi moi e > 0, didu kién 11m sup| | = 0.

Suy ra ton tai jo (phu thudc z¢ va €) va k sao cho ;) C [zg — &, 20 + 5] véi j > Jo- Suy
ra bat dang thiic:
]@O fi(xo) < f*(x0)

Suy ra diéu phai chiing minh cho zy ¢ 91 v6i moi k, véi moi j. Do tap hop cac
x € 01, v6i moi k, véi moi j la tap hop dém duge c6 do do Lebesgue bang 0, ta co:

(i17) Cac ham f7 do dugc, vi ching la cdc ham bac thang trén cic tap Lebesgue do
duge. T (i) suy ra rang f, cling do duge.

(iv) Ta c6 thé ap dung dinh 1y hoi tu gisi noi (dinh ly 5.5) d6i véi day ham f7 vi f

li_m/fjd)\—/f*d)\

gidi noi. Khi dé

la,b] [a,b]
Nhung
li T d) =1 =
iy [ 1103 i 3 100 1l = 5.0
[a,b]
theo céc tinh chat ctia S,(f). O

5.3.3 Heé qua

Tu cac tinh chat trén ma ta c6: f kha tich Riemann khi va chi khi:

/f*d)\:/f*d)\

[a,b] [a,b]

nhung ma f,(z) < f(z) < f*(x) va diéu kien:

/f*d/\—/f*d/\:/(f*—f*)d)\zo

[a.b) [a.b] [a.b]
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Suy ra f* = f. = f A—hkn va ngugc lai. Do d6 f la R —kha tich suy ra f 1a do dugc,

la L — kha tich. Khi do6
b
/fd)\:/f(x) dx

[a,b]

Hon ntta f* = f. A — hkn khi va chi khi f lién tuc A — hkn. Suy ra dinh 1y Lebesgue
dudéi day:

Dinh ly 5.6. (Lebesgue) Mot ham gidi noi trén |a,b] la khd tich Riemann trén [a,b]
khi va chi khi né lién tuc hau khdp noi doi vdi do do Lebesque. Khi dé né kha tich theo
nghia Lebesque va hai tich phan bang nhau.

Tinh chat bang nhau ctia hai tich phan suy rong cho ca tich phan suy rong cta
Riemann hoi tu tuyét déi, nhung né khong con dang ddi véi tich phan ban hoi tu. Thuc
vy trong truong hop dau chi can xét cac ham duong va dinh nghia day {f,}:

f(z) néuxe€lan
fula) = { e €l
0 neu r >n

n

n +o0
Theo dinh 1y trén /f(:c) dx = / fn dX nhung / f(z) de = lim | f(x) dx va
@ [

n—oo

a7oo[ a a

lim fnd\ = / fdAvi{f,} 1a mot day tang, suy ra dau bang.

[a,00[ [a,00[

Két luan: Nhiing dinh 1y hoi tu da ching minh déi v6i do do Lebesgue la ap dung
dugc trong khuon kho tich phan Riemann. Trong thic hanh, ta sé c¢6 10i néu stt dung mot
cach he théng (néu c6 thé) cac dinh 1y clia Lebesgue (hoi tu bi tri, hoi tu bi chin) cho

phép "tiét kiem" hoi tu déu.

5.4 Ung dung: Tich phan phu thudc (mot) tham sé

f1a ham tit E X [a,b] — R. Ta gid thiét rang ham z — fi(z) = f(x,t) do duoc
v6i moi t € [a,b] (fi € M(E,B;R,Bg)) va ta quan tam dén tinh chat ciia ham t —
/f(x,t) dp(z) véi p1la mot do do duong trén B.
B

Dinh 1y 5.7. (Tinh lién tuc) Gia su thr? f(z,t) =U(z) vdi moi x € E, ty € [a,b],
—l0
|f(z,t)| < g(x), g u— khd tich vdi moi t € [a,b]. Khi do

i [ (o.0) duo) = [ 1a) di(a)

t—to
Chitng minh. Gia st {t,} C [a,b] va t,, — to khi n tién ra vo cung. Ta xét day {f,}:

fow— fulx) = f(2,tn)

va ta ap dung dinh 1y hoi tu bi tri. O
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Hé qua: Néu ham ¢ — f(z,t) lién tuc trén doan [a,b] v6i moi x € E va néu ton tai
mot ham g p — kha tich trén E sao cho |f(z,t)| < g(z). Khi d6 ham sb:

F:tr—>F(t):/f(x,t) du(x)

lién tuc trén [a, b].
Vi du:

_ tf(z) s . ) 5
clllir(l)/ o dr = 5f(0+) (f lién tuc trén [0, a], dat = = tX).

0
Dinh ly 5.8. (Tinh kha vi) Vdi cic dieu kién sau day:

(i) Ton tai ty € [a,b] sao cho x — f(z,t) la p — kha tich trén E.

(i1) g—{ ton tai trén E x [a,b].
) A s g ¥ . of e
(111) Ton tai ham g p — kha tich trén E sao cho: ‘E(x, t)’ < g(x) vdi moi t € [a,b.

Khi dé, ham so t — F(t) = /f(x,t) du(x) kha vi trén [a,b] va ta co:
B

— =3 /f(x,t) du(x) Z/Z—J;(%t) dp(x)

Chitng minh. %(m,t) = tlggt f(%tzz : %f(x,t)’ z € E. Nhung o, (z) = f(x7tvzz : tf(xat)
la mot ham do dugce (theo z). Suy ra %(x, t) 1a do duge v6i moi t € [a,b]. Ap dung dinh
Iy vé s6 gia hitu han

Fo1) o, t0) = (— 1) - 2 (2,6)

ta co:
|f(z, )] < [f(z,t0)] + (t —to)g(x)  (theo gt (iii)).

Suy ra x — f(x,t) 1a p—kha tich (gid thiét (i4)v(ii7)) va ding véi moi ¢ € [a, b]. Ma
F(t,) — F(t flz,t,) — f(x,t
)= PO _ [ St 0D
E

ty, —1

theo (4ii), ta c6 thé 4p dung dinh 1y hoi tu bi tri vi

f<x7tn> — f(.l’,t)
t, — 1t

‘ < g()
Suy ra diéu phai ching minh. O

Ghi cha: Ta cha y diéu kien (7): Khong can phai gia thiét rang x —— f(z,t) 1a
p — kha tich v6i moi ¢. Dicu nay suy dugdce tir (ii) va (44i).
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Dinh ly 5.9. (Tinh kha tich Riemann) Dudi cic dicu kién sau:
(i) t — f(x,t) la lien tuc trén |a,b] véi moi x € E.
(11) Ton tai g p — khd tich trén E sao cho: |f(z,t)| < g(z).

Khi dé, ham s t — F(t f f(z,t) du(x) la kha tich Riemann trén |a,b] va ta cé:

b

/F( //f:ctdu )|t = //fxtdtd/,c()

a a

Chiing minh. Cac tich phan theo ¢ la tich phan Riemann. Dat A 1a ham dinh nghia trén
E x |a,b] béi:

(x,t) — h(x,t) = /f(a:,s) ds

oh X
Khi d6 i f(z,t) (Vi f:t+— f(x,t) lién tuc). Do tich phan Riemann ton tai, n6
I3 gidi han ctia mot day tong Riemann. Suy ra anh xa x —— h(z,t) 1a do dudc v6i moi
t € [a,b]. Mat khac |f(z,t)| < g(x), suy ra |h(z,t)| < (b — a)g(x) nén x — h(x,t) la

p — khé tich trén E v6i moi t € [a,b]. Dat H : t — H(t) = /h(a:,t) du(x), ap dung léen

[

H dinh Iy truéc:

Q>|Q>

(2,1) dulz) = / f(a.t) du(z) = F(2)

Tu do, ta nhan dugce:

]

Van dé ¢ day lien quan dén mot dinh 1y vé doi thi ty lay tich phan gifta mot tich
phan Riemann va mot tich phan Lebesgue. Truong hgp hai tich phan Lebesgue sé xét 6
phan tich phan theo do do tich (Dinh ly Fubini, chuong 8).

Ghi chii: Cac tinh chat lien quan dén x c6 thé doi héi chi véi p — hkn.

+oo 2

—tx
Vidu: (BT 8) Xét tinh lién tuc va khé vi ctia ham: ¢ — F(t) = /

e
0

22 dz. Suy
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