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Chuong 1

Dai so, 0 — dai so0 cac tap con cua
mot tap cho trudc

1.1 Dai so6 cac tap con

Cho E 1a mot tap hop bat ky. Céc phan tit cia £ con goi la diém, ky hicu bang cac
chit nhé nhu: ,v, ...,a,b,c, ... hodc w, ....  1a phan tit thuoc E: x € E. Cac tap con ciia
E ky hiéu bang cac chit in: A, B,C,..X,Y,... AC E := Ala tap con cia E. Méi phan
tit  ctia E cling c6 thé coi 1a mot tap con gom mot phan tit ctia £. Khi d6, ta ky hieu
{z} C E.

Tap hop tat cd moi tap hgp con ctia E ky hi¢u la P(E). Mot tap hop ndo dé cac
tap con cua E con goi la mdt ho cac tap con cua E, thuong ky hiéu bdi cac chit hoa:
A, B,C,F, ... Chung la mot tap con nao dé ciia P(E); A C P(F). Trén E luon dinh nghia
cac phép toan tap hop thong thuong.

Chuong nay ching ta tap trung vao nghién citu, phan tich cac tinh chat ctia cic ho
tap con A, B, ... cia mot tap hgp E cho truée. Trude mat ta ¢6 dinh F 14 mot tap hop

nao doé cho trude.

Dinh nghia 1.1. Vanh Boole cdic tap con ciua mot tap E nao do la maot tap hop con C

ciia P(E) théa man cdc tinh chat (cdc tién dé sau):
(i) ABeC = AUBERC,
(ii)) A, Be€C = A\BeC.
Vi du:
e P(F) la mot Vanh Boole (viét tat 1a VB). {0, F} cling 1a mot VB.

e Gia st E ¢6 vo han phan ti; € 1a ho céc tap con c6 hitu han phan tit cia E; C 1a
mot Vanh Boole. (Chu y la E ¢ C)

Héquall. efecCulh=A\AccC.

e AeC BeC=ANBeCunuANB=AUB\ ((A\B)UB\A)THUOC c
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1.2 Vanh Boole c6 don vi hay dai s6 cac tap con (ngan gon dai s06) 6

e Ac@ BeC= AAB=(A\B)U(B\A)€C.

Mot cach tong quat hop ctia mot s6 hitu han phan t ctia € van thuoc €. Ta néi la: hop

hitu han, giao hitu han cac phan tit cia € van thuoc C.

1.2 Vanh Boole c6 don vi hay dai s6 cac tap con (ngin
gon dai so6)

Néu € 1a mot vanh Boole cac tap con ctia E va E € € thi € goi 1a vanh Boole ¢6 don

vi hay dai s6 Boole.
Hé qua 1.2. Néu A€ C thi A=CAcC.
Vi du:
e P(F) 1a mot dai s6.
e Tap hop clia cac hop hitu han clia cac khodng 1a mot vanh Boole ¢6 don vi (dai s6).

e Cho F = [a, B[C R; tap hop ctia cac hgp hitu han cac khoéng c¢6 dang [a, b[C [, (]
1a mot dai s6 cac tap con cia [, 3[. Nguge lai tinh chat trén khong con dang cho

ho cac khodng mé (hoac déng).

1.3 Vanh Boole va dai sé6 sinh bdi mét ho ) cac tap
con

Cho {C;};es 1a mot ho bat ky cac vanh Boole. Khi d6 n €; khong rong va la mot
je
vanh Boole. Tinh chat tuong tu ciing ding cho dai so.

Dinh 1y 1.1. Cho Q la mot ho cic tdp con cia tip E: Q C P(E). Trong so cic vanh
Boole chita Q ton tai mot vanh Boole nhé nhat goi la vanh Boole sinh bdi Q0 ki hiéu la
C().

Tinh chat: Mbi phan tit ctia C(€2) dugc chita trong mot hgp hitu han cac phan ti ctia Q.

Chatng minh. Gid st A C E va A C 61 O, véi O, € Q. Tap hop tat cd cac phan ti A
p:

nhu thé 1a mot vanh Boole €. Vanh nay chita cac phan tit cia Q = C(Q) C €. Vay ta ¢6

diéu phai chitng minh. O]

1.4 Nia vanh
Ntta vanh (Boole) céc tap con ciua E la mot ho A, A C P(E) thdéa man:

(i) ABEA= ANBEA.
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1.5 0 — vanh, o — dai s6 (o — vanh c6 don vi) 7

(ii) A, B € A thi ton tai mot ho hitu han cac phan tit ctia A, ky hieu la {A;}7,, ting

cap khong giao nhau sao cho:

A\B= U A
j=1
Mot nita vanh goi 1a ¢6 don vi néu n6 chita E.
Hé qua 1.3. e Mot nita vanh on dinh dudi giao hitu han.

e TGp hop cdc hop hitu han cdc phan tii ciia A la mot vanh.
Vi du:

e Tap hop cac khoang (theo nghia dai s6). I;: tap hop cac khoang nita md ben phéi
[a,b] va I,: tap hop cac khodng nita mé bén trai Ja, b] 1a cac nita vanh.
e Tap hop céac hinh chit nhat trong R?, cac hinh hop chit nhat trong R™: a; < x; <y,

j=1,...,n (c6 dau bang hay khong) 1a nita vanh.

e Trong E x E’', ta xét ho {A x A’} trong d6 A € A, A’ € A’ v6i A va A’ la céc nira
vanh. Ho trén 1a mot nita vanh ma ta ky hiéu 13 A ® A’. Tinh chat nay suy tit hai
hé thic sau:

(Ax A)N(BxB)=(AnB)x (A'NB)
Ax A\ Bx B =[(A\B)x A]U[(ANB) x (A’ \ B))]

Cha y: Tinh chat tuong ti khong con ding néu xuat phat tit hai vanh Boole € va
¢ va ho {A x A’} khong phai 14 mot vanh.

Dinh ly 1.2. Vanh C(A) sinh bdi mot nia vanh A la tap hop cic hop hitu han cia cdc
phan ti cia A. C(A) trung vdi tap cic hgp hiu han cic phan ti cia A ting doi khong

giao nhau.

1.5 o — vanh, o — dai s6 (¢ — vanh c6 don vi)

Dinh nghia 1.2. Mot o — vanh la mot vanh 8 théa man tinh chat (ii)’ manh hon tinh
chat (i1):

(ii) Ay 8, neN=UA4,€s.

Tiic la: hop dém duoge thay cho hop hiu han. Néu 8 la mot o — vanh va E € § thi 8 dugc

goi la o — vanh cé don vi hodc o — dai so (hodac mot thé Borel, o — truong).
Vi du:
e P(E), {0, E}, moi vanh hitu han.

e Gia st F/ 1a mot tap hop khong dém duge. Ho cac tap con ciia E dém duge hoac ¢

phan bt dém duge 1a mot o — dai sb.



1.6 0 — vanh va o — dai s6 sinh béi mot ho Q 8

Hé qua 1.4. Moi o — vanh on dinh (déng) doi vdi giao dém dugc.

Tinh chét: Cho 8 14 mot vanh (o0 — vanh, o — dai s6) trén E. E' 13 mot tap con cla E.
Vét ctia § trén E’ 1a ho tap hop c¢6 dang: ANE', A € 8.

Dinh 1y 1.3. Vét cia mot vanh 8 (o — vanh, o — dai s6) trén E' (E' C E) la mot vanh

8 (o0 — vanh, o — dai $6) cdc tdp con cia E'.

Ghi cha: Néu E' € 8 thi 8’ 1a mot vanh (o — vanh, o — dai s6) gom céac phan ti cia 8

nam trong E'.

Dinh 1y 1.4. Nghich dnh cia mét vanh (o — vanh, o — dai s6) la mot vanh (o — vanh,

o — dai $0).

Hé qua 1.5. Dinh Iy nay dp dung cho vét cho ta dinh Iy 1.3, néu lay dnh za j la phép
nhiing canonique ti E' vao E; ky hiéu j: B' — E, v+ j(x) =z; 7Y (A) = ANFE.

Dinh 1y 1.5. Cho f la mot dnh za tu E vao F. 8 la mot o — vanh cdac tap con cia E.
Khi dé, ho cdc tdp con A clia F sao cho f~1(A) € 8 la mot o — vanh trén F.

N6i ngén gon: néu nghich anh ctia mot ho nim trong mot o — vanh (hodc truong hgp
riéeng 1a mot o — vanh) thi ban than ho d6 14 mot o — vanh. Chitng minh dinh 1y nay suy

duge tit tinh chat ctia f~1(A\ B) va f—l(‘flj’ Ay).
Dinh 1y 1.6. Ho cdc tip con cia E (cuc bo -dja ...) trong mot o —vanh la mot o — dai so.

B’ 1a ho cac tap con cia E cuc bo - dia ... trong mot o — vanh 8§ gom cac tap A c6
dang: A¢ B < ANB e §,VB € 8.

Chitng minh. (‘Elj’An)mB:‘Elj(Ant); (A\AYNB=ANB\ANB. ENB=Be€S§=
FE € B. Ky hieu B = loc(8). Ro rang néu § ¢6 don vi thi 8 C loc(8). Do d6 8§ = loc(8). O
1.6 o —vanh va o — dai sb sinh béi mot ho Q

Dinh nghia 1.3. Cho Q la mot ho cdc tap con cia E. Khi dé ton tai mot o — vanh
(o0 — dai s6) nhé nhat chita Q goi la o — vanh (o0 — dai s0) sinh bdi Q, ki hieu la o(Q).

Tinh chat: M&i phan tii clia 0(Q) dugdc chita trong mot hop dém duge cic phan tit clia
Q. Chtng minh tuong tu nhu trong dinh 1y 1.1

Dinh 1y 1.7. Gid s Q la mot ho cdc tap con cia F. f la mot anh za bat ky tw mot tap
E vao F. Khi dé: f~(a(Q)) = a(f71(Q)).
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1.7 o — dai sé sinh bdi topo trong mot khong gian
topo

1.7.1 Cac tap Borel va o — dai s6 Borel

Cho (X, 7) la mot khong gian topo, T 14 mot ho cac tap md. Khi d6, o — dai s6 sinh
bdi T duge goi 1a o — dai s6 Borel ciia X. o — vanh nay 16 rang 1a ¢6 don vi vi X € 7. Ta
ky hi¢u n6 1a Bx(T) hodc 1a Bx néu khong s¢ nham 1an véi topo khac tréen X. Moi phan
ti ctia Bx(T) goi la tap Borel cia X.

1.7.2 Truong hop R

Dinh ly 1.8. Cho I la tap hop cdic khodng cia R (tuong dng: tap hop cic khodng md,
nia md, dong; ¢ dang | — 00,b],] — 00,b], |a,+o0[, [a,+00[). Khi dé Br(T) = o(I) va
Be(T) =o0(l U{—o0} U {+00}).

Chiing minh. Dua trén ching minh bao ham thic dap: I C o(T) va T C o(I).

Trudng hgp cac khoang md: I C T = o(I) C Bg. Nguge lai o(I) chita cadc hop dém
dude cac khoang mdé ma moi tap mé ctia R 1a hop dém dugce ctia cac khodng mé
nao dé. Do d6 T C o(I) = o(7T) C o(I). Suy ra Bg = o(I).

Trudng hop khac: Chang han I = I, = {[a,b[} (md bén phai). Do Ja, b|
Suy ra |a,b[ € o(I,). Do d6 T € o(1;). Ta cing ¢6 I, C o(T) vi

= Ulfa+2,0
neN n

o, b = N (]a—l,b[> € o(7)

neN n
Do d6 I, C o(1y) C o(T). Két luan: Bg = o(1,).

Cac truong hgp khac chiing minh tuong tu.

1.8 o — vanh sinh bdéi cac tap compact

Cho (X,7) la mot khong gian topo tach. Ky hieu K(X) la tap hgp cac tap compact

cia X, con ox(X) la o — vanh sinh béi ho K. Ta c6:
UX(TK) C Bx(‘j)

Vi By chita cac tap dong va moi tap compact la tap déng (trong mot khong gian topo
tach) = X C Bx(T) = diéu phéai ching minh.
Ta néi rang mot tap con A la ¢ — compact trong X néu A duge chita trong mot hop

dém duogc cac tap compact.

Dinh 1y 1.9. A C ox(X) khi va chi khi A € Bx(T) va A 0 — compact trong X.
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1.9 Ldép don diéu

1.9.1 Dinh nghia

Dinh nghia 1.4. Mot ho M cdc tdap con cia E goi la lop don diéu néu né on dinh doi
vdi hop dém dugc cia day ting hay giao dém dugc cia day gidm. N6i cach khdc:

AveM; A C A = A=U A, eM

AveM; A CA = A=NAeM

1.9.2 Vidu

P(E) la mot 16p don dieu. Moi o — vanh la 16p don diéu.

1.9.3 Lé&p don diéu sinh béi Q € P(F)
e (GGiao ctia mot ho cac 16p don diéu la mot 16p don diéu.
e O C P(E) lalsp don dieu.

Dinh nghia 1.5. Ta goi ldp don diéu bé nhat chia Q la l6p don diéu sinh bdi Q, ky hiéu
la M(Q).

Dinh 1y 1.10. (Dinh lyj co bin) Néu € la mot vanh trén E thi ta cé: o(€) = M(@).
Hé qua 1.6. Moi ldp don dieu M chita mot vanh C déu chita o — vanh sinh bdi C.

e Trong mot khong gian metric o — dai s6 Borel 1a mot 16p don diéu sinh béi cac tap

mé (tuong ting dong).
e fla mot anh xa tit F vao F va Q 1a mot tap con ctia P(F) thi ta co:

MFHYL = IM(Q)]
Bai tap chuong 1

Bai 1. Cho Q la mot tap con cia P(FE) sao cho: A, B€ Q= AUBeQvaANBeQ.
Q ¢6 phai la mot vanh, hay nita vanh hay khong?

Bai 2. Cho Q la mot ho céic tap con ciua E. Ta dat:

(i) Ho €; bao gom 0, E va cac tap A € P(E) sao cho A € Q hodc CA € Q.
(ii) Ho €y gom cac giao hitu han clia cdc phan tit ctia C;.

(i) Ho €G3 gom cac hgp hitu han ctia cdc phan tit ctia €, ting doi khong giao nhau.

Chitng minh rang Cs 14 vanh don vi sinh béi Q.



Chuong 2

D6 do duong

2.1 Pai cuong vé do do duong

2.1.1 Ham tap cong tinh

Dinh nghia 2.1. Mgt ham tap cong tinh trén mot vanh € la mot anh xa p tu € vao mot
tap I c6 trang bi mot phép todn cong (chang han nhém, khong gian vector, ...). Anh za

nay théa man tién de:
w(AU B) = u(A) + u(B) néu ANB =10
Trong thuc hanh: F =R,, R, R, C.

Hé qua 2.1. Khi F = R,. Moi ham tap cong tinh trén vanh C nhan gid tri trong Ry c6

cac tinh chat sau:

(i) p(0) = 0 tric khi u(A) = oo vdi moi A € C. (Ta sé gia thiét u(()) = 0 dé tranh
truong hop riéng u(A) = oo, VA € C)

(ii) (Tinh don dieu) Néu A C B thi p(A) < u(B).
(iii) Néu A C B va u(A) < oo thi (B \ A) = u(B) — pu(A).

(iv) Véi moi hop hitu han cdc phan ti tung doi khong giao nhau thugc C:
w( '61 Aj) = Z 1(A;) (cong tinh httu han)
]:
j=1
Véi moi hop hitu han cdc phan ti cia C:

A < Z,LL(Aj) (cong tinh duéi)

Chiing minh. (i) p(AU D) = p(A) 4+ p(@) = p(A) = p(@) = 0 néu ton tai A € € sao
cho u(A) < oo.
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(i) B=AU(B\A) = u(B) = p(A)+un(B\A) ma pu(B\A) > 0nén suy ra pu(B) > u(A).
Ngoai ra néu p(A) < oo thi ta co:

B\ A) = u(B) —(A) = (iii)

(iv) e Cong tinh hitu han: hién nhien
e Cong tinh duéi: do ‘61 A=A U A\ A)U...U(A4,\ nL_Jll A;). Ching ting
j= j=
doi khong giao nhau nén ta co:
n n—1
(U 4j) = p(A) + p(A2 N A+ 4 p(An\ U 4))
< p(Ar) + p(Ag) + oo+ p(An)

Suy ra ,u(a1 Aj) < 5 u(Ay). Néu mot trong cac pu(A4;) vo han thi két qua la
J= j=1
tam thuong.
[
Vi du:

1. Trén P(E), p: P(E) — Z U {00} dinh nghia bdi:

card(A) néu card(A) < oo
p(A) = I -
o0 trong cac truong hop con lai

Ham cong tinh nay dudce goi 1la do do dém.

2. Cho E = [o, B]. Tap hop € la tap hgp ctia cac hgp hitu han ctia cac khoang ¢6 dang
la,b] C [, B]. € la mot dai s6. (sinh bdi nita vanh {[a.b[}). Ta biét rdng moi phan
ti cia € la mot hgp hitu han cac khodng [ag, bx|[ r6i nhau. Gia sit @ 14 mot ham
khong giam trén [«, S[ nhan gia tri thuc. Ta dat:

pia([a, b]) = &(b) — P(a)
Cié sit A € C:
A= Ulabl, e <h<a<bh<.<a<bh,

Ta dinh nghia: ug(A) = Z[@(bk) — @(ay)]. Ta c6 thée kiem tra duge ring néu A c6
k=1
thé phan tich mot cach khac thi pug(A) khong phu thude vao sy phan tich ctia A.

Khi dé: pg 1a mot ham cong tinh trén € nhan gia tri trong @Jr.


WIN7
Underline
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2.1.2 Do do duong

Dinh nghia 2.2. Mot ham tap dinh nghia trén mot vanh €, nhan gia try trong mot
khong gian topo cé trang bi phép toin cong F duoc goi la o — cong tinh (hay cong tinh

dém dugc) trén C néu théa man tién de:
(U A,) = ;umn)

vdi moi day {A,} cdc phan ti cia C, ting doi khong giao nhau: A;NA; =0 néui # j va
o0 —
nLil A, € C. Trong truong hgp p nhan gia tri trong Ry, u goi la do do duong.
Tiy theo mién gi tri, ta cong nhan cac thuat ngit sau day:

e Do do thyc: p nhan gia tri trong R.

e Do do phiic: p nhan gia tri trong C.

e D06 do duong hitu han: p nhan gia tri trong R, .

e Do do c6 dau hay do do thuc téng quat: © nhan gia tri trong R va nhan nhiéu nhét

mot gia tri 400 hodc —oc.

e Mot do do thyc ho#ic phiic goi 1 gisi noi hay bi chin khi va chi khi ton tai M > 0
sao cho VA € C: |u(A)| < M.

e Mot do do duong duge goi 1a o — hitu han khi va chi khi VA € €, ton tai {A,},
A, € € sao cho:

AcC Ole A, v6i u(A,) <oco VneN.

Ghi chti: Chiing minh duge rang moi do do thyc hodc phiic trén mot o — vanh nhat thiét
bi chan.

Nghién cttu vé do do nhan gia tri vector, néi chung: p: A — p(A) € X; X 1a khong
gian vector topo (tach) khong dé cap trong gido trinh nay.
Hé qua 2.2. Cdc két qud trong 2.1.1 van ding cho F = R, & day ta cé thém tinh
o — cong tinh dudi:

U A) <D ul(An)

Chatng minh. Bang cach viét OL;J)A,L = OL;BH, B, ting doi khong giao nhau. O

Vi du: D6 do dinh nghia béi khéi luong:
Cho € vanh ctia céc tap con hitu han ctia mot tap F bat ky (o(€) 1a ho céac tap dém
duge). o 1a mot ham: o : E —— R,. Ta dat:

u(A) = Za(m) VAeC
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i 1a mot do do duong trén €. Ta néi rang do do nay dugc dinh nghia bdi cac khoi
lugng a(x) dat tai cac diem ctia E. Néu a lam cho cic ho {a(7)},ep kha tong, khi dé
Z a(x) < oo, VA € P(E) thi p 1a mot do do bi chan trén P(E).

€A

Do do Dirac: Trén P(F), ta xét do do Dirac d,, dinh nghia bdi:

5. (A) = 1 néuzgc A
Y10 néuaxg ¢ A

Do do Borel-Stieltjes: Ta xét lai vi du 2 ¢ muc 2.1.1. Khi € la dai s6 sinh béi ho nita
vanh {[a, b[} trén [a, B[ va do do xay dung tit mot ham @ khong gidm trén [a, B[ nhan gia
tri thue:

pa([a, b)) = (b) — D(a)
Ta da ching minh je 14 mot ham tap cong tinh trén €, nhan gia tri trong R,. Ta hay
tim diéu kien dé pg tré thanh mot do do duong (tic 1a o — cong tinh).

Diéu kién can: Ta vieét:

WEAEIG PR

(v6in < 2(b—a)). Ta sé co:

pe([a, b)) = @(b) — @(a) do g o -cong tinh nén c6 dau bang

= (0= 3) a0+ oo i) ~2(0- )]

Nehia la: &(b) — &(a) = lim @< - %) — ®(a). Nhu vay: #(b~) = B(b) khi va chi khi

& lién tuc trai.

Diéu kién trén la di: Dé chiing minh ta chi can ching t6 v6i [a, b] = OL_jl L, I, = [an, by]

tung doi khong giao nhau ta co:

= ZN(In)

v6i moi phan doan I,,. V6i moi n ¢ dinh, ta c6 thé sap thit tu cac khoang I, I, ..., I, sao
choa; < b <ay <by <...<a, <b, (thay déi thit ty néu can). Khi d6

> nlly) = P(b) = Plan) + ...+ B(by) — Par)

Suy ra: Z,u(fp) < P(b) — P(a) = p(la, b]). Ngugce lai, ta ching t6: u([a.b]) Zu
Ta thay [a, b[ bang compact [a, '] véi b’ < b sao cho:

D) > D(b) — % do @ lien tuc trai va don diéu
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va thay céc khoang nita mé I, = [a,, b,[ b6i cac khodng mé 1], =|al,, b, [ véi a,, < a, va
D(a,) > P(an) — ISR

trich mot ho hitu han cac tap mé tit phtt mé {1} cta [a, b]. V6i ho phtt mé hitu han nay,

Suy ra [a,b/] C Ole I'. Vi [a, ] 1a mot tap compact nén ta c6 the
n=

ta c6 thé bo di cac khoang nim trong mot khoang khac. Ta c6 thé sdp thit tu cac dau

mut cac khoang va ta co:

bn,—1 > a,  trong do  P(a;, ) < P(by, 1)

np

Khi dé: .
o) — (a) < Y[ @(bn,) — 2(a),)]
p=1
Khi do: . -
€ €
SZ[ a”P)]+Zzn+1+§
p=1 n=1
Suy ra: @(b Z ) + €. Vay ta c6 diéu phai chiing minh.

D6 do cam sinh va do do co

Giad st A € G, vét ctia € trén A 14 ho G4 cac phan ti ciia € ndm trong A. Do do cam
sinh 14 1 han ché ctia p trén vanh Cy.

D6 do co juay duge dinh nghia nhu sau: VB € C, B —— pua)(B) = p(ANB) véi A € C
c6 dinh. Ro rang néu B C A (tic 1a néu B € Cy4) ta co:

nhung i) dinh nghia trén € chit khong phéi trén €4 nhu p4.

2.1.3 Tinh chat ctia ddo do duong
Dinh 1y 2.1. (lién tuc dudi va lién tuc trén bdi cic day don diéu)

(i) Vai moi day {A,} tang: A, C A1, Ay € C, (ElJOAn € C ta co:

u( oL_jl Ap) = lim p(A,) =sup u(A,) (ky hiéu lim A,, = OL;J)An)

(ii) Vai moi day {An} giam: A, O Ant1, A, € C, OF;W)A” € C ta co:

1 Ori A,) = lim p(A,) = inf u(A,) (kg hicu lim A, = °r§An)

n—oo

néu ton tai ng sao cho pu(Ay,) < .

(iii) Truong hop (ii) vdi OrﬁAn = 0. Khi dé:

u(f An) = lim p(A,) = inf p(A,) =0

n—oo
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Chatng minh. Ta bién d6i {A,} thanh mot diy céc phan tit khong giao nhau thuoc C.
(i) By = Ay, By = Ay \ Ay, ..., B, = A, \ A,_;. Khi d6 D:An - E;JBP, B, € €. Vi céc
B, r6i nhau ting doi, ta co:

M(LIJ By) = EI:N(BIJ) = JEEOEI:H(BP) = lim M(Llj By) = lim p(4,) = dpem

n—oo n—oo

(i) Gia st ng: pu(A,,) < oco. Ta dan vé truong hgp (i) bang cach dat:
B,=A,,—A, véin >ng (1)

= {B,} 1a mot day ting cic phan tit ctia C va UB,, = U(A4,, \ 4,) = A, \ N A,.
n>ng
Ta suy ra:

u(U By) = p(An) —p( N A,) (2)

n=ng n=ng

vip( 0 Ap) < (A < p(Ay,) < oo. Tit (1), ta co:

n=ng

U B.)=suppu(B,) = lim u(4,) (3)

Mot mat theo (1): limu(B,) = u(Ay,) — lim p(A,) hay supu(B,) = w(A,,) —
inf 1(A,,). Mat khac theo dang thitc (2), ta c6 hai cong thiic nhu trén véi U B,

n>ng

va N A, bing cach thay tuong ting B, va A,, tinh dén dang thitc (3) va u(A,,)

n>ng

httu han.
(iii) Truong hop rieng cta (ii): u(@) =0 va @ € C.
O

Ghi chi: Giad stt A € €, A dudc goi la gi6i han cta day {4, }, A, € C theo nghia {A4,,} 1a
day tang: A, C A, thi A = 71113)10 A, = OleAn. Két qua (i) co the viét: u(A) = nhjlgo w(Ay)
néu {A,} la day tang va hoi tu dén A khi n — oo nén ta dung thuat ngt lien tuc "dudi"
hay "tu dudi". Két qua tuong tu cho két qua (i¢) va ta noi lien tuc trén hay tit trén ({A,}

la day giam, A = lim A, = °r1‘w’An).

Dinh nghia 2.3. Cho {a,}$° la mot day so. Ta dinh nghia:

liminf a,, = lim a,, = sup inf (a,,)
Lk n>k

limsup a,, = lim a,, = inf sup(a,,)
k n>k

Dinh nghia 2.4. Doi vdi day tap hop {A,} ta cé dinh nghia:

lim A, = n ngk A, (chi 5 {anJk Aptk la day giam theo k)

lim A, = Y nr;k A, (chii g {ngk Aptk la day tang theo k)

Néu lim A, = lim A,, ta néi day {A,} hoi tu.
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Mot quan hé gitta hai khai niem déi véi day s6 va diy tap hop duge cho béi:

i S An(x) = lim 1An(95)
Liim 4, (7) = lim 14, (7)

1 néuzeA

6 day La(e) = {0 néuz ¢ A

Ghi chii: Diéu kién ton tai ng sao cho u(A,,) < oo la khong thé thiéu. Xem vi du
sau: p 1la do do dém. Diat A, = {m| m € N,m > n}, ta ¢6 u(A,) = +00 véi moi n nhung
NA, =0 va u(NA4,) = 0.

Dinh 1y 2.2. (Dinh ly ddo cia dinh lj 2.1)
(j) Moi ham tip cong tinh nhan gid tri trong Ry théa man (i) la mot do do duong.
(77) Moi ham tap cong tinh hiu han théa man (ii) hodc (iii) la mot do do duong.
Chitng minh.  (j) Dat UA =U B, v6i B,, = UAp w( UA Zu ) vi 1 cong tinh

hitu han va céc A, ting doi khong giao nhau. Vi day {B,} tang va LlJBn € C, ta co,
theo gia thiét (7):

5,50 = I ) = i 3

n—oo

tie 1a: pu( UA Z,u

(jj) Gia stt p hitu han va ta stt dung gia thiét (ii7). Gia st A = C>L;J)An, AeC A, el

tiing doi khong giao nhau suy ra:

N( (13 Ap) = i 1(Ap)

Hon nta:
u(A — QJAP> = pu(A) — u(LTIjAp) vi p hitu han.
Khi do6:

p(A) = u(04,) + | A(A-4,)]
bat B, = 6(14 — A,); {B.} 1a mot day giam cac phan tit ctia C. Ta c6:
OB, =N(A—4,)=A-04,=10

Tu d6 st dung (ii7), ta ¢6: lim p(B,) = u(@) = 0. Nhu vay:

n—o0

(T4 = () = Dot
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DPoc thém
Dinh 1y 2.3. (Tong qudt dinh lij 2.1) Néu p la mot do do duong, ta cé cic két qud sau:
(i) p(im A,) <lim p(A,)

(ii) Néu ton taing sao cho p( U A,) < co. Khi dé:

n>ng

(iii) Néu day {A,} hoi tu dudi dieu kién (i1) J trén, ta c6:

lim (A,) = o lim A,)

n—oo n—oo

Chiing minh. Ta dung dinh nghia: lim A, = :@1 Qk A, = kole By, {By} 1 tu d6 theo dinh
Iy 2.1; ’
p( U By) = sup pu(By)
k=1 k

nhung p(By) < u(A,), Vn >k, tit do:

p(By) < inf p(An) = p(lim A,) < lim p(Ay)

Déi véi (ii), ta diing dinh nghia roi ding (ii) ciia dinh 1y 2.1. Cudi ciing: lim A,, = lim A,,.
Suy ra

T ju(A,) < p(lim A,) = p(lim A,) < lim u(A,) = p(lim A,) = lim p(A,)

2.1.4 Opérations sur les mesures positives

Propriétés immédiates: Néu {u;}7_; 1a mot ho do do duong, khi do:
= a4, >0
=1

ciing la mot do do duong.
Truong hop rieng: Tap hop cac do do duong 1a mot nén 16i: uq, pe 14 do do duong =
ap + (1 — a)us 1a do do duong véi a € [0, 1].

Dinh ly 2.4. Gidi han cia mot ho tang cac do do duong la mot do do duong.

Chitng minh. Gia stt j € J (tap hop céc chi 86 6 thit tu J € Ry) va {u;}, j € J 1a mot
ho tang cac do do theo nghia:

i<k = w<m & w4 <uw(A), VAeC.
Khi d6: o = sup u; dinh nghia béi u(A) = sup p;(A), VA € € 1a mot do do. Ta kiém
jeJ

jeJ
tra dude:
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o 11(0) =0 vi 11(0) = sup p;(0) = 0.
jeJ

o (AUB)=pu(A)+ p(B). That vay u(AU B) = Slél;(ﬂj<A) + pj(B)). Sau d6 do ho
j
tang, ta co:

sup(p;(A) + p;(B)) = Sup pi(A) + Sup pi(B) = p(A) + u(B)

jeJ
néu moi sup la hitu han. Con néu c6 mot sup vo han thi két qua dé.
e 4 lien tuc doi véi day tang:
p(JAy) = sup [ Y An} = sup sup 4 (An)
J i n

= supsup ii(A,) = sup u(A,) = diéu phai chiing minh
n 7 n

Dinh 1y 2.5. Tong cia mot ho khd tong cic do do duong la mot do do duong.

Chatng minh. Gia st I 1a mot tap hop bat ky, J C I, card J < oo. Khi d6 py = >y la

mot do do duong va {J} 1a mot ho loc trén, ho p; 1a mot ho tang: "
JcJ = py < g

va Jiva Jo C iUz = g < pgon; rdi st dung cac tinh chat ctia chuong truée. O

Ghi chii: Diéu kién tang doi héi 6 muc 2.1.2 14 can. Néu khong théa méan ta khong thé co

tinh chat do.

2.1.5 Do do chinh quy (trén mot khong gian topo)

Dinh nghia 2.5. Mdt ham tap cong tinh p trén mot vanh € ciua mot khong gian topo X
nhan gid tri trong Ry goi la chinh quy néu théa man cdc tinh chat: Ve > 0,VA € C,3K €
C,3F € C vdi K compact tuong doi sao cho:

KCACF, uA\K)<e, pF\A)<e
Vi du: Cac do do ug la chinh quy.

Dinh 1y 2.6. Néu u la mot ham tap cong tinh nhan gid tri trong R, dinh nghia trén
mot vanh C va chinh quy thi p la mot do do duong (tic la o — cong tinh).
Chaing minh. Gidéng nhu chiing minh khi nghién cttu pug. Ta can ching minh p 1 o —

cong tinh.
Mot mat:
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. < >
Suy ra: zlzu(An) < p(UA).
Mat khéc: Véi moi e > 0 ton tai K v6i K compact sao cho: K € €, K C OL;AH,
,u(QJ A, —K) < % Hon nita c6 thé chon mot day {F,} sao cho: F, € C, A, C F, v6i

° £
u(F, —A,) < !

Ho {F,} lap thanh mot phit mé ctia K compact. Ta c6 thé trich tit d6 mot phit md hitu

han cua K:

~C3

FanFnDFDK

U

T d6 suy ra: ,u(LIJ A,) < zlzu(An :

Ghi chii: Mot dinh nghia dac thit ¢6 thé hinh thanh tit khai niem tap chinh quy trong
va chinh quy ngoai doéi véi vanh Borel Bx (7).
§ 1a mot vanh chita By (T). Ta ndi ring A € 8 chinh quy ngoai khi va chi khi:

u(A) = Ac(l)r;lf()ee u(O) (T 1a ho cac tap md).

A € 8 chinh quy trong khi va chi khi:

p(A)= sup wu(K); pK)<oo (X 1a ho cac tap compact)
KCA; KeX

p duge goi 1a chinh quy trén 8 néu moi phan ti ctia § vita chinh quy trong vita chinh
quy ngoai.
Kiém tra dugc ring néu u(A) hitu han, ton tai O vad K sao cho K C A C O va:
wWA-—K)<e, uO-A)<e

(Trong chuong 10 dung cac tinh chat nay dé nghién citu quan hé gitta do do Radon va do
do duong).

2.2 Do do ngoai

Dbat van dé: Cho truéc mot do do duong 1 trén mot vanh €, ta c6 thé néi rong do
do nay 1én ¢ — vanh sinh bdi € hay khong?
Cau tra 15i: C6, tham chi c6 thé thac trién moi do do duong lén mot o — vanh chia

o(€) (phuong phap chiing minh dung do do ngoai ctia Caratheodory).



