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CHÖÔNG

V PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN CHO CHAÁT LOÛNG  LYÙ
TÖÔÛNG CHUYEÅN ÑOÄNG (P.Tr EULER)

dt
ud)p(gradF =

ρ
−
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Daïng Lamb-Gromeco cuûa phöông trình Euler:
x

uu
x

u
u z

z
y

y ∂
∂

±
∂

∂
± vaø

zyyz

2
x

xy
y

zx
z

2
z

2
y

2
xx

x

)u(rotu)u(rotu
2

u
xt

u

y
u

x
u

u
x
u

z
uu

2
u

2
u

2
u

xt
u

x
p1F

−+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

ρ
−

Sau khi saép xeáp, treân phöông x ta ñöôïc:

Ta bieán ñoåi töông töï cho p.tr (2) vaø (3). 
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Cuoái cuøng ta ñöôïc Daïng Lamb-Gromeco cuûa phöông trình Euler:
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II TÍCH PHAÂN   P. TR. LAMB-GROMECO→ PHÖÔNG TRÌNH  BERNOULLI
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Löu chaát chuyeån ñoäng theá toaøn mieàn: rot(u)=0 :(C laø haèng soá cho toaøn mieàn)

Tích phaân doïc theo ñöôøng doøng (C laø haèng soá treân ñöôøng doøng)

Tích phaân doïc theo ñöôøng xoaùy (C laø haèng soá treân ñöôøng xoaùy).

Tích phaân doïc theo ñöôøng xoaén oác (C laø haèng soá treân ñöôøng xoaén oác)

•Ñoái vôùi doøng oån ñònh, löu chaát naèm trong tröôøng troïng löïc, khoâng neùn ñöïôïc:
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Trong moät soá caùc tröôøng hôïp cuï theå sau, ta coù tích phaân phöông
trình treân vôùi veá phaûi = 0 ⇒P. tr. Bernoulli

C
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γ
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ρ
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•Trong tröôøng hôïp doøng chaûy löu chaát khoâng neùn ñöôïc, oån ñònh vôùi
rot(u)≠0, xeùt treân phöông phaùp tuyeán n vôùi ñöôøng doøng:
Neáu löïc khoái laø moät haøm coù theá, ta ñöa haøm theá π vaøo vôùi ñònh nghóa sau:
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Vieát laïi phöông trình vi phaân daïng Lamb-Gromeco:
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Treân phöông phaùp tuyeán n vôùi ñöôøng doøng (ngöôïc chieàu vôùi phöông baùn kính r):
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Neáu löu chaát chòu taùc duïng cuûa löïc troïng tröôøng:
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Nhaän xeùt:

γ
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Khi r→∝; constpz =
γ

+

aùp suaát phaân boá treân maët caét öôùt theo
quy luaät thuûy tónh (khi aáy caùc ñöôøng
doøng song song vaø thaúng, m/c öôùt laø maët
phaúng) - ñaây laø tröôøng hôïp chaát loûng
chuyeån ñoäng ñeàu hoaëc bieán ñoåi daàn

Theo phöông r (höôùng töø taâm quay ra): r caøng lôùn, caøng lôùn

•YÙ nghóa naêng löôïng cuûa phöông trình Bernoulli:

γ
+

pz : laø theá naêng cuûa moät ñôn vò troïng löôïng löu chaát
(bao goàm vò naêng ñôn vò z vaø aùp naêng ñôn vò p/γ).

g2
u 2

: laø ñoäng naêng cuûa moät ñôn vò troïng löôïng löu chaát. 
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Doøng chaûy vôùi caùc ñöôøng doøng nhö hình veõ, ta coù: Bình luaän:

Caâu naøo ñuùng?

III. PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN CHO CHAÁT LOÛNG  THÖÏC CHUYEÅN 
ÑOÄNG (P.Tr Navier-Stokes) 

dt
ud)u(div(gradu)p(gradF =ν+∇ν+

ρ
−

3
11 2

Tích phaân phöông trình Navier-Stokes cho toaøn doøng chaûy, ta ñöôïc phöông trình
Bernoulli vieát cho toaøn doøng chaát loûng thöïc khoâng neùn ñöôïc chuyeån ñoäng oån
ñònh. Ñaây laø moät daïng cuûa phöông trình naêng löôïng, maø ta chöùng minh ñöôïc
baèng pp TTKS trong chöông ñoäng hoïc:

IV. PHÖÔNG TRÌNH NAÊNG LÖÔÏNG 
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Ñaây chính laø phöông trình naêng löôïng cho doøng chaát loûng khoâng oån
ñònh coù khoái löôïng rieâng ρ thay ñoåi.
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1.Ñoái vôùi doøng oån ñònh, khoâng coù söï trao ñoåi nhieät vôùi moâi tröôøng beân ngoaøi:

∫∫ ρ
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dt
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dt
dWdAuρe

chuù yù raèng:
Z = z+p/γ laø theá naêng ñôn vò

dt
dWdAue n

A
u +ρ∫∫Nhaän xeùt thaáy: laø phaàn bieán ñoåi naêng löôïng do 

chuyeån

ñoäng cuûa caùc phaàn töû beân trong khoái löu chaát gaây ra vaø do ma saùt cuûa khoái löu
chaát vôùi beân ngoaøi. Ñaïi löôïng naøy khoù xaùc ñònh ñöôïc baèng lyù thuyeát, thoâng
thöôøng, noù ñöôïc tính töø thöïc nghieäm, tuyø theo tröôøng hôïp cuï theå.  Ta ñaët:

Qgh
dt
dWdAue fn

A
u ρ=+∫∫ ñaây chính laø naêng löôïng bò maát ñi cuûa löu chaát qua 

theå tích W trong moät ñôn vò thôøi gian.

hf laø maát naêng trung bình cuûa moät ñôn vò troïng löôïng löu chaát. 
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Neáu xeùt cho moät ñoaïn doøng chaûy vaøo maët caét 1-1 vaø ra taïi m/c 2-2 (ρ=const)
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Ta tính rieâng caùc tích phaân:
•Neáu treân m/c öôùt A, aùp suaát
phaân boá theo quy luaät thuûy
tónh.
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Nhö vaäy: 

Ñaây chính laø ph.tr. naêng löôïng cho toaøn doøng chaûy oån ñònh chaát loûng thöïc khoâng
neùn ñöôïc naèm trong tröôøng troïng löïc töø m/c/1 tôùi m/c 2 (khoâng coù nhaäp hoaëc taùch
löu)
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Neáu doøng chaûy coù nhaäp hoaëc taùch löu (ρ=const)

∑∑∑ =ρ+α−ρ+α fjjjj
jra

iiii
ivaøo

HQ)gZV(Q)gZV( 22
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2
1

ΣHf laø toång naêng löôïng doøng chaûy bò maát ñi khi chaûy töø caùc m/c vaøo ñeán caùc m/c ra
(trong 1 ñ.vò thôøi gian).

2. Trong tröôøng hôïp doøng chaûy coù söï trao ñoåi naêng löôïng vôùi beân ngoaøi (ñöôïc
bôm cung caáp naêng löôïng Hb ; hay doøng chaûy cung caáp naêng löôïng Ht cho
turbine), thì ph. tr treân coù daïng toång quaùt hôn:
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Hb laø naêng löôïng do bôm cung caáp cho moät ñôn vò troïng löôïng doøng chaûy khi
doøng chaûy qua bôm - Ta goïi laø coät aùp bôm .
Ht laø naêng löôïng maø moät ñôn vò troïng löôïng doøng chaûy cung caáp cho turbine khi
qua turbine.

V. AÙP DUÏNG PHÖÔNG TRÌNH NAÊNG LÖÔÏNG
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A’
Ví duï 1: Ño löu toác ñieåm cuûa doøng khí baèng oáng Pito voøng

AÙp duïng ph.tr Bernoulli treân ñöôøng doøng töø A tôùi B 
(boû qua maát naêng):
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AÙp duïng phöông trình thuyû tónh laàn löôït cho caùc caëp ñieåm AA’ (trong moâi tröôøng
khí), A’B’ (trong moâi tröôøng loûng); BB’ (trong moâi tröôøng khí) ta coù:
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Thực tế do mất năng neân vaän toác
thöïc taïi ñieåm A lôùn vaän toác tính
töø coâng thöùc beân.
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Ví duï 2: Ño Löu löôïng qua oáng Ventury
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AÙp duïng p. tr naêng löôïng cho doøng chaûy
töø m/c 1-1 ñeán 2-2 (boû qua maát naêng):
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Löu löôïng Q ôû treân tính ñöôïc khoâng keå tôùi toån thaát naêng löôïng, 
Thöïc teá löu löôïng Qthöïc nhoû hôn, neân caàn hieäu chænh laïi löu löôïng sau khi
tính Qtính Hieäu chænh baèng coâng thöùc treân nhö sau: Qthöïc = CQtính
vôùi C<1 laø heä soá hieäu chænh Ventury (do maát naêng sinh ra).

bao nhiêu?

HD: Lưu chaát chæ ch. ñoäng töø choã coù e cao tôùi e thaáp, vì vaäy ñeå nöôùc khoâng bò huùt len thì năng
lượng tại mặt thoáng của bình nước: z0=e0 < =eA= zA+pA/γ; suy ra pA/γ > = -(h); 

Ta ghi nhaän (pA/γ)min = -(h).

Lưu ý rằng trên mặt cắt ướt 1-1 tại A áp suất phân bố theo quy luật thủy tĩnh, nghĩa là: 
z1+p1/γ= zA+pA/γ.

Để tìm Q ứng với (pA/γ)min = -(h), ta viết p.tr năng lượng cho dòng chảy từ mặt cắt 1-1 (chỗ
co hẹp) tới mặt cắt 2-2 (chỗ mở rộng)

Câu 17: 
Baøi 3: Nöôùc chaûy trong ñöôøng oáng coù tieát 
dieän co heïp ñöôøng kính d nhö hình veõ, cuoái 
oáng nöôùc chaûy ra ngoaøi  khí trôøi vôùi ñöôøng 
kính D = 2d. Taïi maët caét co heïp coù gaén moät 
oáng nhoû thoâng vôùi bình ñöïng nöôùc töø ngoaøi. 
Maët thoaùng cuûa nöôùc ôû ngoaøi tieáp xuùc vôùi khí 
trôøi vaø thaáp hôn truïc oáng moät ñoaïn h.  
Cho d=10 cm; h=0,5m. Boû qua maát naêng. Goïi 
pmin laø aùp suaát toái thieåu trong ñoaïn oáng co heïp  ñeå nöôùc coù theå bò huùt leân. Löu löôïng öùng vôùi aùp suaát
pmin  laø:  
 

D 
d 

h 

V2 

Hình caâu 17 

Ví duï 2b:

ĐS: pmin = 0,5 m nước;  Q=25,41 lít/s:

A
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Ví duï 3: Doøng chaûy oån ñònh qua loã thaønh moûng:

H
c

c
A

00

f
ccc

c h
g
Vpz

g
Vpz +

α
+

γ
+=

α
+

γ
+

22

22
000

0

Naêng löôïng cuûa doøng chaûy töø bình ra ngoaøi chuû
yeáu bò maát ñi laø do co heïp khi qua loã, ñaây laø loaïi
maát naêng cuïc boä, noù tyû leä vôùi Vc

2 taïi maët caét co 
heïp c-c (hoïc trong chöông ñöôøng oáng). Ta coù theå
vieát laïi:

g
V

g
Vpz

g
Vpz cccc

c 222

222
000

0 ξ+
α

+
γ

+=
α

+
γ

+

V0 =0, p0=0; Suy ra: gH2CgH21V Vc =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ξ+α
=

vôùi CV < 1 goïi laø heä soá löu toác.

Löu löôïng: gH2ACgH2ACgH2CAgH21AVAQ dVVcccc =ε==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ξ+α

==

Vôùi A laø dieän tích loã thaùo, ε laø heä soá co heïp,
Cd (<CV) laø heä soá löu löôïng

Ví duï 4: Doøng chaûy oån ñònh qua ñaäp traøn thaønh moûng:

H

θ

h

dh

0

B

h
Xem doøng chaûy laø taäp hoïp cuûa nhöõng
doøng chaûy qua loã thaønh moûng coù beà roäng
B, cao dh naèm ôû toaï ñoä h treân truïc toaï ñoä
Oh nhö hình veõ.

Löu löôïng qua loã thaùo:

dh)hH(g2)h(
2

tg2C)hH(g2BdhCdQ dd −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ=−=

∫ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ=

H

d dh)hH(g)h(tgCQ
0

2
2

2

Ñeå laáy tích phaân treân ta ñaët: dh)hH(dv;hu −==

Keát quaû cho: gHHtgCQ d 2
215

8 2⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ=
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Ví duï 5: Doøng chaûy qua voøi laép ngoaøi:

H
c

c
A

00

pc
ck

1

1
g
Vpz

g
Vpz ccc

c 22

2
111

1

2 α
+

γ
+=

α
+

γ
+

suy ra: 
0

22

22
11 <

α
−

α
=

γ g
V

g
Vp ccc

Giaû söû voøi coù ñöôøng kính d baèng loã thaønh moûng, vaø heä soá co heïp caû hai tröôøng
hôïp nhö nhau. Ta chöùng minh ñöôïc vaän toác Vc qua voøi lôùn hôn qua loã, vì taïi
m/c c-c trong voøi aùp suaát laø aùp suaát chaân khoâng, neân: 

cloã
c

V
c

c
cvoøi V

p
HgC

p
HgV >⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
γ

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
γ

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ξ+α

= 221

Nhö vaäy, löu löôïng qua voøi lôùn hôn löu löôïng qua loã thaønh moûng vaø baèng:
(vieát phöông trình naêng löôïng cho doøng chaûy töø m/c 0-0 ñeán 1-1 ñeå tìm ra
vaän toác 1 taïi maët caét ra 1-1).trong tröôøng hôïp naøy :Cd = CV: 

gHACgHACQ dV 22 ==

Ví duï 6: Doøng chaûy khoâng oån ñònh ra ngoaøi bình:

H

A

a

dh

h

ghaCQ d 2=
trong ñoù h giaûm theo thôøi gian
Sau thôøi gian dt, theå tích trong bình giaûm:

dtghaCQdtAdhdW d 2==−=

dh
ghaC

Adt
d 2

−=

Vaäy thôøi gian ñeå nöôùc chaûy heát bình laø:

H
gaC

Ah
gaC

Adh
ghaC

AT
dHdH d

2
2

2
22

00

=−=−= ∫

 
Câu 18: 
Một bình chứa nước tới độ cao H. Nước chảy ra ở đáy bình qua một lỗ nhỏ 
đường kính d. Để mực nước trong bình ổn định, người ta đổ thêm vào bình 
một lưu lượng Q.  Bỏ qua co hẹp. Cho H=4m; Q= 5 lít/s; d=3 cm. 
Hệ số mất năng cục bộ tại lỗ tháo là: 
 
 

H 

d

QVí duï 5b:

ĐS: hệ số mất năng cục bộ tại lỗ tháo =0,57
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Ví duï 7a: Doøng chaûy qua maùy thuûy löïc:

B

0 0

1

1

2 2

H

chuaån

10

2
111

1

2
000

0 22 −+
α

+
γ

+=
α

+
γ

+ fh
g
Vpz

g
Vpz

p0=0; V0=0;  z0=0

Suy ra taïi maët caét 1-1 tröôùc bôm
coù aùp suaát chaân khoâng:

0
2

2
11

1
1 <+

α
+−=

γ
)h

g
Vz(p

f

20

2
222

2

2
000

0 22 −+
α

+
γ

+=+
α

+
γ

+ fB h
g
VpzH

g
Vpz

Suy ra: 20−+= fB hHH

Coâng suaát höõu ích cuûa bôm: BQHN γ=

Hieäu suaát bôm:
truc

B

N
QHγ

=η

Bôm huùt nöôùc töø gieáng leân nhö hình veõ.Bieát löu löôïng Q=30 
lít/s, ñöôøng kính oáng huùt D=0,12m.Taïi choã uoáng con coù heä soá toån 
thaát laø ξ=0,5. Chieàu daøi ñöôøng oáng huùt L = 5m. OÁng coù heä soá ma saùt
ñöôøng daøi laø λ=0,02. Neáu nöôùc coù nhieät ñoä laø 200C vaø boû qua toån
thaát cuïc boä vaøo mieäng oáng. Tìm chieàu cao ñaët bôm zB toái ña

Giaûi: ÔÛ 200C, aùp suaát hôi baõo hoaø cuûa nöôùc
laø 0,25 m nöôùc. Vaäy aùp suaát chaân khoâng taïi
maët caét tröôùc bôm cho pheùp toái ña laø 9,75 m 
nöôùc.

Ta coù:

B

gieáng

zB

0 0

1

1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−= )ξ

D
Lλ1

g2
Vα

γ
pz

2
111

B

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−= )5.0

12.0
502.01

81.9*2
653.2α

75,9z
2

1
B

2.653m/s
A
QV ==

8.91mz B =

Ví duï 7b


