$4 KHONG GIAN METRIC DAY PU

4.1.1 Day (x,), trong khong gian métric X dugc goi 1a day co ban hay day
Cauchy néu lim d(x,, x,) = 0. No6i cach khac

m,n—>00
((xp) 1a day co ban) < (Ve >03nVm,n<n,:d(x,,x,)<¢)
Ta c6 céac tinh chat don gian sau:
a) Néu (x,) 1a day hoi tu thi (x,) 1a ddy co ban trong X.
b) Néu diy co ban (x,) c6 mdt diy con (x,, ) < (x,) sao cho (x,,) hoi tu

dén x, thi x, — x,

4.1.2. Dinh nghia. Khong gian métric X dugc goi la khong gian métric day
da néu moi day co ban cia n6 déu hodi tu trong X.

Nhu thé néu biét X Ia khong gian day du, dé chimg minh mét day hoi tu
(ma khong quan tdm dén gidi han), ta chi can kiém tra day nay la day co ban.

4.1.3. Vidu

1. Khong gian R voi métric thong thudng 13 khong gian day du.

That vay, cho (x,), < IR co ban, v&i x,= (x',...,x*). Khi d6 ta co

k
i i i P12N\12
xn—me(Z| x =x )

Jj=1

=d(x,,x,) — 0 (m, n — 0 (mn — +0) nén (x,"n )m 12

day co ban trong R do do x,"n - xé voimoii=1,2,....k. Nhung tir vi du a); 1.5.3.
ta c6 ddy (x,) hoi tu dén xo=(xp,...,xt ) € R tirc 1a R day du.

2. Liy X = (0,1] 1a tap con cua Rvai métric d(x,y) = x-y |
bay la khong gian métric khong day du.

That vay, lay diy x, = % trong X .Ta co

= | 1.1 | L1 —0, (m,n - )
n m n m

x}’[ - xﬂ'l
nén no 1a diy co ban nhung khong hoi tu vé diém nao trong X, ( néu xét trong
Rthi x, = 1 —0)
n
3. Khong gian C,,, 1a khong gian day du
Ching minh. Cho (x,) 1a day co ban trong C, ). Piéu nay co6 nghia la:

d(X,. %, ) = max|x,(t) =%, (1) = 0(m,n — o)
te[a,b]
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Véi mdi t € [a,b], hién nhién ta co ‘xn (t)—x, (t)‘ <d(x,,x,), suy ra (x,(t))
la day s6 thuc co ban trong Rnén hoi tu. Dat x(t) = li}{nxn () voi moi te[a,b]. Ta
con phai chimg minh x(t) thugc C,,; va x, — x trong C ;. Lay € > 0 s& ton tai
ny sao cho v&éi moi m, n > nyva véimoit €[a,b] ta co

| Xn(t) — Xm(t)| <& (D)

Cho m — ()" (1),’ ta duogc | x,(t) — x,(t)| < € khi n >ny va véi moi t €[a,b].
Vay x,(t) hoi tu déu dén x(?) trén [a,b], lién tuc trén [a,b], tic 1a x(t) € Cl, 4,
dong thoi x, — x. Do d6 Cf, ;] 1a khong gian day du.

4. Khong gian Cj; ,; khong day du

Chung minh. Ta xét truong hop [a,b] = [0,1] va xét day x,(t) nhu sau: (hinh

1khite [O,l}
2

x ()= Okhil+L£t£1
2 2n
n+1—2m‘khilStSl+L
2 2n

5)

Vé&im, n € N, (m > n), tacd
1 1
2o
x, () —x, 0t =[x, () x, (0)dt

1/2

d(x,,x,) = Jl.

Vi | x,(t) — x,(t)| £ 2 nén d(x,,x,,) Sl —>0 khim,n — o
n

Vay x,(t) 1a mdt ddy co ban
A

»
>

Tuy nhién ta ching minh rang dy x,(t) khong hoi tu trong C[f, - That vay

L

x(#) 1a mdt ham bét ky trong Cj; ;. Xét ham s6 gién doan trén [0,1] nhu sau

39



I, te [O,l}
2
0, te {l,l}
2

Nhu thé x(#) #y(#) nén phai c6 t, € {o,ﬂ ching han dé y(t,) # x(ty). Hon

()=

nira, trén {O,%} ca hai ham x(?) va y(¢) cung lién tuc nén 1y luan nhu vi du 1.2.5,

ta co:
0< 1ﬁx(z‘) — y(1)|dt
Tur do: s
0< l_/f‘x(t) — y(0)|dt < i\x(f) — y(1)|dt
< hx(t) —x, (t)dt + j x, (1) = y(t)ldt
Mat khac ta co: O 0

1 1

1 2 o 1
[lx, @) = y(@)dt = [|x,(t) = y(1)|dt= > 0 (n — )
0 1/2
Vi vay voi n du léon
1 1 1/2

[|x(@) = x,(0))dt = > [|x() = y(®)|dt >0

tic 14 x,(1) khong thé hoi tu vé x(z) trong C;,,. Néi cach khac, khong c6 diém
nao trong C
khong day du.

4.2 Céc tinh chit co ban.

L

1a giéi han cta diy co ban x,(#) ca. Nhu thé khong gian Cion

4.2.1 Pinh Iy. Gia st X 12 khong gian métric day di va Y = & 1a tip con dong
ctia X. Khi d6 khong gian con métric con Y ciing day du.

Chirng minh. Gia st (x,),1a mot ddy co ban trong Y. Di nhién(x,), cling la
diy co ban trong X. Vi X day du nén x, hoi tu dén x, € X. Mat khac vi Y dong
va (x,) < Y nén x, — x, thi x, phai thuéc Y. Vay Y dﬁy du.

Cho By,B.....,B,,... 1a mot day hinh cau co ban kinh ry, ra,.... Day hinh cau

nay goi la thét lai néu B, > By.;, n=1,2,... va lim r,=0.
Nn—»o0
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4.2.2 Pinh ly. (Cantor) Trong khong gian métric day du, moi day hinh cau
dong, that lai déu c6 mot diém chung duy nhat. Pao lai, néu moi day hinh cau
dong, that lai trong khong gian métric X c6 mot diém chung duy nhat thi X day
du.

Churng minh.

Diéu kién can: Gia B (x,r;) = By,...,.B (x,,7) = B,... 1a ddy hinh cu déng,
that dan trong khong gian day di X.Véi m > n thi B, < B, nén d(x,,x,) < r,. Vi
r, — 0 khi n — o nén (x,) la day co ban trong X, thanh thur tdn tai xo € X dé x,
—> Xp.

Miit khac véi mdi neN, diy (X )k vOi = n + k13 con ctia dy (x,) nén x,
—Xx9. Hon nfta x,; € B, v61 moi k = 1, 2,.... va B, dong nén x, € B, Vay x,
() B Néu c6 yy € () Ba thi do xy, yy cung thudc B, nén.

n=1 n=l1

d(xpy0) < d(xpx,) + d(o.x,) < 2r, — 0 (n—o0)
Vay d(xy,y9) = 0 hay x, = yy

Piéu kién du: Cho (x,), 14 ddy co ban trong X. Theo dinh nghia voi & ==
ton tai sb nguyén n; > 0 sao cho d(x,,x,,) < % vO1 moi m, n > n,.
bac biét d(x,,x,;) <%. bat B, = B= (x,7,1). Ta chon n,> n; sao cho d(x,,x,,)

< % khi n > n, D& thiy B, = B’(Xng,%) c B,. Bang quy nap, gia st di chon
duoc Xu1,Xm2,..., Xnk (17 < 1y <...< ny) va xay dung day hinh ciu déong B; o B,

D..D By ta léy Xpi+1 $A0 cho ny; > g va d(x,, X+ 7) < % VOl 1 > nyyy déng thot
dit By, = B’(xnkﬂ,zik). Nhu vy (By) 14 diy hinh ciu déng tht lai nén theo gia

1

PR k=1,2,...nén x,; —>xy.

thiét (B, = {x,}. Ta c6 d(xuxp) <
k=1
Do b) 4.1.1, diy co ban (x,) cling hoi tu vé xy vi (x,) 1d mot diy con cua

(x,).Vay X day du.
4.3. Cac tap thugc pham vi tru I, I1:

4.3.1. Dinh nghia. Cho M la mét tap con cua khong gian métric X. Ta goi
M la tép hop khong dau tru mat (hay con goi 1a tap hop thua) néu n6 khong tru
mat trong bat ky hinh cau nao. N6i mét cach twong duong:

0
(M c X 1a tap thua (M = ).
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4.3.2. Pinh 1y. M c X 1a tap hop thua néu va chi néu moi hinh ciu mé
trong B trong X, ton tai mot hinh cau (dong hodc md) B;c B sao cho B " M =

)
0

Chitng minh. Diéu kién can: Gia st M = & va B 14 hinh ciu mé trong X.
Hién nhién B ¢ M nén cé x € B va x ¢ M . Theo tinh chét cia bao dong, ton tai
r>0dé B(x,r) "M =@. Do B mé nén c6 thé chon r di nhé dé B(x,r) — B ddng
thoi B(x,r) M =0.

Piéu kién du: Gia st M khong phai 13 tdp hop thua, tirc 1a M = 0. Liy x
eM s&cor>0déB(x,r) c M. Vay bat ky hinh cau nao chira trong B(x,7) déu
chtra trong M nén phai c¢6 giao v6i M khac trong.

4.3.3. Pinh nghia. Cho A la tap con cua khong gian métric X. Tap A duogc
goi 1a tap thudc pham tru I trong X néu ton tai day céc tap thua M|,M,,... sao

cho A = OMI. :
i=1

Néu A khong phai 1a tap thudc pham tru I thi A goi 12 tap thudc pham tru 1.

4.3.4. Pinh 1y. (Baire) Gia str X 1a mot khong gian métric day du. Khi d6 X
tap thudc pham tru II. ‘

Churng minh. Dung phan ching. Gia st X thudc pham I, khi d6 ton tai day
tap thua A, < X sao cho X = OAn . Do A, thua nén co hinh cau dong B, ban

n=1

kinh ;< 1 sao cho By N A; =& Cling vay, vi A, thua, tdn tal hinh ciu dong B,
c By ban kinh r; <% dé B, A, = @. Bang quy nap ta xay dung duoc diy hinh

ciu dong thét lai B, c¢6 ban kinh r,,<l sao cho B, A= vbi n € N. Theo dinh
n

0

1y 4.2.2, ton tai duy nhét x, QB" Vixpe B, nénxg ¢ A, voin € N. Tu do xg

3 ﬁAﬂ = X . Piéu nay vo 1y.Vay X phai thudc pham tru II.

n=1

Mot hé qua rat hay dung duoc phat biéu dudi dang sau.

4.3.5. Hé qua. Gia str X 1a mot khong gian métric day du va X = CJAn . Khi
n=1

0
d6 tai ny € N sao cho 4, # .
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4.4. Anh xa lién tuc déu:

Gia str X, Y 1a hai khong gian métric, f 12 4nh xa tir X vao Y. Bang ngon
ngir €, 6 theo dinh nghia, ham f lién tuc tai diém x, € N néu véi moi € > 0 tOn tai
& > 0 (8 noi chung phy thudc vao xo va €) sao cho d(f(x),f(x,)) < &€ mdi khi
d(x,xg) < 6. Néu s6 duong & khong phu thude vao mdi diém x, ta c6 khai niém
lién tuc déu.

4.4.1 Pinh nghia. Anh xa f: X =Y duoc goi 1a lién tuc déu trén X néu véi
moi € > 0 ton tai & > 0 sao cho véi moi x, x € X ma d(x,x) < & thi (d(f(x),f(x))
<e.

4.4.2. Nhan xét.

1. Moi anh xa lién tuc déu tir X vao Y 1a lién tuc. Diéu nguoc lai néi chung
khong dung. Chang han, ham x +>x”1a lién tuc nhung khéng lién tuc déu trén R
vi hiéu (x + h)* — x* = h(2x + h) ¢6 nhiing gia tri 16n tuy ¥ du h 13y da bé.

2.Néuf:X —->Yvag: Y —Z 14 anh xa lién tuc déu thi anhxahoph=gof
: Y >Z ciing lién tuc déu.

4.4.3 Dinh ly. Cho X la khong gian métric, A 1a tap con tru mat trong X va
f1a anh xa tir A vao khong gian métric day du Y. Gia st f lién tuc déu trén A.
Khi ay ton tai duy nhat mé rong 7 cta f 1én X va £ lién tuc déu trén X.

Chitng minh. Ta s& stt dung Dinh 1y 3.3.3 dé ching minh ton tai mé rong
7. Mubdn thé day kiém tra ring véimoi x € X thi lim f(z )ton tai.

zeA
Z—X

Lay mot day bat ky (z,) trong A ma z,—x. V&i € > 0 cho trude tuy ¥, do f
lién tuc déu trén A nén ton tai s duong & sao cho (d(f(z),f(z ) <e khid(z,z ) <
0 vO1 moi z, z eA.

Vi z, — x nén day (z,), 1a day co ban : v61 6 > 0 § trén ton tai sb nguyén ny
d¢ (2n,zm) < & v6i moi m, n > ny. Nhung khi 6 d(f(z,),f(zn)) < €. Nhur thé (f(z,))n
13 mot ddy co ban trong Y. Hon nita, Y ddy du nén ton tai lim (f(z,)) = 1. Vay ta

c6 duoc anh xa ?: X =Y mo rdng lién tuc duy nhét cta anh xa f.
Con lai ta ching minh ? lién tyc déu trén X. Lai ung dung tinh lién tuc déu
cua f trén A nhu trude, gia st x va xo '1a hai diém trong X voi d(xpx,) < 8. Xét

hai day (z,) va (z,) trong A 1an luot hoi tu dén x, va x,. Chon n, du 16n ta thiy
rang néu n > n, thi

= 0.

d(Zn; }’l) < d(Zn,xO) + d(Z n,x()) g g

Do vay:
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d(7 (z0). 7 (2)) = d(f(z).f(z ) <&
Chon — oo ta ¢6 d(7 (xp), £ (xp)) < €.Vay 7 lién tuc déu trén X.

4.5.Nguyén ly anh xa co.

4.5.1. Pinh nghia. Cho anh xa f tir tip X bat ky vao chinh né. Phan tir x €
X sao cho f(x) = x duoc goi l1a diém bat dong cua anh xa f.

Viéc tim diém bAt dong cia mot anh xa la van dé c6 nhiéu ung dung trong
giai tich, dic biét trong 1y thuyét phuong trinh (vi phan, tich phan...) vi mot
diém bat dong ctia anh xa f 1a mot nghiém ctia phuong trinh f(x) = x.

Bay gio cho X 1a mét khong gian métric va f 1a mot anh xa tor X vao X, f
duoc goi la anh xa co néu ton tai mot sb oe [0,1] sao cho v&i moi x, y € X ta co:

, d(f(x).f(y)) <ad(x.y).
Twr dinh nghia ta thay ngay moi anh xa co 1a lién tuc déu.

4.5.2. Pinh ly (nguyén ly 4nh xa co Banach). Giad st X 1a mgt khong gian
métric ddy dii £ : X — X 1a mdt anh xa co. Khi d6 f c6 mot diém bat dong duy
nhat.

Chitng minh. Lay mot diém tuy y x, e X. Dat

x= 1(xp), x2= f(x;)= f(f(x0)),....Xn = f(x,.1) = f(f;..f)(xo_)D

N lan
Ta chung t6 (x,) 12 mét day co ban trong X.

Vi f1a anh xa co 1én néu n > 1 thi
d(xn;xn+]) = d(f(xn—])af(xn) = O('d(xn—];xn)
= ad(x,.2,f(x,-7))
<o d(xp %0 1)) <. < a"d(xp,x;)
Vo1 a € [0,1]
Luc d6 v6i moi s6 nguyén n va p,tir (¥) ta ¢o
d(xnX,1p) < d(xyXne7) oo + A1 pX01p)

<(o% o™+ A+ o™ d(xgx)) < la—d(xo,xl)
(04

Khi n du lon va p tuy y ta co d(xn,xn+p) — 0 (n—> ) suy ra (x,), 1a day co
ban trong khong gian day di X nén ton tai gioi han x - lim X, .

Cling tu (*), ta co

‘ d(x,x:;) < d(x, x,47) < a'd(xpx)).
Cho n— o va nhé rang cac ham d va f'lién tuc,ta co
0 < lim d(x,,f(x,)) = d(x ,d(x )< 0

hay d(x",f(x")) =0 o

Vay f(x ) =x tc 1a x 1a diém bat dong cua f.
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Néu coy € X ma f(y) =y thi
d(x",y) = d(f(X*) f(x) < ad(x"y")
hay (1-0)d(x"y") < 0
Suy ra d(x ,y) = 0 tirc 1a X = y. Do d6 diém bat dong X" 1a duy nhét
4.5.3.Vi du.
a.Chung minh phuong trinh
%arctgx—x-l- 3=0
c6 mdt nghiém thuc duy nhat
Pit f(x) =% arctgx + 3 13 ham tir Rvao R f1a anh xa co vi f(x) — f(y) = (x-

); v6i & nam gita x va y theo dinh 1y lagrange, nén

ey
@)= f() [£5]x- |. Do d6 f ed mdt diém bit dong véi duy nhét X", Néi cich

khac, phuong trinh% arctgx + 3 = x ¢6 nghiém duy nhit [a x”.
b) Xét phuong trinh vi phan
(1) ? — f(z,x) voi didu kién ban diu
Y

(2) x(ty) = xy
trong d6 f(z,x) 12 ham lién tuc trong tdp mé G c IR, (¢,x,) € G va f 1a thoa méan
diéu kién Lipschitz x, nghia la c6 mot sé duong k sao cho
| f(t,x;) — f(t.x2) | < K x; - x) | (3)

vo1 moi (¢,x;),(t,x;) € G

Ta chiing minh dinh 1y Picard: Trén mot doan |t — to| < r ndo do6 phuong
trinh (1) c6 mot nghiém duy nhat thoa mén diéu kién ban dau (2).

Phuong trinh (1) véi diéu kién (2) tuong duong v6i phuong trinh tich phan
sau day

xX(t) =xo+ [ f(7,x(7))dr (4)

Do G 1a tip m& chira (f5,x9) nén c6 hinh tron (hinh cau) tdm (f5,x,) chua
trong G. Goi
D={(tx) e G: |t—t0|<a |x —xq | <b}
12 mot hinh chir nhat dong bat ky noi tiép trong hlnh cau do. Vi f(t, x) lién tuc
trén D nén ‘f(t, x) |<Lvéimoi (tx) € Dvéi L la s6 duong nao do. Lay 0<r<
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. .1 b . : 3 N
mm{E,z} va ki hiéu C’ 1a khong gian con ctua C[ty., to+;] g0m cac ham s6 ma

‘x(t)—xo |Sb vO1 moi te(tyy, tos] =1 . Néu (xy) < C’ va x, —»x thi do |xn(t) -
Xol<b v6imoin € Nvat e Inén qua giéi han, ta ciing c6 | x,(t) — X0/ < b véi
moi t € I. Nhu vdy C’ dong trong khong gian day du Clt, =r1, +r]Clto, tor:] nén
C’ ciing phai day du
Xét
P:C -»C
x+— Px
xac dinh boi

(Px)(V) = [ f(7.x(7))dr + x,
Véi |t—t()| <r

Anh xa P dit nhu trén 13 hop 1y vi néu x(t) € C’ thi P(x(t)) lién tuc, ddng
thoi

|P(x(1)) = xo| = Jt.f(r,x(z'))dz' < deT <Lr<b

Hay Px € C’. Mit khéc, néu x, y € C’ thi

(Px)(t)~(Py)(t)=

[f(z.x(v)~ f(z.y(z))dx

t
x(t)=y(t)ldr <K [d(x,y)dz
ly
(gid sut > ty, truong hop t <to ly luén tuong t).
Nhu thé
d(Px—Py):max‘Px(t)—Py(t)‘SK‘t—tO‘d(x,y)SKrd(x,y).
tel

[k

Ly

<

Vi Kr< 1 nén P la &nh xa co. Theo dinh Iy Banach ton tai mot ham sb duy
nhat x(t) € C’ sao cho Px(t) = x(t). Noi cach khac trén I bai toan (1) — (2) ¢b
nghiém duy nhat.

4.6. Pay di khong gian métric.

_ Chung ta da thdy vai trd quan trong ciia khong gian metric day du qua cac
phan vira xét ¢ trén. Do do, voi mot khoang khong gian day du X ta hay bao no
bang mot khong gian day di X chira X va X~ phai 1a khong gian gon nhét.
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4.6. 1 Dinh nghla Giad su X la mot khong gian métric. Khoéng gian métric
day du X' duoc goi 1a day du hoa (hay con goi 1a bd sung) cta X néu:

a. X la mot khong gian cua X

b. X tri méat khip noi trong X~

4.6.2.Dinh 1ly. Mdi khong gian métric X déu c6 ddy du hoa X cia nd. Hon
nita, khong ddy du hod nay 1a duy nhit theo dinh nghia néu c6 khong gian
X"ciing thoa mén a) va b) trong dinh nghia thi X va X’~ ding cu v6i nhau.
Chitng minh. Ta chia phép ching minh 1am nhiéu budc

1. Xay dung tap hop X .

Ky hiéu X 1a tap hop tt ca cac diy co ban trong X. Néu (x,) va (y,) 1a hai
phan tir cta X, ta dat
(Xn) R(Yn) néu lim d(xn,y ) =0

® 13 mot quan hé twong dwong trén X vi cac tinh chat phan xa, d6i xung

thoa man mét cach rd rang. Néu
d(x,,y,) - 0vad(y,z, - 0

nén R thoa man tinh chat bic cau, nghia 1a néu (x,)R(y,) va (x,)R(z,) thi (x,) R(z,).

Ky hiéu X" 1a tap thuong ciia X theo quan hé twong duong ® vira néu trén

2. Xac dlnh metrlc trong X :

Ky hiéu x" vay" 1a cac phan tir trong X d6 1a nhiing 16p twong duong cac
day co ban trong X. Chon x vay cac dai dién (x,) va (y,) ro1 dat

d(x"y") = lim d(x,,) (D

Ta chimg minh tinh dung dén cua dinh nghia nay tirc 13 chimg minh gidi
han (1) tdn tai hitu han, khong phu thudc vao viéc chon cac dai dién (x,),€ x va
() € ¥ ma chi phu thudc vao cac 16p tuong duong x” va y'.

That vay, ta co:

(X ym) - A yu)l < A x,) + AW ym)| = 0 (m, n — )
(do 4p dung bat ding thuc t glac va cac day (x,) va (y,) la day co ban) Nhu Vay
(d(xp,y)). 1a mot day co ban s6 thuc nén phai hdi tu. Ngoai ra, néu (x,) € x va
(va") €y thi
|d(xnyym) d(xn »Vn )| < d(xn;xn ) + d(yn:yn (2)
Vi (%) R(x ) va () R(y» ) nén vé sau cua (2) tién vé 0 khi n— o nghia la
lim d(x,.y,) = lim d(x,,y,)
X—>0

X—>0
Bay gio ta kiém tra 3 tién dé ctia métric
i) Ta co ngay lad(x"y") 20 d(x»") =0 < lim d(x,y,) hay (x,)R(x,).Vay
X—>00

X =y
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i) Tién dé 2) rd rang
iii) Néu x, € x', (v,) € x va(z,) € x thi do
d(anZn) S d(xmyn) + d(.yi’llzi’l)
nén chuyén qua giéi han khi n— oo ta dugc
dix"z) < dx" ) +d( ' z) véimoix', vy, z eX

Vay (X',d) 1a mot khong gian métric

Véi mbi x e X ta dit twong tng vi mot 16p twong duong cac diy co ban x
chtra ddy dimng (x,x....,) € X gdm toan phan tir x. Ttr dinh nghia khoang cach
trong X ta co

dx"y") = lim d(x,y,) = d(x.y)
X—>0

Nhu thé ta xac dinh dugc mot phép déng cu tor X Ién mot khong gian con
X'={x"eX :x 3(xx,....), x € X} ciia X*. Do d6 ta dong nhit X véi X véi X
va nhu thé X « X'

3. X tru mat trong X

Cho x e X va gia st ¢ 13 s6 dwong cho trude. Liy (x,) € x . Vi (x,) 1a diy
co ban trong X nén tdn tai nysao cho khi n > ny ta c6 d(x,,x.0) <€

Xét phan tir x*,,,e X" = X tir dinh nghia vé khoang cach trong X ta c6

d(x"px )= lim d(x.px,) <€
X—>00

Vay X" = X tri mat trong X
4. X" 12 khong gian métric ddy du:
Gid su (x ) 1a mot day co ban trong X . Vi X = X nén vdi1 moi sO6 nguyén
n>0 tdn tai x, € X dé d(x,x") < . Khi do
n

d(pXm) < dOewx, ) + A0 X ) + d(Xm sXom)
<l + i + d(xn*,xm*)
n m

Vay d(x,,x,) = 0 (m, n—x) nén (x,) la day co ban trong X tic la (x,) € X.
Dit x” 14 16p chira diy (x,) thix € X, ta c6:
d(e," %) <d(e,x6) + do,x)
L de,x
n
Vi Xp,Xp,...) € X, va (X1, X2,...) € X nén

d(x,x) = lim d(x,x,)
m—»>0

Vay
doe, x) <L+ lim d(x,x,)
n

m—>0

Cho m— o ta duoc d(x, ,x,)—>0 hay x , >x
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Nhu thé X 1a day du
5. Tinh duy nhét (sai khac mot phép dang cu) cua day du hoa X cua X.
Gia st X°* 1a mot khong gian métric ddy du va co cac tinh chat
i) X c X** (X dang cu v6i mot khong gian con cia X’ *)
i) x =X*
Ta hay chimg minh X * dang cy voi X*
Lay x e X khi 4y ton tai (x,,) = X sao cho x,—X’*. Dit

1) . X* - X'*

X -x"

day 1a phép dang cu phai tim. That viy ¢ 1a toan anh vi néu y” e X* thi "

=lim y, y, € Xnény" = @(y') v6i y—hmyn,y eX

n—»>
Mat khac
d(x"y) = lim (x,,,) trong X"

n—>0

va

dix”y’) = lim (x,y,) trong X"

n—»

nén

* %k * * * *
d(x’y) =d(x"y ") = d(o(x ).e(y )

Vay ¢ la don anh va tir cac di€u vura ching minh trén ta suy ra ¢ 1a phép
dang cy. Dinh 1y dugc ching minh day du.

4.6.3.Vi du.

1. Tap hop Q céc s6 hiru ti 1a mot khong gian métric voi khoang cach:

dxy)=|x-y [;x,y€Q

Phuong phéap xay dung tap s thuc Rbang diy co ban cac sb hitu ti chinh 1a
day du hoa khong gian métric Q nhu di trinh bay ¢ trén. Tuy nhién trong R ta
con phai xay dung cac phép toan + va . dong thoi phai kiém nghiém lai R1a mot
truong lién tuc.

2. Gia str M 1 tap con cua khong gian métric day du X. Khéng gian day du
hoa ctia khong gian con M chinh 1a M

3. Taco C[]; »] la khong gian métric khong day du. Khong gian day do hoa

cua n6 ky hi¢u 1a Ly, la tap hop cac ham do duoc xac dinh va kha tich theo
nghia Lebesgue trén [a,b] (Iy thuyét tich phan Lebesgue s& hoc & phan Ly thuyét
dd do va tich phan).
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BAI TAP

4.1.Cho (X,dx) va (Y,dy) 14 hai khong gian métric.Chtirng minh rang khong
gian métric tich X x Y day du khi va chi khi cic khong gian X va Y 1a nhimng
khong gian métric day du.
4.2 Ky hiéu m 1a tap hop tat ca cac ddy sé thuc bi chin. V&ix = (x,) € m, y
= (y») €m dit
d(x,y) = suplx, = ,|
n

Chung minh
a) d 1a mot métric
b) Khong gian métric (m,d) 1a day du
4.3." Trong khong gian métric Co.17 hdy xay dyung mot day céac tap dong, bi
chan F, sao cho F, > F,i nhung (F,=J
n=1
4.4." Cho X 1a khong gian métric ddy du, Y; 1a mot diy cac tip con m& tru

mat khap noi trong X. Chtng minh tip hop ﬁYi cling 1a tap trii khap noi trong

n=1

X.

4.5. Ky hiu s la tap hop tat ca cac diy sb thuc (x,) sao cho x, bang 0 tit ca
ngoai trir s6 hiru han n. Ta xem s, la khong gian métric con cua khong gian m.
Ching minh s, 1a khong gian métric khong day du.

4.6.Chimg minh rang ham lién tuc f : R—> Rxac dinh bai

f(x) = % + X — arctgx

khong c6 diém bat dong mit du né thoa min bat dang thirc
- ro<fe-v |
Voimoix,y € R x#y
47" ChoF la ho cac ham lién tuc trén IRco tinh chit
(VxeR)@EM, >0)(Vf € f):|f(x)<M,
Chtng minh rang ton tai mot tip mé khac tréng U < Rva mot s6 duong M
sao cho

[f(x) [<M
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Véimoife FvaxeU
4.8. Cho f: R - RR1a mot ham sb lién tuc déu. Chung minh tdn tai cac sb
a, B > 0sao cho vo1 moi x € R ta co:
) <alx |+
4.9" Trén tap s6 thuc Rta dat
d;(x,y) = | arctgx- arctgy|
va
da(x,y) = ¢ - €|
Chting minh
a) d, d; 1a cac métric trén R
b) (R d,),(IR d,) l1a cac khong gian métric khong day du
¢) Pay du hoa cac khong gian(RR d;),(R d,) 1a gi?
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§5 KHONG GIAN COMPACT

Trong giai tich co dién, khi 1am viéc véi cac tap con ctia Rta dic biét cha ¥
dén khoang dong [a,b], @, b € R Khoang déng ndy c6 cac tinh chat tdt sau

Moi day (x,) < [a,b] bao gio cling c6 mot day con héi tu trong [a,b]

Ham s0 lién tuc trén [a,b] thi lién tuc déu trén doan d6

Ham s lién tuc trén [a,b] thi dat dugc gia tri 16n nhat va gia tri bé nhét trén
doan nay.

Tong quat hoa su kién ndy cho khong gian métric, ngudi ta dua ra khai
niém quan trong do 1a tdp compact va khong gian compact.

5.1.T4p hop bi chin va hoan toan bi chin.
5.1.1. Pinh nghia. Cho X la khong gian métric va & # A < X.

Pit §(A) = sup d(x,y) 8(A) =+ o néu tap hop {d(x,y), x, y €A} khong c6
x,yeA

can trén) va goi 6(A) 1a duong kinh cua tap A

Néu 8(A) <+ oo thi A goi 1a tap bi chin, con 8(A) = + oo thi A goi 1a khong
bi chan.
Ta c6 mot s6 tinh chat don gian sau
a) Tap hop A 14 bi chin néu va chi néu A dugc chira trong mot hinh cau nao
do
That vay, gia sit 8(A) = sup d(x,y) = r < + oo. Lay x, tuy y thudc A, lic d6
x,yeA
vl moi y € A, ta c6 d(xyy) < r hay A < B(xyr) voi v > r. Nguoc lai, A
B(xy,7) thi Vx,y € A c6
d(x,y) < d(x,xp) + d(y,y9) < 2r
Do d6 6(A) <2r <+ oo nén A bi chian
b. Hop mot sb hitu han céc tap bi chin 1 tip bi chan.

5.1.2. Dinh nghia. Tap A < X goi la hoan toan bi chdn (hay con goi la tién
compact) néu véi moi > 0, A duoc chira trong hop mot so hiru han hinh cau co
ban kinh r. Lic do6 ta cling néi tap A dugc phu bdi mot s6 hiru han hinh cau ban
kinh r.

Ménh dé 1. Mot tap hoan toan bi chdn thi bi chan
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Chumg minh. Thuc vay, cho A hoan toan bi chan nén véi r = 1, ta ¢6 hitu han

hinh cAu dé Ac | JB(x,.1). LAy x € A s&c6 i dé x e B(a, 1)
i=1
Luc d6

d(x,a;) < d(x,a) + d(a;a;)

n
<d(x,a)+ D.d(a;a;)<n
i=1
Vay A nam trong B(a,n). Nguoc lai, néi chung khong dung. Tuy nhién
trong IR ta co.

Ménh dé 2: Gia sir A 1a mot chan trong R (voi métric thong thuong), khi
doé A hoan toan bi chén.

Chitng minh. Goi B(x,d) 1a hinh cau chira A. Ta 14y mot ‘hinh 1ap phuong
canh bang 2d song song v&i cac truc toa do va ngoai tiép hinh ciu nay. Cho >0
ta chia hinh l4p phuong nay thanh cac hinh l4p phuong nho béi cac mit phang

song song voi mat hinh 1ap phuong 16n va cach nhau mot doan « <——. Sb céc

I
hinh 14p phuong nhé nay 1a hitu han. Hién nhién A duoc chira trong hop hitu han
céc hinh cdu ban kinh < r, ngoai tiép cac hinh 1ap phuong nho. Vay A hoan toan
bi chan.

Chu ¥ rang B(a,r) € B'(a,r) vanéur > r thi B(a,r)cB(a,r’) do d6 trong
cac dinh nghia vé tap bi chan va hoan toan bi chan, ta co thé sir dung tuy y cac
hinh cau mé hodc dong

Ménh dé 3. Néu A X 1a hoan toan bi chin thi bao dong 4 cua A ciing 1a
mot tap hop hoan toan bi chan ,
Churng minh. Gia st r 1a s6 duong cho trudc. Néu A hoan toan bi chén thi

c6 hiru han hinh cau déng B'(a,7) (i = 1,n) sao cho 4c|JB(a,,r). Nhung do

i=l

Ac|JB'(a;,r) 1a mot tp dong nén 4 < ( JB'(a,,r) nghiala 4 cling hoan toan
=1 i=1
bi chan.

5.2.Tap hop compact va khong gian compact:

5.2.1.Dinh nghia. Cho X la khong gian métric va A= X. Tap A dugce goi la
compact néu diy (x,)c A ludn ludn ton tai mot diy con (xu) < (X,) hoi tu mot
diémx € A

Néu ban than X 1a compact thi khong gian X duoc goi 1a khong gian
compact
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Gia st A < X ma bao déong 4 1a compact thi A duoc goi 1a tdp compact
tuong d6i. Diéu nay twong duong véi:

Moi diy tuy ¥ (x,) € A s& c6 mot diy con hoi tu dén mot diém trong X
(khong doi hdi thude A).

That véy, diéu kién can 15. Nguoc lai néu (x,), 1a diy trong 4 véi mdi x e

N ta chon y, € A sao cho d(x,,v,) <L Theo gia thiét ton tai ddy con (ym) < ()
n

hoitu véyy € X. Vi(ym) CAnény, 4.
Lac do

1
d(Xnk:YO) < d(Xnk:Ynk) + d(Ynk:YO) < E + d(ynka YO) - 0

Vay ddy con (X,) cua (x,) hoi tu dén yo € 4 nén 4 compact.

5.2.2.Vi du.

1) Trong khong gian métric X bat ky, moi tdp gdm mot s6 hitu han diém 1a
compact.

Chitng minh. Gia st A = {ay,....ax} < X. Néu ddy (x,) 1a mot day bat ky
trong A thi phai co6 it nhat mét a; nao d6 x, = a; v4i vo han n eN. Tu tap vo han
cac x, nay ta rut ra mot day con hoi tu dén a;.

2) Poan [a,b] trong R1a mdt compact. Piéu ndy suy ra tir dinh 1y Bolzano —
Weierstrass.

5.2.3. Pinh ly (Hausdorrff). Gia sit A < X 1a tdp compact. Khi d6 A 1a dong
va hoan toan bi chan. Nguoc lai néu A dong, hoan toan bi chan va x dﬁy du thi A
la tap compact.

Chung minh

1) Gia sit A compact. Néu (x,) 13 ddy trong A, x,—x, thi ton tai diy con
() < (%), Xe— Xo € A Vi compact. Vay A = 4 hay dong. Tiép theo, ta ding
phan ching. Giad sit A compact nhung khong hoan toan bi chan. Khi d6 ¢c6 € >0
sao cho khong thé phu dugc A bang mot sd hitu han hinh cau ban kinh €. Ly
x;€ A. Hinh ciu B(x;,e) khong phu dugc A nén c6 X, €A sao cho d(x,,x;) > €.
Céc hinh cau B(xy,€), B(xx,e) ciing khong pha duoc A nén co x3 €A sao cho
d(x3,x;) > € va d(x3,x,) > &. Tiép tuc cach nay bang quy nap, ta xdy dung duoc
diy (x,) = A véi d(x,,x,,) > & vdi moi n=m. Bat cit ddy con nao cua day (x,) déu
khong phai 1a diy co ban (vi khoang cach giita hai phan tir ciia diy con nay > ¢)
nén khong thé hoi tu. Piéu nay mau thudn véi dinh nghia compact. Vay ta da
chtrng minh néu A compact thi A dong va hoan toan bi chin.

2) Bay gio gia stir X ddy du, A dong va hoan toan bi chin trong X. Liy mot
day (x,) bat ky trong A. Vi A duoc phii bang mot s6 hitu han cc hinh cau ban
kinh bang 1 nén mot trong cac hinh cau dé, ki hiéu B, chira vo sb cac phan tir
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ctia day (x,). Goi ddy con cua diy (x,) trich ra tir vo s6 phan tir d6 1a (x!). Tap A
cling phit duge bing mot sb hitu han hinh cAu ban kinh % nén c6 mot cau ki hiéu

B, c6 vo s cac (x',) va didy con cia (x)) chira trong B, 1a (x2). Tiép tuc qua
trinh ndy ta thu duge mot diy cac diy (x,), (x.).( x,f),...mél cac day sau la day
con ctia day di trudc dong thoi diy con (x*) chira trong hinh cdu By c6 ban kinh

%. Lay mot phan tir x,; trong (x}). Vi (x2) v6 han nén chon dugc n,, trong céc

(x,f) sao cho n, > n; va rdi chon X3 trong (xs) voil n;> n;... Nhu thé ta ¢
duoc diy con (x.) < (x,). Pay 1a ddy co ban vi vdi k,1 € N bat ky, gia st k>1 thi

(x,’f ) (x}q) nén Xy, X, cung thudc hinh ciu B,. Do d6 d(Xpnk, Xn1) s% — 0 khi k,

1 . Vi X day du, diy (x.) hoi tu dén xo € X. Hon nita do A dong nén x, €A.
Vay A compact.

5.2.4 Pinh ly. Néu X 1a mot khong gian compact thi X day du va kha ly.

Churng minh.

a) Gia su (x,) la day co ban trong X. Vi X compact nén c¢6 day con (x,,) <
(xn), Xme—> x9 €X. Nhung khi d6 chinh déy (x,) cting hoi tu v€ x, nén X 1a khong
gian day du.

b) Vi mdi n €N, tap A duge phii bing mot sé hitu han hinh cu B(xy, ),

n
j=1,.,my:
m, 1
x={ Bany1) *)
j=

Dat A = {xy:J=1,..my,n=1, 2,...} 1a tap hop tat ca cac tAm cac hinh cau

nay. A 1a tip dém duge. Mit khac Vx € X v6i € > 0 bt ky ta lay n da 1on dé L

n

g. Tir (¥), suy ra x thudc mot hinh cau B(an,l) nao do nén d(x,Xy;) < L
n n

Vay A tru mat trong X 1a khong gian métric kha ly.

Nhén xét: Ttr dinh nghia ta thiy A 1a mot compact khi va _chi khi chinh
khong gian con A la khong gian compact. Vi thé khi phat biéu vé cac tinh chat
compact, ta khong can phan biét compact hoic khong gian (con), ta khong can
phan biét tap compact hoac khong gian (con) compact.

5.2.5. H¢ qua

1. Moi tap compact déu bi chin
2. Tap con dong cua tap compact la compact

55



3. DPoi v6i cac tap dong IR, cac khai niém bi chan, hoan toan bi chin,
compact la tuong duong voi nhau.

Chung minh:

1. Rd rang mdi tip compact thi hoan toan bi chin nén bi chin.

2. Néu K chtra trong A compact thi K hoan toan bj chan. Hon nita K dong
trong A day du nén K compact. (O ddy vi A dong nén K déng trong khong gian
con A hay dong trong X déu nhu nhau).

3. Theo ménh dé 2 & 5.1.2, tdp A < IR bi chan néu va chi néu A hoan toan
bi chin. Hon nita IR 14 khong gian day du nén ap dung dinh 1y Hausdorff ta c6
ngay két qua.

5.2.6.Khai niém ¢- lwéi:

Pé dién ta khai niém hoan toan bi chin, bén canh dung hitu han hinh cau
phu tap da cho ta con dung khai ni¢m g- ludi, té ra kha thuén tién cho trong mot
s6 trudng hop.

a) Pinh nghia. Cho tip A — X va sb € > 0. Tap Nc X duoc goi 1a mot -
ludi cho A néu moi x € A tim duge y eN dé d(x,y) <e.

Nhan xét. A c6 mot e-ludi N khi va chi khi A dugc phu béng ho cac hinh
cau ban kinh & véi tdm 13 cac diém mat ludi (tic 1a cac diém thudc N). Vi vay ta
c6 thé phat biéu lai.

Tap A < X la hoan toan bi chan néu Ve > 0 ¢ thé duogc tim cho A mét &-
1u6i hiru han N (tie 14 tap N ¢6 hitu han diém).

b) H¢ qua. Trong khong gian métric day du X, tap dong A < X 1a compact
néu véi moi € > 0 ta ¢ thé tim cho nd mot e-luéi compact.

Chitng minh. Cho € > 0. Theo gia thiét, ton tai g—luc&i compact B va cho A
va do B compact nén tdn taig—luéi htru han N cho B. Khi d6 N chinh 1a e-ludi
cho A vi véi x € A ton tai beB dé d(x,b) < g va véi b ndy s& co y € N dé d(,b)

< g Luc d6 d(x,y) < d(x,b) d(b,y) < &. Vay A hoan toan bi chan. Ap dung dinh

Iy Hausdorff, ta c6 két luan cta hé qua.

5.3.Compact v6i phu mé:

5.3.1.Dinh nghia. Cho X 1a m{t khong gian métric va A < X. Ho (G g ) ¢ 1
cac tap con cua X dugc goi la mot phu cua A néu Ac UGa . Néu véi moi ael,

gel
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Ay 1a cac tap mo thi (Gy ) g 1 01 1a pht mo va néulla tap hiru han thi goi 1a
phu hiru han. Néu ton tai tdp con J < [ sao cho (Gg) g e van 1a phu cua A thi
(Gg)a ey goilaphu con cua A.

5.3.2.Dinh ly. (Heine- Borel) Dé tap con A cua khong gian métric X 13
compact, diéu kién cin va du 12 véi moi pht mé (Gg ) 1 cua A déu co chira
mot phu con hiru han.

Chitng minh. Piéu kién du. Gia sir bat ky phit mé ndo ctia A déu c6 phil con
hiru han nhung A khong compact. Vi thé t6n tai mot ddy (x,) < A sao cho x, =
X, khi n # n’ nhung khong c6 day con nao hoi ti cd. Do moi x € A khong la
gidi han cua ddy con ndo ctia ddy (x,) nén ton tai mot hinh cau md By tim x ban
kinh 7, chi chira hitu han cac x,. Ho (G4 ) ¢ e o 1@ m6t phti mo ctia A nén theo gia

thiét c6 phti con hiru han : A < UBxi . Mdi hinh cau By;, i = 1,....k chi chira sd
i=1

hitu han x, nén hoa ra (x,) chi c¢6 hitu han cac phan tir riéng biét. Diéu nay vo ly
nén A phai la tap compact

Piéu kién can. Cho A compact va gia sir c6 mot phit mo (Gg ) e1 clia A
nhung khong chira pht con hitu han. Ldy mot diy sd duong £,— 0. Vi A
compact nén phu dugc bang mot sd hitu han hinh cau dong ban kinh ;. Trong
cac hinh cidu dong nay phai c6 mot cai, tam ki hiéu 13 B, sao cho A; = A N B,
khéng thé phﬁ duoc bang mot sb hitu han cac tap G, (néu khac di, A s& pha dugc
bang mot sé hiru han cac tdp G, trai v4i gia thiét phan chimg). A, 1a tap dong
chtra trong tap compact A nén A, cung compact va lai duoc phu bang mot sd
hitu han hinh dong ban kinh ¢,, trong s6 d6 c6 mot cai ki hiéu B, sao cho A, = A; N
B, khong thé phii dugc bang mot sé hitu han cac tdp G,. Tap A, ciing compact
nén ciing duoc ph bai hitu han hinh ciu ban kinh ;... Tiép tuc qua trinh nay,
ta thu dugc mdt day hinh cau dong B, va cac tap A, = A, N By, n=1,2,. Trong
moi tap A, ta léiy ra mot diém x,. Do A, A,.;C...C Anén (xy) 1a day trong A,
s& ¢6 ddy con (x,x) < (x,) hoi tu dén xo € A. Mit khéac A < | JG, nén ¢6 @ el

ael
dé a9eGgo. Vi G, md nén c6 hinh cau B(xyr) € Ggo. Tt d(Xu,xe) — 0 va
enk— 0 khi k — oo, chon ki du 16n ta s€ c6 d(x,x0,x0) < #/2 va gy < /4. Llc éy
vO1 moi X € Ay, ta co
d(x,x0) < dCeXuk0 )t d(XpkorXo) < 2 kot /2 <r

tuc 1a Ao < B(xp,7) < G o nghia 1a co tap A duoc phu bﬁng mot Gy, trai
v6i cach xay dung cac tdp A,. Mau thudn nay chimg t6 moi phi mod clia A phai
c6 mot phi con hiru han. Pinh 1y dugc chimg minh day du.
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